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บทคัดย่อ 

โรคไข้หวัดใหญ่เป็นโรคที่ติดต่อระบบทำงเดินหำยใจที่พบว่ำมีกำรแพร่ระบำดได้ตลอดทั้งปี 
ซึ่งเกิดจำกเชื้อไวรัสชนิด influenza โดยเชื้อ influenza มีทั้งหมด 3 ชนิด โดยกำรติดเชื้อที่พบในคน
คือสำยพันธุ์ A, B และ C ในงำนวิจัยนี้พิจำรณำเฉพำะสำยพันธุ์ A และ B โดยกำรสร้ำงแบบจ ำลอง
ทำงคณิตศำสตร์ที่พิจำรณำปฏิสัมพันธ์ระหว่ำงไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์เอ และสำยพันธุ์บีในประเทศไทย 
และพิจำรณำหำผลเฉลยเชิงตัวเลข พร้อมทั้งหำเงื่อนไขที่ท ำให้เกิดควำมเสถียรภำพภำยในของจุด
สมดุลภำยใต้สภำวะไร้โรคเมื่อ 0 1R   และสภำวะระบำดเรื้อรังเมื่อ  0 1R   แล้วน ำมำแสดงใน
รูปแบบของค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน ซึ่งผลลัพธ์เชิงตัวเลขน ำมำวิเครำะห์กำรควบคุมของโรค และเป็น
แนวทำงส ำหรับลดกำรระบำดของโรคไข้หวัดใหญ่นอกจำกนั้นยังได้มีกำรพิจำรณำควำมเสถียรภำพวง
กว้ำงของแบบจ ำลองนี้ 

 

ค ำส ำคัญ : ไข้หวัดใหญ่ ควำมเสถียรภำพภำยใน ควำมเสถียรภำพวงกว้ำง ค่ำสืบพันธุ์พื้นฐำน  
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ABSTRACT 

Influenza is a respiratory disease that be found to spread throughout the year. 
It is caused by an influenza virus, influenza-type infections with all 3 types of infection 
( species A, B and C)  are detected in human.  In this paper, we study the infection of 
only influenza A and B by formulating and analyzing a mathematical model with 
interaction between influenza A and influenza B in Thailand.  The local stability 
condition of the disease free for 0 1R   and endemic equilibrium states 0 1R  are 
found in the form of the basic reproductive numbers. The numerical results are shown 
to present the way for reducing the outbreak of this disease. The output of this study 
should be a guideline to reduce the outbreak of influenza.  Furthermore, the global 
stability of our model is also considered in this study. 
 

Keywords : basic reproductive numbers, global stability, influenza, local stability,  

      stability 

 

 

 

 

 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



ค 

 

 
  

กิตติกรรมประกำศ 
 ในกำรท ำวิทยำนิพนธ์ในหัวข้อแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของกำรปฏิสัมพันธ์ระหว่ำงไข้หวัด
ใหญ่สำยพันธุ์เอ และไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์บี ในประเทศไทย ส ำเร็จลุล่วงไปได้ด้วยดีนั้น ผู้วิจัยกรำบ
ขอบพระคุณ            รองศำสตรำจำรย์ ดร. พันธนี พงศ์สัมพันธ์ อำจำรย์ที่ปรึกษำวิทยำนิพนธ์ที่คอย
ให้ค ำชี้แนะแนวทำงในกำรท ำวิทยำนิพนธ์ในครั้งนี้พร้อมทั้งเสียสละเวลำอันมีค่ำช่วยตรวจงำนและให้
ค ำแนะน ำ ในกำรแก้ปัญหำกับอุปสรรค และให้ก ำลังใจ ตลอดกำรด ำเนินงำนวิจัยต่ำงๆ  

 ขอกรำบขอบพระคุณ ผู้ทรงคุณวุฒิภำยนอก ประธำนกรรมกำรสอบ ผู้ช่วยศำสตรำจำรย์ ดร. 
กลศ    พัฒนะรพีเลิศ และอำจำรย์บัณฑิตประจ ำ กรรมกำรสอบ  ดร.วรรณพร สรรประเสริฐ ผู้
พิจำรณำหัวข้อและสอบวิทยำนิพนธ์ รวมทั้งให้ควำมกรุณำชี้แนะแนวทำงในกำรท ำงำนวิจัยต่ำงๆ 
ตลอดจนวิทยำนิพนธ์เล่มนี้ส ำเร็จลุล่วงไปได้ด้วยดี  

 ขอกรำบขอบพระคุณเจ้ำหน้ำที่ประจ ำภำควิชำคณิตศำสตร์ ที่คอยช่วยเหลือ และอ ำนวย
ควำมสะดวกในเรื่องเอกสำรต่ำงๆ และเพ่ือนๆ ทุกคนที่ให้กำรช่วยเหลือในกำรท ำวิทยำนิพนธ์ในครั้งนี้ 

 สุดท้ำยกรำบขอบพระคุณ บิดำ มำรดำ และครอบครัวของข้ำพเจ้ำผู้เป็นก ำลังใจอันส ำคัญที่
ให้กำรสนับสนุน และมอบก ำลังใจอันอบอุ่นให้เสมอมำตลอดกำรท ำวิทยำนิพนธ์ในครั้งนี้ 

 

 

นำยอนุสิทธิ์ ช ำนำญ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



ง 

 

 
  

สำรบัญ 
หน้ำ 

บทคัดย่อภำษำไทย………………………………………………………………………………....…………………………... ก 

บทคัดย่อภำษำอังกฤษ……………………………………………………………………………………....…………………..ข 

กิตติกรรมประกำศ…………………………………………………………………………………………...…………………...ค 

สำรบัญ…………………………………………………………………………………………………………………………….......ง 

สำรบัญตำรำง…………………………………………………………………………………………………………………….....ฉ 

สำรบัญรูป………………………………………………………………………………………………………………………….....ช 

บทที่ 1 บทน ำ…………………………………………………………………………………………………………………1 

1.1 ควำมส ำคัญและที่มำของวิทยำนิพนธ์……………………………………………………………….......1 

1.2 วัตถุประสงค์ของกำรวิจัย………………………………………………………………………………….....1 

1.3 ขอบเขตของงำนวิจัย………………………………………………………………………………………......2 

1.4 ขั้นตอนของงำนวิจัย……………………………………………………………………………………….......2 

1.5 ประโยชน์ที่คำดว่ำจะได้รับ………………………………………………………………………………......3 

บทที่ 2 งำนวิจัยท่ีเกี่ยวข้อง………………………………………………………………………………………………4 

 2.1 โรคไข้หวัดใหญ่………………………………………………………………………………………………......4 

  2.1.1 สำเหตุของไข้หวัดใหญ่………………………………………………………………………….4 

  2.1.2 ประเภทของไข้หวัดใหญ่…………………………………………………………….…….......5 

  2.1.3 อำกำรของไข้หวัดใหญ่…………………………………………………………………..….....5 

  2.1.4 โรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทย…………………………………………………….............6 

 2.2 ทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง………………………………………………………………………………………..……..11 

  2.2.1 จุดสมดุล (Equilibrium point) …………………………………………………….......11 

  2.2.2 ควำมเสถียรภำพของจุดสมดุล (Stable of equilibrium point)……….......12 

  2.2.3 วิธีกำรหำค่ำสืบพันธุ์พื้นฐำน (Basic reproductive numbers)……...………13 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



จ 

 

 
  

สำรบัญ (ต่อ) 
หน้ำ 

2.2.4 วิธีรุงเงคุตตำ (Runge – Kutta method)………………………………..…..……...17 

  2.2.5 Routh-Hurwitz criteria………………………………………………………….…….....18 

  2.2.6 ฟังก์ชันไลปูนอฟ (Lyapunov function)………………………………….………....19 

2.3 งำนวิจัยที่เกี่ยวข้อง……………………………………………………………………………….……………21 

บทที่ 3 วิธีด ำเนินงำนวิจัย………………………………………………………………………………….…………..22 

 3.1 กำรสร้ำงแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่…………………………….…...…...22 

 3.2 แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่……………………………………….……………23 

บทที่ 4 ผลกำรวิจัยและกำรอภิปรำยผล…………………………………………………………….….………....29 

 4.1 กำรวิเครำะห์แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์………………………………………………….………....29 

 4.2 จุดสมดุลของระบบสมกำร……………………………………………………………………….…………31 

 4.3 ค่ำสืบพันธุ์พื้นฐำน ...........…………………………………………………………………………………..35 

 4.4 ผลกำรวิเครำะห์เชิงตัวเลข………………………………………………………………………………....49 

 4.5 ควำมเสถียรภำพภำยใน.…………………………………………………………………………………….92 

 4.6 ควำมเสถียรภำพวงกว้ำง…………………………………………………………………………………..102 

บทที่ 5 สรุปผลกำรวิจัยและข้อเสนอแนะ……………………………………………………………………….112 

เอกสำรอ้ำงอิง……………………………………………………………..…….……………………………………….114 

ภำคผนวก ……………………………………………………………………….………………………………………..119 

 ภำคผนวก ก ควำมเสถียรภำพภำยในของแบบจ ำลองที่ 2………………………...………….…....120 

 ภำคผนวก ข ผลงำนทำงวิชำกำร……………………………………………………………………….…....125 

ประวัติผู้วิจัย............................................................................................................................126 

  

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



ฉ 

 

 
  

สำรบัญตำรำง 
ตำรำงท่ี                   หน้ำ 

1.1 ตำรำงแสดงขั้นตอนของงำนวิจัย………………………………………………………………………....................2 

3.1 สัญลักษณ์แทนข้อควำมของแบบจ ำลองโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทย………………….................22 

4.1 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับสภำวะไร้โรค แบบจ ำลองที่ 1………………………………………..............50 

4.2 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับสภำวะระบำดเรื้อรัง แบบจ ำลองที่ 1……………………………..............50 

4.3 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับสภำวะไร้โรค แบบจ ำลองที่ 2………………………………………..............63 

4.4 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับสภำวะระบำดเรื้อรัง แบบจ ำลองที่ 2……………………………..............64 

4.5 กำรเปรียบเทียบเวลำที่ใช้ในกำรลู่เข้ำของค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน ของชนิดสำยพันธุ์ A………………….91 

4.6 กำรเปรียบเทียบเวลำที่ใช้ในกำรลู่เข้ำของค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน ของชนิดสำยพันธุ์ B………………….91 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



ช 

 

 
  

สำรบัญรูป 
รูปที่                    หน้ำ 

2.1 จ ำนวนผู้ป่วยโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2546  

      ถึงปี พ.ศ. 2560…………………………………………………………………………………………..…..................6 

2.2 จ ำนวนผู้เสียชีวิตของโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2546 

      ถึงปี พ.ศ. 2560………………………………………………………………………………………….……................7 

2.3 จ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบโรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ A……………………………………………................8 

2.4 จ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบโรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ B……………………………..………………..............8 

2.5 จ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบโรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ A และ B  ………………….…………………………9 

2.6 จ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบโรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ A ชนิดย่อย H3N2……………………….............9 

2.7 จ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบโรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ A ชนิดย่อย  H1N1……………………............10 

2.8 จ ำนวนผู้ป่วยโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2546 ถึงปี พ.ศ. 2560  

      โดยแยกตำมรำยเดือนของแต่ละปี…………………………………………………………………………...........10 

2.9 จ ำนวนผู้เสียชีวิตของโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2546  

     ถึงปี พ.ศ. 2560 โดยแยกตำมรำยเดือนของแต่ละปี……………………………………………………………11 

2.10 ทิศทำงของจุดสมดุลทีมีควำมเสถียรภำพ………………………………………………………………………..12 

2.11 ทิศทำงของจุดสมดุลอำนม้ำ…………………………………………………………………………………………..12 

2.12 ทิศทำงของจุดสมดุลทีไม่มีควำมเสถียรภำพ..............................................................................13 

3.1 แผนภำพแสดงแนวคิดในกำรสร้ำงแบบจ ำลองของประชำกรของโรคไข้หวัดใหญ่ 

     ในประเทศไทยโดยแยกตำมชนิดของเชื้อ แบบจ ำลองที่ 1……………………………………………………23 

3.2 แผนภำพแสดงแนวคิดในกำรสร้ำงแบบจ ำลองของประชำกรของโรคไข้หวัดใหญ่ 

     ในประเทศไทยโดยแยกตำมชนิดของเชื้อ แบบจ ำลองที่ 2…………………………………………............27 

4.1 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อเทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1……….…………..51 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



ซ 

 

 
  

สำรบัญรูป (ต่อ) 
รูปที่                    หน้ำ 

4.2 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1………………………………………………….……..........51 

4.3 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำแบบจ ำลองท่ี 1………………………………………….………….…..........52 

4.4 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำแบบจ ำลองท่ี 1……………………………………………………..………….52 

4.5 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำแบบจ ำลองท่ี 1………………………………………………….……...........53 

4.6 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ถูกกักกันโรคเฉลี่ยของ 

     ชนิดสำยพันธุ์ A และ B เทียบเวลำ   แบบจ ำลองที่ 1…………………………………………….…...........53 

4.7 กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบ  

(S,E ),(S,E ),(S, I ),(S, I ),(S,Q),(E ,E ),A B A B A B  
(E , I ),(E , I ),(E ,Q),(E , I ),(E , I ),(E , ),(I , I ),(I , ), (I , )A A A B A B A B B B A B A BQ Q Q   

ตำมล ำดับ ส ำหรับ 0 1R    สัดส่วนของประชำกรจะลู่เข้ำสู่จุดสมดุลในสภำวะไร้โรค คือ 

1 (1,0,0,0,0,0)E   แบบจ ำลองที่ 1…………………………………………………………………………............56 

4.8 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อของชนิดสำยพันธุ์ A  

     เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1…………………………………………………………………………………...............57 

4.9 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1…………………………………………………...........……57 

4.10 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1……………………………………………………...........…58 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



ฌ 

 

 
  

สำรบัญรูป (ต่อ) 
รูปที่                    หน้ำ 

4.11 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ถูกกักกันโรคของ 

     ชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1……………………………………………………...........……….58 

4.12 กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบ  

     (S,E ),(S, I ), (S,Q),(E , I ),(E , ),(I , )A A A A A AQ Q     

     ตำมล ำดับ ส ำหรับ 0 1R   สัดส่วนประชำกรจะลู่เข้ำสู่จุดสมดุลในสภำวะเรื้อรัง คือ    

    2 (0.000756154,0.000117314,0,0.000273658,0,0.000547017)E    

     แบบจ ำลองที่ 1…………………………………………………………………………………………………............…59 

4.13 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อ 

      ของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1…………………………………………………...........…..60 

4.14 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1……………………………………………..........………….60 

4.15 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1………………..........……………………………………….61 

4.16 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ถูกกักกันโรค 

     ของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1………………………………………………………...........61 

4.17 กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบ  

     (S,E ),(S, I ), (S,Q),(E , I ),(E , ),(I , )B B B B B BQ Q   

     ตำมล ำดับ ส ำหรับ 0 1R   สัดส่วนประชำกรจะลู่เข้ำสู่จุดสมดุลในสภำวะเรื้อรัง คือ  

    3 (0.00342001,0,0.000155996,0,0.000194957,0.00054558)E   

     แบบจ ำลองที่ 1................................................................................ ............................................62 

4.18 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อเทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2……….........…65 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



ญ 

 

 
  

สำรบัญรูป (ต่อ) 
รูปที่                    หน้ำ 

4.19 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2………………………………………………..……........….65 

4.20 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2…………………………..……………………..……..........66 

4.21 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2……………………………………………….….......………66 

4.22 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2……………………………………………………........…...67 

4.23 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ฟ้ืนไข้ เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2…………………………........…67 

4.24 กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบ  

(S,E ),(S,E ),(S, I ),(S, I ),(S, ),(E ,E ),A B A B A BR  
(E , I ),(E , I ),(E , ),(E , I ),(E , I ),(E , ),(I , I ), (I , ), (I , )A A A B A B A B B B A B A BR R R R   

ตำมล ำดับ ส ำหรับ 0 1    สัดส่วนของประชำกรจะลู่เข้ำสู่จุดสมดุลในสภำวะไร้โรค คือ 

1 (1,0,0,0,0,0)E   แบบจ ำลองที่ 2................................................................... ............................70 

4.25 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2…………………………………………….......…………….71 

4.26 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2……………………………….…………….......…………...71 

4.27 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2…………………………………….………….......………...72 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



ฎ 

 

 
  

สำรบัญรูป (ต่อ) 
รูปที่                    หน้ำ 

4.28 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ฟ้ืนไข้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2…………………………………………………………........72 

4.29 กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบ  

     (S,E ),(S, I ),(S, ),(E , I ),(E , ),(I , )A A A A A AR R R     

     ตำมล ำดับ ส ำหรับ 0 1   สัดส่วนประชำกรจะลู่เข้ำสู่จุดสมดุลในสภำวะเรื้อรัง คือ    

    2 (0.0000000018,0.0388,0,0.01821,0,0.7784)E    

     แบบจ ำลองที่ 2…………………………………………………………….…………………………………….......…....73 

4.30 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรที่เสียงต่อกำรติดเชื้อ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2………………………………….…….......…………………74 

4.31 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรที่ติดเชื้อแต่ไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2…………………………………………….......…………….75 

4.32 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2…………………………………………….......…………….75 

4.33 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรที่ฟ้ืนไข้ 

     ของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2…………………………………………………….......…….76 

4.34 กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบ  

     (S,E ),(S, I ),(S, ),(E , I ),(E , ),(I , )A A A A A AR R R     

     ตำมล ำดับ ส ำหรับ 0 1   สัดส่วนประชำกรจะลู่เข้ำสู่จุดสมดุลในสภำวะเรื้อรัง คือ    

    3 (0.0000000023,0,0.0511,0,0.01719,0,0.07682)E    

     แบบจ ำลองที่ 2…………………………………………………………….………………………………………...........77 

4.35  แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของ 

      สัดสว่นประชำกรที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อของชนิดสำยพันธุ์ A  

      และชนิดสำยพันธุ์ B แบบจ ำลองที่ 1………………………………………………………………….....………..78 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



ฏ 

 

 
  

สำรบัญรูป (ต่อ) 
รูปที่                    หน้ำ 

4.36 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของ 

      สัดสว่นประชำกรที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A 

      แบบจ ำลองที่ 1………………………………………………………………………………………....…………….…..79 

4.37 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วน 

     ประชำกรที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B  

     แบบจ ำลองที่ 1………………………………………………………………………………………………….....……….80 

4.38 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วน 

     ประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  

    แบบจ ำลองที่ 1………………………………………………………………………………………………………….......81 

4.39 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วน 

     ประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B  

     แบบจ ำลองที ่1……………………………………………………………………………………………………......…...82 

4.40 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วน 

     ประชำกรที่ติดถูกกักกันเฉลี่ยของชนิดสำยพันธุ์ A  

     และชนิดสำยพันธุ์ B แบบจ ำลองที่ 1…………………………………………………………………………........83 

4.41 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วน 

     ประชำกรที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อของชนิดสำยพันธุ์ A  

     และชนิดสำยพันธุ์ B แบบจ ำลองที่ 2………………………………………………………………………......…..85 

4.42 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วน 

      ประชำกรที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  

      แบบจ ำลองที่ 2…………………………………………………………………………………………………….......…86 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



ฐ 

 

 
  

สำรบัญรูป (ต่อ) 
รูปที่                    หน้ำ 

4.43 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วน 

      ประชำกรที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B  

      แบบจ ำลองที่ 2…………………………………………………………………………………..…………………….....87 

4.44 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วน 

      ประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  

      แบบจ ำลองที่ 2………………………………………………………………………………....…………………………88 

4.45 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วน 

      ประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B 

      แบบจ ำลองที่ 2…………………………………………………………………………………………………………....89 

4.46 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของ 

     สัดสว่นประชำกรที่ฟ้ืนไข้ของ ชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B 

     แบบจ ำลองที่ 2………………………………………………………………………………………………………………90 

4.47 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับจุดสมดุลในสภำวะระบำดเรื้องรังของชนิดสำยพันธุ์ A  

      ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขของ Routh-Hurwitz โดยมีค่ำพำรำมิเตอร์ดังตำรำงที่ 4.2 

      แบบจ ำลองที่ 1 .............................................................................. .........................…………......95 

4.48 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับจุดสมดุลในสภำวะระบำดเรื้องรังของชนิดสำยพันธุ์ B 

      ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขของ Routh-Hurwitz โดยมีค่ำพำรำมิเตอร์ดังตำรำงที่ 4.2 

      แบบจ ำลองที่ 1 .........................................................................................................................98 

4.49 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับจุดสมดุลในสภำวะระบำดเรื้องรังของชนิดสำยพันธุ์ A  

      ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขของ Routh-Hurwitz โดยมีค่ำพำรำมิเตอร์ดังตำรำงที่ 4.4 

      แบบจ ำลองที่ 2 .............................................................................. .........................…………....100 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



ฑ 

 

 
  

สำรบัญรูป (ต่อ) 
รูปที่                    หน้ำ 

4.50 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับจุดสมดุลในสภำวะระบำดเรื้องรังของชนิดสำยพันธุ์ B 

      ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขของ Routh-Hurwitz โดยมีค่ำพำรำมิเตอร์ดังตำรำงที่ 4.4 

      แบบจ ำลองที่ 2 ....................................................................................................... ......……….103

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



1 

 

 
  

บทท่ี 1 

บทน ำ 
1.1 ควำมส ำคัญและที่มำของวิทยำนิพนธ์ 

โรคไข้หวัดใหญ่ (Influenza) จัดเป็นโรคติดต่ออุบัติใหม่ เป็นโรคที่ติดต่อระบบทำงเดินหำยใจ
ที่พบว่ำมีกำรแพร่ระบำดได้ตลอดทั้งปี เนื่องจำกกำรติดเชื้อไวรัส Influenza สำยพันธุ์ A, B หรือ 
C เชื้อนี้จะอยู่ในน้ ำมูก น้ ำลำย หรือเสมหะของผู้ป่วย ติดต่อโดยกำรไอ หรือจำม หรือกำรสัมผัส
ถูกมือของเครื่องใช้เปื้อนเชื้อโรค สำมำรถท ำให้เกิดกำรเจ็บป่วยได้ โดยกำรเจ็บป่วยอำจจะรุนแรง 
และอำจจะมีภำวะแทรกซ้อนที่ส่งผลให้เสียชีวิตได้ เนื่องจำกโรคไข้หวัดใหญ่เป็นโรคท่ีพบได้ตลอด
ทั้งปี และสำมำรถพบได้ในสถำนที่ทั่วไป ซึ่งพ้ืนที่ถ้ำเกิดโรคแล้วก็จะมีควำมเสี่ยงที่จะมีโอกำสเกิด
กำรระบำดในบริเวณกว้ำงได้ เช่น บริเวณที่มีผู้คนแออัดหรือผู้คนที่อำศัยอยู่เป็นจ ำนวนมำก โดย
ส่วนใหญ่ในแต่ละปีที่มีกำรระบำดของไข้หวัดใหญ่จะมีอยู่สองช่วงหลักๆ คือช่วงฤดูหนำว และฤดู
ฝน และมักพบในเด็กและผู้ใหญ่ ซึ่งสถำนกำรณ์ของโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยพบว่ำมี
แนวโน้มเพ่ิมข้ึนสูงในแต่ละปี  

จำกที่กล่ำวมำข้ำงต้น ผู้วิจัยได้มีกำรเล็งเห็นและตระหนักถึงควำมส ำคัญของทรัพย์สินและ
ชีวิตของประชำชนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อของโรคไข้หวัดใหญ่ ผู้วิจัยจึงได้ท ำกำรศึกษำหำข้อมูลของ
ผู้ป่วยที่รวบรวมมำจำกกระทรวงสำธำรณสุข พร้อมทั้งวิเครำะห์และหำวิธีแก้ปัญหำโดยกำรสร้ำง
แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ส ำหรับโรคไข้หวัดใหญ่ที่แบ่งตำมสำยพันธุ์ของ A และ B เท่ำนั้น 
เนื่องจำกสำยพันธุ์ C เป็นกำรติดเชื้อทำงเดินหำยใจที่ไม่รุนแรง มีอำกำรป่วยเพียงเล็กน้อยหรือไม่
แสดงอำกำรป่วยเลย ไม่ก่อให้เกิดกำรแพร่ระบำด เพ่ือเป็นข้อมูลเบื้องต้นในกำรป้องกันโรค ลด
จ ำนวนผู้ป่วย และใช้เป็นข้อมูลทำงวิชำกำรควบคู่กับสถิติของกำรเกิดโรคของประเทศไทยทั่ว
ภูมิภำคของทำงส ำนักโรคติดต่ออุบัติใหม่ ส ำนักระบำดวิทยำ และกรมควบคุมโรคของกระทรวง
สำธำรณสุขต่อไป 

 

1.2 วัตถุประสงค์ของกำรวิจัย 
1. เพ่ือสร้ำงแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ส ำหรับโรคไข้หวัดใหญ่โดยแบ่งตำมสำยพันธุ์ เพ่ือใช้

เป็นแนวทำงหำวิธีป้องกันโรคและลดจ ำนวนของผู้ป่วย 
2. เพ่ือเป็นข้อมูลทำงวิชำกำรควบคู่กับสถิติของกำรเกิดโรคของประเทศไทยทั่วภูมิภำคของทำง

ส ำนักโรคติดต่ออุบัติใหม่ ส ำนักระบำดวิทยำ และกรมควบคุมโรคของกระทรวงสำธำรณสุข
ต่อไป 

3. เพ่ือน ำผลของกำรวิเครำะห์ข้อมูลทำงทฤษฎีและผลกำรวิเครำะห์เชิงตัวเลข มำหำแนวทำงใน
กำรลดกำรระบำดของโรคไข้หวัดใหญ่ 
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1.3 ขอบเขตของงำนวิจัย 
1. วิเครำะห์จ ำนวนผู้ป่วย โดยกำรพิจำรณำจำกสำยพันธุ์แต่ละชนิดที่มีกำรติดเชื้อไข้หวัดใหญ่ 

เพ่ือสร้ำงแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ส ำหรับโรคไข้หวัดหวัดใหญ่โดยแบ่งตำมสำยพันธุ์ 
พร้อมทั้งก ำหนดให้จ ำนวนประชำกรทั้งหมดคงที่ 

2. วิเครำะห์ควำมเป็นไปได้ของค ำตอบในแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ เพ่ือหำเงื่อนไขที่ท ำให้
เกิดควำมเสถียรภำพภำยใน ควำมเสถียรภำพวงกว้ำง ของจุดสมดุลภำยใต้สภำวะไร้โรคและ
สภำวะระบำดเรื้อรัง  

3. ศึกษำค่ำพำรำมิเตอร์ต่ำงๆ ที่ท ำให้เกิดกำรระบำดของแบบจ ำลองของโรคไข้หวัดใหญ่ 

 

1.4 ขั้นตอนของงำนวิจัย 
ตำรำงท่ี 1.1 ตำรำงแสดงขั้นตอนของงำนวิจัย 

ขั้นตอนของงำนวิจัย 

ระยะเวลำในกำรวิจัย 
2560 2561 2562 

ส.ค.-ก.ย. ต.ค.-ธ.ค. ม.ค.-ก.พ. มี.ค.-พ.ค. มิ.ย.-ส.ค. ก.ย.-ธ.ค. ม.ค.-มี.ค. เม.ย.-พ.ค. 

 1.ค้นคว้ำเอกสำรและ
ข้อมูลที่เกี่ยวข้อง                                             
 2.รวบรวมข้อมูลสถิติ
กำรเกิดโรคไข้หวัดใหญ่
ของประชำกรทั้งหมด
ในประเทศไทย                                             
 3.สร้ำงแบบจ ำลอง
คณิตศำสตร์ส ำหรับโรค
ไข้หวัดใหญ่                                             
 4.วิเครำะห์แบบจ ำลอง
ทำงคณิตศำสตร์ที่ได้
โดยวิเครำะห์หำควำม
เสถียรภำพภำยใน และ
ควำมเสถียรภำพวง
กว้ำง                                              
 5.พัฒนำควำม
เหมำะสมของ
แบบจ ำลองที่ได้                                             
 6.สรุปผลที่ได้จำกกำร
ทดสอบแบบจ ำลองทำง
คณิตศำสตร์และ
เสนอแนะแนวทำงกำร                                           
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ขั้นตอนของงำนวิจัย 

ระยะเวลำในกำรวิจัย 
2560 2561 2562 

ส.ค.-ก.ย. ต.ค.-ธ.ค. ม.ค.-ก.พ. มี.ค.-พ.ค. มิ.ย.-ส.ค. ก.ย.-ธ.ค. ม.ค.-มี.ค. เม.ย.-พ.ค. 

พัฒนำแบบจ ำลอง
คณิตศำสตร์ต่อไป 
 7.จัดท ำรูปเล่ม
วิทยำนิพนธ์                                             

 
 

1.5 ประโยชน์ที่คำดว่ำจะได้รับ 
1. เสนอแนวทำงใหม่ในกำรลดกำรระบำดของโรคไข้หวัดใหญ่ 
2. เป็นแนวทำงวิจัยส ำหรับผู้ที่มีควำมสนใจเกี่ยวกับวิธีกำรควบคุมกำรระบำดของโรคไข้หวัด

ใหญ่ และควบคู่กับแนวคิดในกำรพัฒนำแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ 
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บทท่ี 2 

งำนวิจัยที่เกี่ยวข้อง 
 

2.1 โรคไข้หวัดใหญ่ 

 โรคไข้หวัดใหญ่ (influenza) คือโรคระบบทำงเดินหำยใจที่เกิดจำกเชื้อไวรัส หรือติดเชื้อไวรัส
อย่ำงเฉียบพลัน มีสำเหตุมำจำกเชื้อไวรัส influenza  ท ำให้เกิดกำรติดต่อแพร่กระจำยและก่อโรคใน
คนได้ทั่วไป ส่งผลต่อระบบทำงเดินหำยใจในส่วนของจมูก ล ำคอ และปอด อำกำรเบื้องต้นคล้ำยกับ
คนที่เป็นหวัดธรรมดำ เป็นโรคที่สำมำรถพบได้ตลอดทั้งปี และมีกำรระบำดมำกในช่วงเปลี่ยนผ่ำนของ
ฤดู ที่มีสภำพอำกำรเปลี่ยนแปลงอย่ำงฉับพลัน โดยเฉพำะในฤดูหนำว และฤดูฝน ที่เอ้ือต่อกำรแพร่
ระบำดของเชื้อโรคได้เป็นอย่ำงดีพบได้ทั่วโลก โดยมักมีควำมรุนแรงของโรคสูงในผู้ป่วยสูงอำยุ เป็น
สำเหตุของกำรเสียชีวิตได้ ซึ่งไวรัสไข้หวัดใหญ่จัดอยู่ในตระกูล Orthomyxoviridae โดยทั่วไปไข้หวัด
ใหญ่ มักจะมีอำกำรรุนแรงมำกกว่ำไข้หวัดธรรมดำ โดยสังเกตได้จำกอำกำรที่มักจะเกิดขึ้นทันทีทันใด 
ต่ำงจำกไข้หวัดธรรมดำ มักจะมีอำกำรค่อยเป็นค่อยไป และที่ส ำคัญไข้หวัดมักมีไข้สูงติดต่อกันหลำย
วัน โดยเฉพำะในเด็กจะมีไข้สูงลอยเกินกว่ำ 39 – 40 องศำเซลเซียส ติดต่อกัน 3-4 วัน อำจจะมี
อำกำรหนำวสั่นสะท้ำนร่วมด้วย ในขณะที่ไข้หวัดธรรมดำอำจจะมีไข้สูงแต่ไม่มำกนัก นอกจำกนี้เด็กโต 
และผู้ใหญ่ มักจะมีอำกำรปวดเมื่อยกล้ำมเนื้อ ตำมร่ำงกำย อ่อนเพลียอย่ำงมำก และเบื่ออำหำร เป็น
อำกำรส ำคัญ ควำมน่ำกลัวอีกอย่ำงหนึ่งของไข้หวัดใหญ่คือกำรเกิดภำวะแทรกซ้อนของโรค ได้แก่ โรค
ปอดอักเสบ และโรคสมองอักเสบ ซึ่งมักเกิดกับผู้ที่เป็นกลุ่มเสี่ยงคือ เด็กเล็ก ผู้สูงอำยุ และผู้ที่มีโรค
ประจ ำตัวบำงอย่ำง เช่นโรคหัวใจ โรคปอด โรคเบำหวำน โรคไต โรคเอดส์ [1-7] 
 

2.1.1 สำเหตุของไข้หวัดใหญ่ 

 สำเหตุของโรคไข้หวัดใหญ่เกิดจำกร่ำงกำยได้รับเชื้อไวรัสกล่ม influenza virus ผ่ำนทำง
ประสำทสัมผัสต่ำงๆ เช่นเชื้อไวรัสที่แพร่กระจำยอยู่ในอำกำศต่ำงๆ เข้ำสู่ร่ำงกำยผ่ำนกำรหำยใจเอำ
ละอองน้ ำมูก น้ ำลำย และเสมหะของผู้ป่วย ที่ไอ หรือจำม และกำรสัมผัสมือ กำรรับของเหลวที่มีเชื้อ
ไวรัสปะปนอยู่ผ่ำนกำรกิน กำรดื่ม หรือกำรสัมผัสเชื้อเข้ำสู่เนื้อเยื่อร่ำงกำยโดยตรงทำงเลือด น้ ำเหลือง 
น้ ำหล่อลื่นที่ดวงตำ หรือกำรใช้สิ่งของเครื่องใช้ต่ำงๆ ร่วมกับผู้ป่วย เช่น ผ้ำเช็ดตัว แก้วน้ ำ โทรศัพท์ 
ของเล่น รีโมตโทรทัศน์ เมื่อใช้มือมำขยี้ตำ แคะจมูก เชื้อก็จะเข้ำสู่ร่ำงกำยอย่ำงได้ง่ำย  ทั้งนี้กำรติด
เชื้อและกำรแพร่กระจำยของเชื้อขึ้นอย่กับสำยพันธุ์ไวรัสด้วย บำงสำยพันธุ์สำมำรถติดต่อจำก
สัตว์เลือดอุ่นที่เป็นพำหะสู่คนได้ด้วย โดยเฉพำะปศุสัตว์ชนิดต่ำงๆ ที่มีควำมใกล้ชิดกับคน ไข้หวัดใหญ่
บำงสำยพันธุ์จึงมีควำมเสี่ยงในกำรแพร่ระบำดในหม่ปศุสัตว์ และเกษตรกรค่อนข้ำงสูง [1-7] 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



5 

 

 
  

2.1.2 ประเภทของไข้หวัดใหญ่ 

 ไวรัสไข้หวัดใหญ่เกิดจำกกำรติดเชื้อ Influenza Virus โดยกำรติดเชื้อที่พบในคนคือ สำยพันธุ์ 
A, B และ C ซึ่งกำรจ ำแนกสำยพันธุ์นั้นอำศัยคุณสมบัติหลำยประกำร ได้แก่ จ ำนวนสำรพันธุกรรมที่
อยู่ภำยในอนุภำค คุณสมบัติควำมแตกต่ำงของแอนติเจน ควำมแตกต่ำงของสิ่งมีชีวิตที่ไวรัสสำมำรถ
เข้ำเจริญเพ่ิมจ ำนวนหรือติดเชื้อได้ และควำมแตกต่ำงในขบวนกำรสร้ำงโปรตีนจ ำเพำะในไวรัสแต่ละ
ชนิด ที่เกิดขึ้นในขบวนกำรเพ่ิมจ ำนวนของไวรัสเป็นต้น [1-7] 

ไวรัสชนิด A มีควำมรุนแรงและอันตรำยมำกที่สุด สำมำรถติดต่อจำกสัตว์พำหะมำสู่คน และจำกคนที่
ติดเชื้อไปสู่คนอ่ืนๆ ทำงกำรไอ จำม และอำกำศหำยใจที่มีเชื้อไวรัสกระจำยตัวอยู่ จึงสำมำรถแพร่
ระบำดได้วงกว้ำง หรือสำมำรถแพร่เชื้อระบำดได้ในระยะเวลำที่สั้นหรือเวลำที่รวดเร็วได้ ซึ่งใน
โครงสร้ำงของไวรัสชนิด A จะแตกต่ำงกับชนิดอ่ืนเพรำะว่ำมี ไกลโคโปรตีน 2 แบบ ได้แก่ 
Hermagglutinin (HA) และ Neuraminidase (NA) โดยที่ HA มีหน้ำที่จับกับตัวรับสำรของเซลล์แล้ว
ท ำกำรบุกรุกเซลล์ สร้ำงไวรัสอนุภำคใหม่ขึ้นมำ เมื่อติดเชื้อแล้ว NA จะท ำหน้ำที่ส่งตัวไวรัสที่สร้ำงขึ้น
ใหม่ให้แพร่กระจำยไปสู่ เซลล์ตัวอ่ืนๆ ซึ่งโปรตีน HA มีทั้งหมด 15 ชนิดย่อย และมี NA ทั้งหมด 9 
ชนิดย่อย สำยพันธุ์ของไวรัสจึงตั้งชื่อตำมกำรจับตัวของโปรตีน ยกตัวอย่ำงเช่นสำยพันธุ์ที่มีกำรระบำด
ที่ผ่ำนมำคือ H1N1 (ไข้หวัดหมู) H5N1 (ไข้หวัดนก) H2N2 (ไข้หวัดใหญ่เอเชีย) H3N2 (ไข้หวัดใหญ่
ฮ่องกง)  

ไวรัสชนิด B มักแพร่ระบำดตำมฤดูกำล ที่มีสภำพอำกำศชื้นเอ้ืออ ำนวยต่อกำรติดเชื้อ อย่ำงเช่นในฤดู
หนำว และในฤดูฝน เช่นไข้หวัดใหญ่ตำมฤดูกำล (Seasonal Flu) อำจจะสำมำรถแพร่ระบำดได้ใน
ระดับภูมิภำค ส่วนใหญ่มักจะติดเชื้อระหว่ำงคนกับคนเท่ำนั้น  

ไวรัสชนิด C เป็นกำรติดเชื้อทำงระบบหำยใจที่ไม่ค่อยมีควำมรุนแรงมำกเท่ำไหร่ มีอำกำรป่วยเพียง
เล็กน้อย หรือบำงครั้งอำจจะไม่แสดงอำกำรป่วยให้เห็นเลย ส่วนใหญ่ไม่ก่อให้เกิดกำรแพร่ระบำด ส่วน
ใหญ่สำมำรถพบได้ในคนและบำงครั้งอำจจะพบได้ในหมู  

ไวรัสชนิด D เป็นกำรติดเชื้อที่พบได้ในเฉพำะสัตว์ และยังไม่ได้มีกำรติดเชื้อที่แพร่มำสู่คน  

2.1.3 อำกำรของไข้หวัดใหญ่ 

อำกำรส่วนใหญ่ของผู้ป่วยโรคไข้หวัดใหญ่ ส่วนมำกจะเกิดกับระบบหำยใจ ผู้ป่วยมักจะมี
อำกำรไข้ข้ึนสูง ร่วมกับอำกำรหวัด ไอ จำม และเจ็บคอ แต่ในบำงกรณีผู้ป่วยอำจจะไม่มีไข้ และในบำง
กรณีอำจจะมีอำกำรอ่ืนร่วมด้วยยกตัวอย่ำงเช่น มีไข้ข้ึนสูง ตั้งแต่ 38 องศำเซลเซียสขึ้นไป  ปวดหัว ตัว
หนำวสั่น ปวดเมื่อยตำมกล้ำมเนื้อของร่ำงกำยตำมแขนตำมขำ อ่อนเพลียจนหมดแรง คัดจมูกมีน้ ำมูก
หรือเสมหะ ไอแห้งจำมหรือบำงครั้งไอแบบไม่มีเสมหะ เจ็บคอหรือคออักเสบ คลื่นไส้อำเจียน ปวด
ท้อง ท้องร่วง ไม่อยำกทำนอำหำร นอนไม่หลับ ไม่สบำยตัว ซึ่งโดยทั่วไปกำรป่วยเป็นไข้หวัดใหญ่สำย
พันธุ์ที่ไม่ค่อยมีควำมรุนแรง และไม่มีอำกำรท่ีแทรกซ้อน หำกดูแลรักษำที่เหมำะสม ร่ำงกำยจะกลับมำ
เป็นปกติได้ภำยใน 1-2 สัปดำห์ ซึ่งระยะฟักตัวของโรคไข้หวัดใหญ่ผู้ติดเชื้อจะเริ่มแสดงอำกำรหลังจำก
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เชื้อเข้ำสู่ร่ำงกำยแล้วโดยเฉลี่ย 2 วัน (ในช่วง 1-4 วัน ) ทั้งนี้ขึ้นอยู่กับสภำพร่ำงกำยของผู้ป่วย และ
ปริมำณของเชื้อที่ได้รับด้วย [1-7] 

 

2.1.4 โรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทย 

 ข้อมูลโรคไข้หวัดใหญ่ได้จำกส ำนักระบำดวิทยำ กระทรวงสำธำรณสุข ซึ่งเป็นข้อมูลสถิติของ
กำรเกิดโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยทุกจังหวัด ของข้อมูลผู้ป่วยโรคไข้หวัดใหญ่เฝ้ำระวัง ซึ่งหมำยถึง
โรคติดต่อหรือกลุ่มอำกำรที่มีผลกระทบต่อสุขภำพอนำมัยของประชำชนอย่ำงรุนแรงกว้ำงขวำง แพร่
ระบำดในกลุ่มคน หรือชุมชนได้อย่ำงรวดเร็ว 

 สถำนกำรณ์โรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยพบว่ำมีแนวโน้มที่เพ่ิมขึ้นในแต่ละปีสูงมำกซึ่ง
จ ำนวนผู้ป่วยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2546 ถึงปี พ.ศ. 2560 แสดงในรูปที่ 2.1 และจ ำนวนผู้ป่วยที่เสียชีวิตจำก
โรคไข้หวัดใหญ่ แสดงในรูปที่ 2.2 ดังนี้ 

 

 

รูปที่ 2.1 จ ำนวนผู้ป่วยโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2546 ถึงปี พ.ศ. 2560  [8-22] 
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รูปที่ 2.2 จ ำนวนผู้เสียชีวิตของโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2546 ถึงปี พ.ศ. 2560 
[8-22] 

 จำกรูปที่ 2.1 และรูปที่ 2.2 จะเห็นว่ำจ ำนวนผู้ป่วยของโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยปี พ.ศ. 
2546 จ ำนวนผู้ป่วยค่อยๆ ลดลงจนถึงปี พ.ศ.2551 และได้เพ่ิมขึ้นอีกครั้งในปี พ.ศ. 2552 จำกนั้นได้
ค่อยๆลดลงอีกครั้งจนถึงปี พ.ศ.2556 และมีแนวโน้มเพ่ิมขึ้นเรื่อยๆจนปัจจุบัน และจะเห็นว่ำจ ำนวน
ผู้เสียชีวิตของโรคไข้หวัดใหญ่ที่มีมำกที่สุดในปี พ.ศ.2552 จำกนั้นก็ค่อยๆลดลงเรื่อยๆ จนถึงปี พ.ศ.
2556 และก็เพ่ิมข้ึนลดและลดลงสลับกันไปมำ  

ข้อมูลโรคไข้หวัดใหญ่ได้จำกศูนย์ไข้หวัดใหญ่แห่งชำติ กรมวิทยำศำสตร์กำรแพทย์ กระทรวง
สำธำรณสุข ซึ่งได้รับตัวอย่ำงที่สุ่มจำกผู้ป่วยที่มีอำกำรคล้ำยไข้หวัดใหญ่ในแผนกผู้ป่วยนอก จำก
สถำนพยำบำลเฝ้ำระวังเฉพำะพ้ืนที่ ได้แก่ รพ.แม่สอด จังหวัดตำก รพ.พระปกเกล้ำ จังหวัดจันทบุรี 
รพ.หำดใหญ่ จังหวัดสงขลำ รพ.หนองคำย จังหวัดหนองคำย รพ.เกำะสมุย และ รพ.กรุงเทพ – สมุย 
จังหวัดสุรำษฎร์ธำนี รพ.เกำะช้ำง จังหวัดตรำด รพ.เชียงแสน และ รพ.แม่ จัน จังหวัดเชียงรำย 
ศูนย์บริกำรสำธำรณสุข (ศบส.) 17 กรุงเทพมหำนคร รพ.วชิระภูเก็ต จังหวัดภูเก็ต                          รพ.
ประจวบคีรีขันธ์ จังหวัดประจวบคีรีขันธ์ และ รพ.ครบุรี จังหวัดนครรำชสีมำ 

ซึ่งปัจจุบันมีกำรสุ่มตรวจผู้ป่วยที่มีอำกำรกลุ่มเสี่ยงตำมสถำนพยำบำลเฝ้ำระวังเฉพำะพ้ืนที่ 
และโรงพยำบำลศูนย์ต่ำงๆ ทั้งผู้ป่วยนอกและผู้ป่วยในของโรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ A ซึ่งประกอบไป
ด้วยชนิดย่อยดังนี้ เชื้อไวรัสไข้หวัดใหญ่ตำมฤดูกำลสำยพันธุ์ H1N1 เชื้อไวรัสไข้หวัดใหญ่ตำมฤดูกำล
สำยพันธุ์ H3N2  และไข้หวัดใหญ่ตำมฤดูกำลชนิด B จำกข้อมูลของศูนย์ไข้หวัดใหญ่แห่งชำติมีตั้งแต่ปี 
พ.ศ. 2552 ถึงปี พ.ศ. 2560 แสดงในรูปที่ 2.3 และรูปที่ 2.4 ดังต่อไปนี้ 

 

0

50

100

150

200

250

25
46

25
47

25
48

25
49

25
50

25
51

25
52

25
53

25
54

25
55

25
56

25
57

25
58

25
59

25
60

จ ำ
นว
นผ
ู้ป่ว
ยที่
เส
ียชี
วิต

ปี พ.ศ.

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



8 

 

 
  

 

รูปที่ 2.3 จ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบโรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ A [23-31] 

 

 

รูปที่ 2.4 จ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบโรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ B [23-31] 
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 รูปที่ 2.5 จ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบโรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ A และ B  [23-31] 

 

 

 

รูปที่ 2.6 จ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบโรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ A ชนิดย่อย H3N2 [23-31] 
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รูปที่ 2.7 จ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบโรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ A ชนิดย่อย  H1N1 [23-31] 

จำกรูปที่ 2.3 ถึงรูปที่ 2.7 จะเห็นว่ำ จ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบโรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ A 
พบผู้ป่วยมำกที่สุดในปี พ.ศ.2553 จำกนั้นก็มีแนวโน้มที่จะลดลงเรื่อยๆ จ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบ
โรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ B พบผู้ป่วยมำกที่สุดในปี พ.ศ.2555 จำกนั้นก็เพ่ิมข้ึนและลดลงสลับกันไปมำ
ในแต่ละปี จ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบโรคไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ A ชนิดย่อย H3N2 พบมำกที่สุดในปี 
พ.ศ.2556 จำกนั้นก็เพ่ิมขึ้นและลดลงสลับกันไปมำในแต่ละปี และจ ำนวนผู้ป่วยที่สุ่มตรวจพบโรค
ไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์ A ชนิดย่อย  H1N1 พบมำกที่สุดในปี พ.ศ.2553 จำกนั้นก็เพ่ิมขึ้นและลดลง
สลับกันไปมำในแต่ละปีเช่นกัน 

 

รูปที่ 2.8 จ ำนวนผู้ป่วยโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2546 ถึงปี พ.ศ. 2560 โดยแยก
ตำมรำยเดือนของแต่ละปี [23-31] 
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รูปที่ 2.9 จ ำนวนผู้เสียชีวิตของโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2546 ถึงปี พ.ศ. 2560 
โดยแยกตำมรำยเดือนของแต่ละปี [23-31] 

จำกรูปที่ 2.7 และรูปที่ 2.8 จ ำนวนผู้ป่วยโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2546 
ถึงปี พ.ศ. 2560 โดยแยกตำมรำยเดือนของแต่ละปี จะเห็นว่ำจ ำนวนผู้ป่วยจะเพ่ิมมำกในช่วงฤดูฝนคือ 
กลำงเดือน พ.ค. ถึงกลำงเดือน ต.ค. และในช่วงฤดูหนำวคือ กลำงเดือน ต.ค. ถึงกลำงเดือน ก.พ. 
ตำมล ำดับ และในท ำนองเดียวกันจ ำนวนผู้เสียชีวิตของโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 
2546 ถึงปี พ.ศ. 2560 โดยแยกตำมรำยเดือนของแต่ละปีจะเห็นว่ำจ ำนวนผู้ป่วยจะเพ่ิมมำกในช่วงฤดู
ฝนคือ กลำงเดือน พ.ค. ถึงกลำงเดือน ต.ค. และในช่วงฤดูหนำวคือ กลำงเดือน ต.ค. ถึงกลำงเดือน 
ก.พ. ตำมล ำดับเช่นกัน 

 

2.2 ทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง 

ในงำนวิจัยครั้งนี้มีทฤษฎีที่เกี่ยวข้องซึ่งได้แก่ จุดสมดุล ควำมเสถียรภำพของจุดสมดุล วิธีกำร
หำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน วิธีรุงเงคุตตำ Routh-Hurwitz criteria  และ ฟังก์ชันไลปูนอฟ ดังต่อไปนี้ 

2.2.1 จุดสมดุล (Equilibrium point) 

 นิยำม 2.1 จุด nX   เป็นจุดสมดุล (Equilibrium point) ของ 

    (t,X)
dX

f
dt

   

เมื่อ (t,X) 0f   ส ำหรับ *t t  แสดงว่ำ X  เป็นจุดสมดุลของ (t,X)f  ที่ *t  [32-33] 
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2.2.2 ควำมเสถียรภำพของจุดสมดุล (Stable of equilibrium point) 

 ทฤษฎีบท 2.2 ควำมเสถียรภำพของจุดสมดุล (Stable of equilibrium point) พิจำรณำ
จำกค่ำลักษณะเฉพำะ (eigenvalue) ที่หำได้จำก det(J I) 0   ดังนี้ [32-33] 

1. ถ้ำค่ำลักษณะเฉพำะ   แต่ละตัวมีเครื่องหมำยเป็นลบ แล้วจะได้ว่ำจุดสมดุลนั้นมีควำม
เสถียรภำพ (stable) 
 

 
รูปที่ 2.10 ทิศทำงของจุดสมดุลทีมีควำมเสถียรภำพ [32-33] 

2. ถ้ำค่ำลักษณะเฉพำะ   แต่ละตัวมีเครื่องหมำยต่ำงกัน แล้วจะได้ว่ำจุดสมดุลนั้นมีจุด
อำนม้ำ (saddle point) 

           

รปูท่ี 2.11 ทิศทำงของจุดสมดุลอำนม้ำ [32-33] 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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3. ถ้ำค่ำลักษณะเฉพำะ   แต่ละตัวมีเครื่องหมำยเป็นบวก แล้วจะได้ว่ำจุดสมดุลนั้นไม่มี
ควำมเสถียร (unstable) 
                 

                     
รปูท่ี 2.12 ทิศทำงของจุดสมดุลทีไม่มีควำมเสถียรภำพ [32-33] 

  

2.2.3 วิธีกำรหำค่ำสืบพันธุ์พื้นฐำน (Basic reproductive numbers) 

ค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน หมำยถึงค่ำเฉลี่ยที่ผู้ป่วย 1 คน จะแพร่เชื้อให้แก่ผู้อ่ืนได้กี่คนในประชำกร
ที่ไม่มีภูมิคุ้มกัน ซึ่งเป็นกำรบ่งบอกถึงควำมสำมำรถในกำรแพร่กระจำยของไวรัส โดยที่ถ้ำค่ำสืบพันธุ์
พ้ืนฐำนมีค่ำมำกกว่ำ 1 จะมีแนวโน้มเกิดกำรระบำดได้ และเรียก 0R  ว่ำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน (Basic 
reproductive numbers) เช่น 0 2R  หมำยควำมว่ำผู้ป่วยรำยแรกสำมำรถแพร่เชื้อต่อประชำกรที่
ไม่มีภูมิคุ้มกันได้ถึง 2 คน โดยเฉลี่ย ซึ่งในทำงกำรระบำดวิทยำ เมทริกซ์รุ่นถัดไป (next generation 
matrix) เป็นวิธีที่นิยมใช้ในกำรหำค่ำสืบพันธุ์พื้นฐำน 

ทฤษฎีบท 2.3  ให้ ( ) ( )i
i i

dx
F x V x

dt
   ซึ่ง ( )iF x  แทนอัตรำกำรติดเชื้อที่ เ พ่ิมขึ้นของกลุ่ม

ประชำกร i  และ ( )iV x  แทนอัตรำกำรติดเชื้อที่ลดลงของกลุ่มประชำกร i  เมื่อ 

 1 2 3( ) ( ), ( ), ( ),..., ( )
T

mF x F x F x F x F x  และ  1 2 3( ) ( ), ( ), ( ),..., ( )
T

mV x V x V x V x V x  

ให้ 0x  เป็นจุดสมดุลของสภำวะไร้โรค จะได้เมทริกซ์จำโคเบียน (Jacobian matrix) ของ ( )F x  และ 

( )V x  คือ 0( )i

j

F
JF x

x





  และ 0( )i

j

V
JV x

x





และเรียกเมทริกซ์ 1FV   ว่ำเมทริกซ์รุ่นถัดไป 

(next generation matrix)  หรือ 1

0 ( )R FV   เมื่อ   คือว่ำรัศมีสเปกตรัม (spectral radius) 
[32-33] 
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นิยำม 2.4   ให้ 1 2 3, , ,..., n     เป็นค่ำเจำะจงของเมทริกซ์  G ขนำด n n  แล้วเซต 

1 2 3{ , , ,..., }n     จะเรียกว่ำสเปตรัมของ G (spectrum of G) แล้วเรียก 

1 2 3( ) max{ , , ,..., }nG      ว่ำรัศมีสเปกตรัมของ G (spectral radius of G) 

 วิธีหำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน จำกจุดสมดุลภำยใต้สภำวะไร้โรค สำมำรถหำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำนของ
แบบจ ำลองได้จำกแนวคิดของ Gains and Losses [34-36] ซึ่งพิจำรณำเฉพำะกลุ่มของประชำกรที่
ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ และประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ ซึ้ง Gains 
คือพิจำรณำในเทอมที่ท ำให้กลุ่มของประชำกรนั้นเพ่ิมขึ้น และ Losses คือพิจำรณำในเทอมที่ท ำให้
กลุ่มของประชำกรนั้นลดลง แสดงดังตัวอย่ำงต่อไปนี้ 

ตัวอย่ำงที่ 1  จำกระบบสมกำรต่อไปนี้ 

  dS
SI S

dt
           (2.1) 

  dE
SI aE E

dt
         (2.2) 

  dI
aE I I

dt
         (2.3) 

  dR
I R

dt
         (2.4) 

จำกสมกำรที่ 2.1 – 2.4 จะได้จุดสมดุลสภำวะไร้โรคโดยกำรน ำแต่ละสมกำรเท่ำกับศูนย์ คือ 
* * * *

1 ( , 0, 0, 0)E S E I R



      จำกนั้นพิจำรณำเฉพำะสมกำรที่ 2.2 และสมกำรที่ 2.3 

 

ให้   1

2

fGains to E
F

fGains to I

  
    
   

,  1

2

vLosses fromE
V

vLosses from I

  
    
   

 

  
1 1

2 2

f f

E I
F

f f

E I

  
  

  
  
   

 ,  
1 1

2 2

v v

E I
V

v v

E I

  
  

  
  
   

 

จะได้   1

2 0

f SI
F

f

   
    

  
 ,  1

2

( )

( )

v a E
V

v aE I



 

   
    

    
 

  
0

0 0

F





 
 
 
  

,    0a
V

a



 

 
  

  
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  1

1
0

1

( )( )

a
V

a

a



    



 
 
 
 
    

 

และ  1G FV    

จะได้  

1
0

0

1
0 0

( )( )

a
G

a

a






    

 
      
   
       

 

  ( )( ) ( )

0 0

a

aG

 

     

 
   
 
  

 

ให้   1

0 ( ) ( )R FV G     เมื่อ   คือรัศมีสเปกตรัมของ G 

จำกสมกำรลักษณะเฉพำะ (Characteristic Equation)  

  det( ) 0G I    เมื่อ I  คือเมทริกซ์เอกลักษณ์ขนำด 2 2   

จะได้  ( )( ) ( ) 0

0

a

a

 


     




   



 

ค่ำเจำะจง (Eigenvalue) คือ  

  1 0    

  
2

( )( )

a

a




   


 
  

นั่นคือ  
0

( )( )

a
R

a



   


 
  

ตัวอย่ำงที่ 2  จำกระบบสำมกำรต่อไปนี้ 

s hv s i
v v s

s i r

dV b V H
V

dt H H H


   

 
    (2.5) 

  i hv s i
v i

s i r

dV b V H
V

dt H H H


 

 
    (2.6) 

  s vh s i
h h s

s i r

dH b H V
H

dt H H H


   

 
   (2.7) 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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  i vh s i
h i h i

s i r

dH b H V
H H

dt H H H


   

 
   (2.8) 

  r
i h r

dH
H H

dt
        (2.9) 

จำกสมกำรที่ 2.5 – 2.9 จะได้จุดสมดุลสภำวะไร้โรคโดยกำรน ำแต่ละสมกำรเท่ำกับศูนย์ คือ 
* * * * *

1 ( , 0, , 0, 0)v h
s i s i r

v h

E V V H H H
 

 
       จำกนั้นพิจำรณำเฉพำะสมกำรที่ 2.6 

และสมกำรที่ 2.8 

ให้   1

2

i

i

Gains toV f
F

Gains to H f

   
    

  
,  1

2

i

i

Losses fromV v
V

Losses fromH v

   
    

  
 

  

1 1

2 2

i i

i i

f f

V H
F

f f

V H

  
  
 
  

   

 ,  

1 1

2 2

i i

i i

v v

V H
V

v v

V H

  
  
 
  
   

 

จะได้   1

2

hv s i

s i r

vh s i

s i r

b V H

H H Hf
F

f b H V

H H H





 
   
   
  
 

  

 ,  1

2

v i

h i i

Vv
V

H Hv



 

  
    

   
 

  
0

0

hv v

v

vh h

h

b

F
b

 



 



 
 
 
 
 
 

,    
0

0

v

h

V


 

 
  

 
 

  1

1
0

1
0

v

h

V


 



 
 
 
 
  

 

และ  1G FV    

จะได้  

1
0 0

1
00

hv v

v v

vh h

hh

b

G
b

 

 

 

 

   
   
   
   
     
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0

( )

0

hv v

v h

vh h

h v

b

G
b

 

  

 

 

 
 
 
 
 
 

 

ให้   1

0 ( ) ( )R FV G     เมื่อ   คือรัศมีสเปกตรัมของ G 

จำกสมกำรลักษณะเฉพำะ (Characteristic Equation)  

  det( ) 0G I    เมื่อ I  คือเมทริกซ์เอกลักษณ์ขนำด 2 2   

จะได้  
( )

0

hv v

v h

vh h

h v

b

b

 


  

 


 








 

ค่ำเจำะจง (Eigenvalue) คือ  

  1 0    

  
2

2 2 ( )

vh hv v h

v h v

b    


   



  

นั่นคือ  
2

0 2 ( )

vh hv v h

v h v

b
R

   

   



  

 

2.2.4 วิธีรุงเงคุตตำ (Runge – Kutta method) 

 วิธีรุงเงคุตตำนี้ เป็นวิธีที่ให้ค่ำประมำณที่ใกล้เคียงกับค่ำจริง และมีควำมแม่นย ำสูง โดยควำม
แม่นย ำจะมำกหรือน้อยขึ้นกับอันดับแต่ละวิธี จึงเป็นวิธีที่นิยมมำกสุดในกำรประมำณค่ำเชิงตัวเลข  
[32-33] 

รุงเงคุตตำอันดับสอง (RK 2) 

    1 2i iy y hk     

   

เมื่อ  1 ( , )i ik f x y   

    2 1( , )
2 2

i i

h h
k f x y k     
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รุงเงคุตตำอันดับสำม (RK 3) 

   1 1 2 3(k 4k k )
6

i i

h
y y       

 เมื่อ  1 ( , )i ik f x y   

   2 1( , )
2 2

i i

h h
k f x y k     

   3 1 2( , 2hk )i ik f x h y hk     

รุงเงคุตตำอันดับสี่ (RK 4) 

   1 1 2 3 4(k 2k 2k k )
6

i i

h
y y        

 เมื่อ  1 ( , )i ik f x y   

   2 1( , )
2 2

i i

h h
k f x y k     

   

   3 2( , )
2 2

i i

h h
k f x y k    

   4 3( , hk )i ik f x h y    

 

2.2.5 Routh-Hurwitz criteria  

 พิจำรณำ  

   ( )
dN

F N
dt

   

 ส ำหรับ 1 2 3( , , ,..., )nN N N N N  และ 1 2 3( , , ,..., )nF F F F F   

เมื่อ 1 2 3, , ,..., nN N N N  คือ ตัวแปรในระบบของสมกำร 

และ 1 2 3, , ,..., nF F F F  คือ ฟังก์ชันของตัวแปร 1 2 3, , ,..., nN N N N  

จำกสมกำรไม่เชิงเส้น จำโคเบียนของ ( )F N  อยู่ในรูปแบบดังต่อไปนี้ [32-33] 

   ( )
F

J N
N




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หรือ  

    

1 2

1 2

1 2

...

...

n

n

n n n

n N

ff f

N N N

J

f f f

N N N

  
   
 

  
 
   

    

  

โดยที่ J  เป็นเมทริกซ์ขนำด n n  ค่ำลักษณะเฉพำะ   ของเมทริกซ์จะสอดคล้องกับ 

    det( ) 0J I    

ซึ่งจะสอดคล้องกับสมกำรลักษณะเฉพำะ 

    1 2 3

1 2 3 ... 0n n n n

na a a a             

จำกสมกำรลักษณะเฉพำะ ก ำหนดให้มี n  เมทริกซ์ โดยทั้ง n เมทริกซ์นี้จะเรียกว่ำ เมทริกซ์ Hurwitz 

จะได้ว่ำ    1 1H a   

  1

2

3 2

1a
H

a a

 
  
 

 

  
1

3 3 2 1

5 4 3

1 0a

H a a a

a a a

 
 


 
  

  

  

1

3 2 1

5 4 3 2

2 1 2 2 2 3 12 4

1 0 0 ... 0

1 ... 0
,...,

... 0

...

j

j j j j j

a

a a a
H

a a a a

a a a a a   

 
 
 
 
 
  

  

  

1

3 2 1

1 0 ... 0

... 0

0 0 ... ...

n

n

a

a a a
H

a

 
 
 
 
 
 

  

ก ำหนดให้ r  คือแถว และ c  คือหลัก 

โดยที่เทอมของ ( , )r c  ในเมทริกซ์ jH  คือ  

2r ca    ส ำหรับ 0 2r c n     

   1  ส ำหรับ 2r c   
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0 ส ำหรับ 2r c  หรือ 2c n c    

แล้วทุกค่ำลักษณะเฉพำะจะต้องมีส่วนจริงเป็นลบ สภำวะคงท่ี (Steady State) N  จะเกิดเสถียรภำพ
ก็ต่อเมื่อค่ำดีเทอร์มิแนนท์ของทุกเมทริกซ์ Hurwitz จะต้องมีค่ำเป็นบวก ซึ่งก็คือ  

   det( ) 0jH     โดยที่ 1,2,3,...,j n   

 

2.2.6 ฟังก์ชันไลปูนอฟ (Lyapunov function) 

 นิยำม 2.5  ก ำหนดให้ : nV R R  จะกล่ำวว่ำ ( ( ))V x t  เป็นฟังก์ชันไลปูนอฟของสมกำร 
(*)  ถ้ำ ( ( ))V x t  สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้ [32-33] 

1) ( ( ))V x t เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง 

2) ( ( ))V x t เป็นฟังก์ชันบวกแน่นอน (positive definite function) นั่นคือ ( ( )) 0V x t   ส ำหรับ 
( ) 0x t    

3) อนุพันธ์ย่อยของ ( ( ))V x t เทียบกับ t   

1 2 1 2

1 2 1 2

( ( )) ... ...N N

N N

V V V V V V
V x t x x x f f f

x x x x x x

     
       
     

  

เป็นฟังก์ชันกึ่งลบแน่นอน (negative semidefinite function)   นั่นคือ ( ( )) 0V x t   ส ำหรับ 
( ) 0x t    

ทฤษฎีบท 2.6  ก ำหนดให้ 0x   เป็นจุดสมดุลของสมกำร (*)  จะได้ว่ำ 

1) จุดสมดุลของสมกำร (*)จะมีควำมเสถียรภำพ (stable) ถ้ำฟังก์ชันไลปูนอฟ ( ( ))V x t ที่สอดคล้อง
กับบทนิยำม 2.5 

2) จุดสมดุลของสมกำร (*)จะมีควำมเสถียรภำพเชิงเส้นก ำกับ (asymptotically stable) ถ้ำ
ฟังก์ชันไลปูนอฟ ( ( ))V x t ที่สอดคล้องกับบทนิยำม 2.5 และอนุพันธ์ย่อยของ ( ( ))V x t  เป็นลบ
แน่นอน นั่นคือ ( ( )) 0V x t   ส ำหรับ ( ) 0x t   และ (0) 0V   [32-33] 

 ทฤษฎีบท 2.7  ให้ n nP R   เป็นเมทริกซ์สมมำตร ก ำหนดให้ min ( )P  เป็นค่ำลักษณะ
เฉพำะที่มีค่ำน้อยที่สุดของเมทริกซ์ P  และ max ( )P  เป็นค่ำลักษณะเฉพำะที่มีค่ำมำกที่สุดของ   
เมทริกซ์ P  แล้ว min max( ) ( )T T TP x x x Px P x x    ส ำหรับ n nx R   [32-33] 

 ทฤษฎีบท 2.8  ก ำหนดให้ P  เป็นเมทริกซ์สมมำตรจะกล่ำวว่ำ [32-33] 

1) P  เป็นเมทริกซ์ลบแน่นอน (Negative definite) ก็ต่อเมื่อ ทุกค่ำลักษณะเฉพำะ (eigenvalue)  
เป็นลบแท้จริง (strictly negative) 
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2) P  เป็นเมทริกซ์บวกแน่นอน (Positive definite) ก็ต่อเมื่อ ทุกค่ำลักษณะเฉพำะ (eigenvalue)  
เป็นบวกแท้จริง (strictly positive) 

 

2.3 งำนวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

 Jodar (2008) ได้ศึกษำกำรสร้ำงแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์เกี่ยวข้องกับวิวัฒนำกำรของ
โรคไข้หวัดใหญ่ในประชำกรคน ได้หำจุดสมดุลสภำวะไร้โรค และสภำวะระบำดเรื้อรัง พร้อมทั้งหำค่ำ
สืบพันธุ์พ้ืนฐำน และหำเงื่อนไขควำมเสถียรภำพส ำหรับสภำวะไร้ และสภำวะระบำดเรื้อรัง [37] 

Kongnuy (2014) ได้ศึกษำกำรสร้ำงแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของไข้หวัดใหญ่โดย
เปรียบเทียบระยะฟักตัวและกำรควบคุมในประเทศไทย และวิเครำะห์ข้อมูลเพื่อสร้ำงระบบสมกำรเชิง
อนุพันธ์ไม่เชิงเส้น ได้จุดสมดุลคือสภำวะไร้โรค และสภำวะกำรระบำดเรื้อรัง พร้อมทั้งหำเงื่อนไขที่ท ำ
ให้เกดิควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลแต่ละจุด [38] 

Pongsumpun (2014) ได้ศึกษำกำรสร้ำงแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ส ำหรับไข้หวัดใหญ่
สำยพันธุ์ใหม่เชื้อ influenza virus ชนิด A สำยพันธุ์ย่อยชนิด H1N1 ซึ่งเป็นแบบจ ำลอง SEIQR โดย
ท ำกำรวิเครำะห์โดยวิธีกำรจ ำลองเชิงพลวัตมำตรฐำน (standard dynamical modeling method) 
วิเครำะห์ควำมเสถียรภำพภำยใน (local stability) โดยกำรใช้เงื่อนไข Routh-Hurwitz ตรวจสอบ
ควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลแต่ละจุด [39] 

Kharis (2017) ได้ศึกษำกำรสร้ำงแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของกำรแพร่ระบำดของไข้หวัด
ใหญ่ตำมฤดูกำลกับกำรรักษำ และได้วิเครำะห์เกี่ยวกับจุดสมดุล และควำมเสถียรภำพ โดยให้
ค่ำพำรำมิเตอร์ที่สอดคล้องกับค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน ผลที่ได้จำกกำรวิจัยนี้ท ำให้ทรำบค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน 
จำกค่ำพำรำมิเตอร์ และหำแนวทำงในกำรลดกำรระบำดในวงกว้ำง [40] 

Krishnapriya (2017)  ได้ศึกษำกำรวิเครำะห์ทำงคณิตศำสตร์ของแบบจ ำลองกำรระบำดของ
ไข้หวัดใหญ่ชนิด A และกำรระบำดของโรคที่มีควำมล่ำช้ำไม่ต่อเนื่อง และหำเงื่อนไขควำมเสถียรภำพ                  
แบบวงกว้ำง [41] 

แบบจ ำลองในงำนวิจัยนี้ได้พัฒนำมำจำกแบบจ ำลองของ Jodar [37] และ Kharis [40] โดย
ได้ศึกษำกำรสร้ำงแบบจ ำลองของสำยพันธุ์ A มำจำก Pongsumpun [39]  และ Krishnapriya [41] 
และได้สร้ำงแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่ ซึ่งเป็นแบบจ ำลอง SEIQR (S คือ
ประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อ, E คือประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ , I คือ
ประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้, Q คือประชำกรคนที่ถูกกักกัน และ R คือประชำกร
คนที่ฟ้ืนไข้) จำกนั้นได้มีกำรพัฒนำต่อโดยแยกตำมสำยพันธุ์ชนิดของเชื้อ 
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บทท่ี 3 

วิธีด ำเนนิงำนวิจัย 
 

3.1 กำรสร้ำงแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่ 

 พิจำรณำกำรสร้ำงแบบจ ำลองของโรคไข้หวัดใหญ่ในกรณีของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำย
พันธุ์ B โดยได้นิยำมตัวแปร และนิยำมตัวพำรำมิเตอร์ ไว้ในตำรำงดังต่อไปนี้ 

ตำรำงท่ี 3.1 สัญลักษณ์แทนข้อควำมของแบบจ ำลองโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทย 

สัญลักษณ์ ค ำอธิบำย หน่วย 
S   สัดส่วนประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อ คน 

AE  สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของ 
ชนิดสำยพันธุ์ A 

คน 

BE  สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของ 
ชนิดสำยพันธุ์ B 

คน 

AI  สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของ 
ชนิดสำยพันธุ์ A 

คน 

BI  สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของ 
ชนิดสำยพันธุ์ B 

คน 

Q  สัดส่วนประชำกรคนที่ถูกกักกันโรคเฉลี่ยของชนิดสำยพันธุ์ A และ B คน 
R  สัดส่วนประชำกรคนที่ฟ้ืนไข้ คน 
N  จ ำนวนประชำกรคนทั้งหมด คน 
d  อัตรำกำรเสียชีวิตของประชำกรคน ต่อคน ต่อวัน 

H   อัตรำกำรเกิดของประชำกรคน ต่อคน ต่อวัน 
A   อัตรำกำรติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของชนิดสำยพันธุ์ A ต่อคน ต่อวัน 
B  อัตรำกำรติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของชนิดสำยพันธุ์ B ต่อคน ต่อวัน 

  อัตรำกำรที่ถูกกักกันโรคกลำยเป็นผู้ที่ฟ้ืนไข้ ต่อคน ต่อวัน 
A  อัตรำที่ผู้ติดเชื้อกลำยเป็นผู้ฟ้ืนไข้ของชนิดสำยพันธุ์ A ต่อคน ต่อวัน 
B  อัตรำที่ผู้ติดเชื้อกลำยเป็นผู้ฟ้ืนไข้ของชนิดสำยพันธุ์ B ต่อคน ต่อวัน 

   อัตรำกำรติดเชื้อซ้ ำ ต่อคน ต่อวัน 
AIIp   จ ำนวนวันส ำหรับกำรฟักตัวของเชื้อชนิดสำยพันธุ์ A วัน 
BIIp  จ ำนวนวันส ำหรับกำรฟักตัวของเชื้อชนิดสำยพันธุ์ B วัน 
AIIq  จ ำนวนวันส ำหรับกำรถูกกักกันของเชื้อชนิดสำยพันธุ์ A วัน 
BIIq  จ ำนวนวันส ำหรับกำรถูกกักกันของเชื้อชนิดสำยพันธุ์ B วัน 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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หมำยเหตุ กำรถูกกักกัน หมำยถึง กำรวัดอุณหภูมิในร่ำงกำย เพ่ือคัดกรองผู้ป่วย และกักกันไว้ 
สอบถำมประวัติกำรเดินทำง เนื่องจำกอำจเกิดกำรระบำดรุนแรงในต่ำงประเทศ และส่งตรวจดูอำกำร
ให้แน่ชัด 

 

3.2 แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่ 

แบบจ ำลองที่ 1 SEIQR 

 แผนภำพแบบจ ำลองได้แบ่งกลุ่มประชำกรของคน โดยแบ่งออกทั้งหมด 7 กลุ่มประชำกร 
ได้แก่ สัดส่วนประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อ  สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถ
ถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้
ของชนิดสำยพันธุ์ B  สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  
สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B  สัดส่วนประชำกรคนที่
ถูกกักกันโรคเฉลี่ยของชนิดสำยพันธุ์ A และ B  และสัดส่วนประชำกรคนที่ฟ้ืนไข้ ซึ่งสำมำรถอธิบำยได้
ดังนี้ จำกกลุ่มประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อ จำกนั้นเปลี่ยนไปเป็นกลุ่มประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยัง
ไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  หรือเปลี่ยนไปเป็นกลุ่มประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่
สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B จำกนั้นเปลี่ยนไปเป็นกลุ่มประชำกรคนที่ติดเชื้อและ
สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  หรือเปลี่ยนไปเป็นกลุ่มประชำกรคนที่ติดเชื้อและ
สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B จำกนั้นเปลี่ยนไปเป็นกลุ่มประชำกรคนที่ถูกกักกันโรค
เฉลี่ยของชนิดสำยพันธุ์ A และ B  จำกนั้นเปลี่ยนไปเป็นกลุ่มประชำกรคนที่ฟ้ืนไข้ 

 

รูปที่ 3.1 แผนภำพแสดงแนวคิดในกำรสร้ำงแบบจ ำลองของประชำกรของโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศ
ไทยโดยแยกตำมชนิดของเชื้อ แบบจ ำลองที่ 1 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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ข้อสังเกต จำกแผนภำพแสดงแนวคิดของแบบจ ำลอง ลูกศรที่ชี้เข้ำมีค่ำเป็นบวก และลูกศรที่ชี้ออกมี
ค่ำเป็นลบ จำกแผนภำพแสดงแนวคิดข้ำงต้น สำมำรถน ำมำเขียนเป็นแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ได้
ดังนี้ 

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อเทียบกับเวลำ 

A A B B H

dS
SI S I N dS

dt
         

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A 
เทียบกับเวลำ 

1A
A A A A

A

dE
S I E dE

dt IIp
    

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B 
เทียบกับเวลำ 

1B
B B B B

B

dE
S I E dE

dt IIp
    

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A 
เทียบกับเวลำ 

1 1A
A A A

A A

d I
E I d I

dt IIp IIq
    

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B 
เทียบกับเวลำ 

1 1B
B B B

B B

d I
E I d I

dt IIp IIq
    

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ถูกกักกันโรคเฉลี่ยของชนิดสำยพันธุ์ A และ B เทียบกับเวลำ 

1 1
A B

A B

dQ
I I Q dQ

dt IIq IIq
     

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ฟ้ืนไข้เทียบกับเวลำ 

dR
Q dR

dt
   

และก ำหนดให้จ ำนวนประชำกรคงที่ โดยที่ 
A B A BN S E E I I Q R        

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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นั่นคือ A B A BdE dE d I d IdN dS dQ dR

dt dt dt dt dt dt dt dt
        

 

1
( ) ( )

1 1 1
( ) ( )

1 1 1 1
( ) ( ) ( )

A A B B H A A A A

A

B B B B A A A

B A A

B B B A B

B B A B

S I S I N dS S I E dE
IIp

S I E dE E I d I
IIp IIp IIq

E I d I I I Q dQ Q dR
IIp IIq IIq IIq

   



 

        

     

       

  

 
H A B A BN dS dE dE dI dI dQ dR         

 ( )H A B A BN d S E E I I Q R         

 HN dN   

 ( )H d N   

ดังนั้น H d   หมำยถึงอัตรำกำรเกิดของประชำกรเท่ำกับอัตรำกำรตำยของประชำกร 

และท ำกำรลดรูปสมกำรโดยที่ก ำหนดให้ตัวแปรแทนตำมล ำดับดังต่อไปนี้ 

, ,E , , , ,A B A B
A B A B

E E I IS Q R
S E I I Q R

N N N N N N N
        และจะได้สมกำรที่ลดรูปคือ 

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อเทียบกับเวลำ 

A A B B H

dS
SNI SNI dS

dt
        

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A 
เทียบกับเวลำ 

1A
A A A A

A

dE
SNI E dE

dt IIp
    

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B 
เทียบกับเวลำ 

1B
B B B B

B

dE
SNI E dE

dt IIp
    

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A 
เทียบกับเวลำ 

1 1A
A A A

A A

dI
E I dI

dt IIp IIq
    

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B 
เทียบกับเวลำ 

1 1B
B B B

B B

dI
E I dI

dt IIp IIq
    

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ถูกกักกันโรคเฉลี่ยของชนิดสำยพันธุ์ A และ B เทียบกับเวลำ 

1 1
A B B

A B

dQ
I I dI

dt IIq IIq
    

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ฟ้ืนไข้เทียบกับเวลำ 

dR
Q dR

dt
   

และ 1A B A BS E E I I Q R        นั่นคือ 1 A B A BR S E E I I Q        

 

แบบจ ำลองที่ 2 SEIR 

 แผนภำพแบบจ ำลองได้แบ่งกลุ่มประชำกรของคน โดยแบ่งออกทั้งหมด 6 กลุ่มประชำกร 
ได้แก่ สัดส่วนประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อ  สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถ
ถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้
ของชนิดสำยพันธุ์ B  สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  
สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B  และสัดส่วนประชำกร
คนที่ฟ้ืนไข้ ซึ่งสำมำรถอธิบำยได้ดังนี้ จำกกลุ่มประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อ  จำกนั้นเปลี่ยนไป
เป็นกลุ่มประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  หรือเปลี่ยนไป
เป็นกลุ่มประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B จำกนั้นเปลี่ยนไป
เป็นกลุ่มประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  หรือเปลี่ยนไปเป็น
กลุ่มประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B และจำกนั้นเปลี่ยนไปเป็น
กลุ่มประชำกรคนที่ฟ้ืนไข้ 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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รูปที ่3.2 แผนภำพแสดงแนวคิดในกำรสร้ำงแบบจ ำลองของประชำกรของโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศ
ไทยโดยแยกตำมชนิดของเชื้อ แบบจ ำลองที่ 2 

ข้อสังเกต จำกแผนภำพแสดงแนวคิดของแบบจ ำลอง ลูกศรที่ชี้เข้ำมีค่ำเป็นบวก และลูกศรที่ชี้ออกมี
ค่ำเป็นลบ จำกแผนภำพแสดงแนวคิดข้ำงต้น สำมำรถน ำมำเขียนเป็นแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ได้
ดังนี้ 

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อเทียบกับเวลำ 

( )H A A B B

dS
R S I N I N d

dt
         

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A 
เทียบกับเวลำ 

1A
A A A

A

dE
SNI d E

dt IIp


 
   

 
 

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B 
เทียบกับเวลำ 

1B
B B B

B

dE
SNI d E

dt IIp


 
   

 
 

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A 
เทียบกับเวลำ 

 
1A

A A A

A

dI
E d I

dt IIp
    

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B 
เทียบกับเวลำ 

 
1B

B B B

B

dI
E d I

dt IIp
    

อัตรำกำรเปลี่ยนแปลงของประชำกรคนที่ฟ้ืนไข้เทียบกับเวลำ 

( )A A B B

dR
I I d R

dt
       

และก ำหนดให้จ ำนวนประชำกรคงที่ โดยที่ 
A B A BN S E E I I R       
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บทท่ี 4 

ผลกำรวิจัยและกำรอภิปรำยผล 
 

4.1 กำรวิเครำะห์แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ 

แบบจ ำลองที่ 1 SEIQR 

 สมมติให้จ ำนวนประชำกรทั้งหมดเป็นค่ำคงที่นั่นคืออัตรำกำรเกิดเท่ำกับอัตรำกำรตำย จำก
แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่โดยแยกตำมชนิดของเชื้อ จะได้สมกำรดังนี้ 

A A B B H

dS
SNI SNI dS

dt
            (4.1) 

1A
A A A A

A

dE
SNI E dE

dt IIp
        (4.2) 

1B
B B B B

B

dE
SNI E dE

dt IIp
        (4.3) 

1 1A
A A A

A A

dI
E I dI

dt IIp IIq
        (4.4) 

1 1B
B B B

B B

dI
E I dI

dt IIp IIq
        (4.5) 

1 1
A B

A B

dQ
I I Q dQ

dt IIq IIq
         (4.6) 

dR
Q dR

dt
         (4.7) 

และจำก 1A B A BS E E I I Q R          

จะได้ว่ำ 1 A B A BR S E E I I Q        

ดังนั้นสำมำรถลดรูปสมกำร (4.1) – (4.7) ได้ดังนี ้

A A B B H

dS
SNI SNI dS

dt
             (4.8) 

 1A
A A A

A

dE
SNI d E

dt IIp


 
   

 
     (4.9) 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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1B

B B B

B

dE
SNI d E

dt IIp


 
   

 
     (4.10) 

 1 1A
A A

A A

dI
E d I

dt IIp IIq

   
     
   

     (4.11) 

 
1 1B

B B

B B

dI
E d I

dt IIp IIq

   
     
   

     (4.12) 

 
1 1

( )A B

A B

dQ
I I d Q

dt IIq IIq


   
      
   

    (4.13) 

แบบจ ำลองที่ 2 SEIR 

สมมติให้จ ำนวนประชำกรทั้งหมดเป็นค่ำคงที่นั่นคืออัตรำกำรเกิดเท่ำกับอัตรำกำรตำย จำก
แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่โดยแยกตำมชนิดของเชื้อ จะได้สมกำรดังนี้ 

  ( )H A A B B

dS
R S I N I N d

dt
             (4.14) 

1A
A A A

A

dE
S I N d E

dt IIp


 
   

 
     (4.15)  

1B
B B B

B

dE
S I N d E

dt IIp


 
   

 
     (4.16) 

1
( )A

A A A

A

dI
E d I

dt IIp


 
   
 

      (4.17) 

1
( )B

B B B

B

dI
E d I

dt IIp


 
   
 

      (4.18) 

( )A A B B

dR
I I d R

dt
             (4.19) 
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4.2 จุดสมดุลของระบบสมกำร 

แบบจ ำลองที่ 1 SEIQR 

จดุสมดุลของระบบสมกำรหำได้จำกกำรน ำสมกำรที่ (4.8) - (4.13) ให้เท่ำกับศูนย์ 

จำก  * * * * * 0A A B B HS NI S NI dS        

 * * *( d) 0A A B B HNI NI S        

*

* * d

H

A A B B

S
NI NI



 


 
 

จำก * * * *1
0A A A A

A

S NI E dE
IIp

     

 * * *1
( ) 0A A A

A

S NI d E
IIp

     

 
* *

*

1
( )

A A
A

A

S NI
E

d
IIp





    เมื่อ *

* * d

H

A A B B

S
NI NI



 


 
 

 
*

* *
*

( )
d

1
( )

H
A A

A A B B
A

A

NI
NI NI

E

d
IIp




  




  

จำก * * * *1
0B B B B

B

S NI E dE
IIp

     

 * * *1
( ) 0B B B

B

S NI d E
IIp

     

 
* *

*

1
( )

B B
B

B

S NI
E

d
IIp





    เมื่อ *

* * d

H

A A B B

S
NI NI



 


 
 

 

*

* *
*

( )
d

1
( )

H
B B

A A B B
B

B

NI
NI NI

E

d
IIp




  




  

จำก * * *1 1
0A A A

A A

E I dI
IIp IIq

    

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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* *1 1
( ) 0A A

A A

E d I
IIp IIq

    

*

*

1

1
( )

A

A
A

A

E
IIp

I

d
IIq





   เมื่อ 

*

* *
*

( )
d

1
( )

H
A A

A A B B
A

A

NI
NI NI

E

d
IIp




  




 

*

* *

*

( )
d1

( )
1

( )

1
( )

H
A A

A A B B

A

A
A

A

NI
NI NI

IIp
d

IIp
I

d
IIq




  







  

จำก * * *1 1
0B B B

B B

E I dI
IIp IIq

    

* *1 1
( ) 0B B

B B

E d I
IIp IIq

    

*

*

1

1
( )

B

B
B

B

E
IIp

I

d
IIq





   เมื่อ 

*

* *
*

( )
d

1
( )

H
B B

A A B B
B

B

NI
NI NI

E

d
IIp




  




 

*

* *

*

( )
d1

( )
1

( )

1
( )

H
B B

A A B B

B

B
B

B

NI
NI NI

IIp
d

IIp
I

d
IIq




  







   

จำก * * * *1 1
0A B

A B

I I Q dQ
IIq IIq

     

 * * *1 1
( ) 0A B

A B

I I d Q
IIq IIq

     

 
* *

*

1 1
A B

A B

I I
IIq IIq

Q
d






   

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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เมื่อ 

*

* *

*

( )
d1

( )
1

( )

1
( )

H
A A

A A B B

A

A
A

A

NI
NI NI

IIp
d

IIp
I

d
IIq




  







  

และ 

*

* *

*

( )
d1

( )
1

( )

1
( )

H
B B

A A B B

B

B
B

B

NI
NI NI

IIp
d

IIp
I

d
IIq




  







 

จุดสมดุลของระบบสมกำรนี้คือได้ดังนี้ 

)i  จุดสมดุลภำยใต้สภำวะไร้โรค 
1 ( ,0,0,0,0,0)HE

d


   

)ii  จุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ A * * * *

2 ( ,E ,0, I ,0,Q )A AE S   

โดยที่ * (1 )(1 )A A

A A

dIIp dIIq
S

IIq N

 
    

 
2 2

* [ (1 ) ( )]

(1 )

A A A A A H
A

A A A

IIp d d IIp dIIq IIq d N
E

dIIp NIIq

 



   
 


 

 
2 2

* (1 ) ( )

(1 )(1 )

A A A A H
A

A A A

d d IIp dIIq IIq d N
I

dIIp dIIq N

 



   
 

 
  

 
2 2

* (1 ) ( )

( )(1 )(1 )

A A A A H

A A A A

d d IIp dIIq IIq d N
Q

d dIIp dIIq IIq N

 

 

   
 

  
  

ซ่ึง * * * *,E , I ,QA AS  จะมีค่ำเป็นบวกเม่ือ 1
(1 )(1 )

H A A

A A

N IIq

d dIIp dIIq

 


 
  

)iii  จุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ B * * * *

3 ( ,0,E ,0, I ,Q )B BE S  

โดยที่ * (1 )(1 )B B

B B

dIIp dIIq
S

IIq N

 
    

 
2 2

* [ (1 ) ( )]

(1 )

B B B B B H
B

B B B

IIp d d IIp dIIq IIq d N
E

dIIp NIIq

 



   
 


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2 2
* (1 ) ( )

(1 )(1 )

B B B B H
B

B B B

d d IIp dIIq IIq d N
I

dIIp dIIq N

 



   
 

 
  

 
2 2

* (1 ) ( )

( )(1 )(1 )

B B B B H

B B B B

d d IIp dIIq IIq d N
Q

d dIIp dIIq IIq N

 

 

   
 

  
 

ซ่ึง * * * *,E , I ,QB BS  จะมีค่ำเป็นบวกเม่ือ 1
(1 )(1 )

H B B

B B

N IIq

d dIIp dIIq

 


 
  

 

แบบจ ำลองที่ 2 SEIR 

 จุดสมดุลของระบบสมกำรแบบจ ำลองที่ 2 หำได้จำกกำรน ำสมกำรที่ (4.14) – (4.19) ให้
เท่ำกับศูนย์ จะได้จุดสมดุลของระบบสมกำรทั้งหมด 3 จุด ดังนี้ 

)i  จุดสมดุลภำยใต้สภำวะไร้โรค  
1 ( ,0,0,0,0,0)HE

d


   

)ii  จุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ A * * * *

2 ( ,E ,0, I ,0, )A AE S R   

โดยที่ * (1 )(1 )A A

A

dIIp d
S

N





 
    

 * ( ) ( )( (1 )( ) )

( ( ) ( ))

A A A A A H
A

A A A A

d IIp d d dIIp d N
E

dN d d IIp d

    

    

     


    
 

 * ( )( (1 )( ) )

( ( ) ( ))

A A A H
A

A A A A

d d dIIp d N
I

dN d d IIp d

   

    

    


    
  

 * ( (1 )( ) )

( ( ) ( ))

A A A A H

A A A A

d dIIp d N
R

dN d d IIp d

   

    

   


    
  

ซ่ึง * * * *,E , I ,A AS R  จะมีค่ำเป็นบวกเม่ือ 1
(1 )(1 )

H A

A A

N

d dIIp d

 




 
  

)iii  จุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ B * * * *

3 ( ,0,E ,0, I , )B BE S R  

โดยที่ * (1 )(1 )B B

B

dIIp d
S

N





 
    

 * ( ) ( )( (1 )( ) )

( ( ) ( ))

B B B B B H
B

B B B B

d IIp d d dIIp d N
E

dN d d IIp d

    

    

     


    
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 * ( )( (1 )( ) )

( ( ) ( ))

B B B H
B

B B B B

d d dIIp d N
I

dN d d IIp d

   

    

    


    
  

 * ( (1 )( ) )

( ( ) ( ))

B B B B H

B B B B

d dIIp d N
R

dN d d IIp d

   

    

   


    
 

ซ่ึง * * * *,E , I ,B BS R  จะมีค่ำเป็นบวกเม่ือ 1
(1 )(1 )

H B

B B

N

d dIIp d

 




 
  

 

4.3 ค่ำสืบพันธุ์พื้นฐำน  

แบบจ ำลองที่ 1 SEIQR 

จำกจุดสมดุลภำยใต้สภำวะไร้โรค 1 ( ,0,0,0,0,0)HE
d


 สำมำรถหำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน

ของแบบจ ำลองได้จำกแนวคิดของ Gains and Losses [47-48] ซึ่งพิจำรณำกลุ่มของประชำกรที่ติด
เชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B  กลุ่มของประชำกรที่ถูก
กักกันโรคเฉลี่ยของชนิดสำยพันธุ์ A และ B และกลุ่มของประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อ
ได้ของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B  ซ่ึง Gains คือพิจำรณำเทอมที่ท ำให้กลุ่มประชำกรนั้น
เพ่ิมข้ึน และ Losses คือพิจำรณำเทอมที่ท ำให้กลุ่มประชำกรนั้นลดลง ดังนี้ 

ซึ่งพิจำรณำในสมกำร (4.9) – (4.13) 

( )

0
,

0
,

1 1

,
1 1 1 1

,

1 1

A A B B

A B

A B

A B

A B

A B

A B A A B B

A A B B

A

A B

I I SN

Gains to E E

Gains to I I

d E d EGains toQ
IIp IIp

Losses fromE E

Losses from I I E d I E d I
IIp IIq IIp IIq

Losses fromQ

I
IIq IIq

 

 
 
     

       
     

 
                  

 

   BI d Q

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  

 

ก ำหนดให้  
1

2

3

A B

A B

Gains to E and E F

F Gains to I and I F

Gains toQ F

   
   

 
   
      

  

  
1

2

3

A B

A B

Losses to E and E V

V Losses to I and I V

Losses toQ V

   
   

 
   
      
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F  และ V  คือเมทริกซ์จำโคเบียนที่ได้จำก F  และ V ตำมล ำดับ  

นั่นคือ   

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

A B A B

A B A B

A B A B

F F F F F
E E I I Q

F F F F F F
E E I I Q

F F F F F
E E I I Q

     
  

     
     

   
     
     

  
     

 

  

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

A B A B

A B A B

A B A B

V V V V V
E E I I Q

V V V V V V
E E I I Q

V V V V V
E E I I Q

     
  

     
     

   
     
     

  
     

 

จะได้  
1

2

3

( )

0

0

A A B BF I I SN

F F

F

    
   

 
   
      

  

  

 

1

2

3

1 1

1 1 1 1

1 1

A B

A B

A A B B

A A B B

A B

A B

d E d E
IIp IIp

V

V V E d I E d I
IIp IIq IIp IIq

V

I I d Q
IIq IIq



    
      

    
                             

    
 
 

  

  
0 ( ) 0

0 0 0

0 0 0

A B SN

F

  
 


 
  

 

  

1 1
2 0 0

1 1 1 1
2 0

1 1
0

A B

A B A B

A B

d
IIp IIp

V d
IIp IIp IIq IIq

d
IIq IIq



 
  

 
 

     
 
 

   
 
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และ

1

1
0 0

1 1
2

( ) 1
0

1 1( (1 2 ))( (1 2 ))
2

( )( ) ( )

( )( (1 2 ))( (1 2 )) ( )( (1 2

A B

A B A B

B A B A B B

A B

A B A B A B

B A B A B B B A

d
IIp IIp

IIp IIp IIq IIq
V

IIp IIp dIIp IIq IIq dIIq
d

IIq IIq

IIp IIp IIq IIq IIq IIq

d IIp IIp dIIp IIq IIq dIIq d IIq IIq dII 



 




   
 

  

       

1

))Bq d

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

 

ให้  1G FV    

( ) ( ) ( )
0

1 1( (1 2 ))( (1 2 ))
2

0 0 0

0 0 0

A B A B A B A B

B A B A B B

A B

NS IIp IIp IIq IIq NS

IIp IIp dIIp IIq IIq dIIq
d

IIq IIq

G

      
    

  
 
 
 
 
 
 
 

 

เมื่อ HS
d


   

จะได้ 
 

( ) ( ) ( )
0

( (1 2 ))( (1 2 )) 1 1
2

0 0 0

0 0 0

H A B A B A B A B

B A B A B B

A B

N IIp IIp IIq IIq NS

d IIp IIp dIIp IIq IIq dIIq
d

IIq IIq

G

       
      
   
  
 

  
 
 
 
 
 

 

จำกสมกำรลักษณะเฉพำะ (Characteristic Equation) det( ) 0G I    

เมื่อ I  คือเมทริกซ์เอกลักษณ์ 3 3x   

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



38 

 

 
  

( ) ( ) ( )
0

( (1 2 ))( (1 2 )) 1 1
2

0 0 0

0 0

H A B A B A B A B

B A B B A B

A B

N IIp IIp IIq IIq NS

d IIp IIp dIIp IIq IIq dIIq
d

IIq IIq

    






  


     
  

 

 



  

ค่ำเจำะจง (Eigenvalue) คือ 

1 2 3

( ) ( )
0, 0,

( (1 2 ))( (1 2 ))

H A B A B A B

B A B B A B

N IIp IIp IIq IIq

d IIp IIp dIIp IIq IIq dIIq

  
  

 
  

   
  

จะได้ว่ำ 0 ( )R G   เมื่อ   คือรัศมีสเปกตรัมของ G (spectral radius of G)  

ซึ่งหำได้จำก 
1 2 3max{ , , }     

นั่นคือ 
0

( ) ( )

( (1 2 ))( (1 2 ))

H A B A B A B

B A B B A B

N IIp IIp IIq IIq
R

d IIp IIp dIIp IIq IIq dIIq

   


   
  

กรณีที่แยกพิจำรณำแต่ละชนิดสำยพันธุ์ 

ชนิดสำยพันธุ์ A 

ก ำหนดให้  
1

2

3

A A

A A A

A

Gains to E F

F Gains to I F

Gains toQ F

   
   

 
   
      

  

  
1

2

3

A A

A A A

A

Losses to E V

V Losses to I V

Losses toQ V

   
   

 
   
      

 

AF  และ AV  คือเมทริกซ์จำโคเบียนที่ได้จำก AF  และ AV ตำมล ำดับ  

นั่นคือ   

1 1 1

2 2 2

3 3 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

A A A

A A

A A A A

A A

A A A

A A

F F F
E I Q

F F F F
E I Q

F F F
E I Q

   
 
   
   

  
   
   
 
   
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1 1 1

2 2 2

3 3 3
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ให้ 1

A A AG F V     เมื่อ HS
d
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   จะได้      

  

0
1(1 )(1 )

0 0 0

0 0 0

H A A H A

A A

A

A

N IIq N

d IIp dIIq
d

IIq

G

    
  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

จำกสมกำรลักษณะเฉพำะ (Characteristic Equation) det( ) 0AG I    

เมื่อ I  คือเมทริกซ์เอกลักษณ์ 3 3x   
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จะได้ว่ำ 0( ) ( )AR A G   เมื่อ   คือรัศมีสเปกตรัมของ AG  (spectral radius of AG  )  
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BF  และ BV  คือเมทริกซ์จำโคเบียนที่ได้จำก BF  และ BV ตำมล ำดับ  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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ให้ 1
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จำกสมกำรลักษณะเฉพำะ (Characteristic Equation) det( ) 0BG I    

เมื่อ I  คือเมทริกซ์เอกลักษณ์ 3 3x   
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จะได้ว่ำ 0( ) ( )BR B G   เมื่อ   คือรัศมีสเปกตรัมของ BG  (spectral radius of BG  )  
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เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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จะเห็นได้ว่ำถ้ำ 0 1R   จะท ำให้  0 ( ) 1R A   และ 0 ( ) 1R B   

ดังนั้น เงื่อนไขท่ีท ำให้เกิดสภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B เมื่อจุดสมดุล
ของ 2 3, 1E E    

 

แบบจ ำลองที่ 2 SEIR 

จำกจุดสมดุลภำยใต้สภำวะไร้โรค 1 ( ,0,0,0,0,0)HE
d


 สำมำรถหำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน

ของแบบจ ำลองได้จำกแนวคิดของ Gains and Losses [47-48] ซึ่งพิจำรณำกลุ่มของประชำกรที่ติด
เชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B และกลุ่มของประชำกร
ที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B  ซ่ึง Gains คือ
พิจำรณำเทอมที่ท ำให้กลุ่มประชำกรนั้นเพิ่มข้ึน และ Losses คือพิจำรณำเทอมที่ท ำให้กลุ่มประชำกร
นั้นลดลง ดังนี้ 

ซึ่งพิจำรณำในสมกำร (4.15) – (4.18) 
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F  และ V  คือเมทริกซ์จำโคเบียนที่ได้จำก F  และ V ตำมล ำดับ  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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

 
  
   

   
 

 
       

 

ให้   1G FV    

1
0

1 1
20 ( )

0 0
( ) 1

( (1 2 ))( 2 ) ( 2 )

A B

A B

A B

B A B A B A B

dSN
IIp IIpG

IIp IIp

IIp IIp dIIp d d

 

   

 
  
     

    
  

 
       

 

( )( )
0

( (1 2 ))( 2 )

0 0

A B A B

B A B A B

NS IIp IIp

IIp IIp dIIp dG

 

 

  
    
 
  

  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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เมื่อ HS
d


   

จะได้  
( )( )

0
( (1 2 ))( 2 )

0 0

H A B A B

B A B A B

N IIp IIp

d IIp IIp dIIp dG

  

 

  
    
 
  

 

จำกสมกำรลักษณะเฉพำะ (Characteristic Equation) det( ) 0G I   

 เมื่อ I  คือเมทริกซ์เอกลักษณ์ 2 2x   

( )*( )
0

( (1 2 ))( 2 ) 0

0

H A B A B

B A B A B

N IIp IIp

d IIp IIp dIIp d

  


 



 


    



  

ค่ำเจำะจง (Eigenvalue) คือ 
1 2

( )( )
0,

( (1 2 ))( 2 )

H A B A B

B A B A B

N IIp IIp

d IIp IIp dIIp d

  
 

 

 
 

   
  

จะได้ว่ำ 0 ( )G    เมื่อ   คือรัศมีสเปกตรัมของ G (spectral radius of G) 

ซึ่งหำได้จำก 
1 2max{ , }    

นั่นคือ 
0

( )( )

( (1 2 ))( 2 )

H A B A B

B A B A B

N IIp IIp

d IIp IIp dIIp d

  

 

 
 

   
  

กรณีที่แยกพิจำรณำแต่ละชนิดสำยพันธุ์ 

ชนิดสำยพันธุ์ A 

 

0

1

1

A A

A

A
A

AA

A

A A A

A

I SN

Gains to E

Gains to I
d E

IIpLosses fromE

Losses from I
E d I

IIp





 
 

   
    
     
    
   

          

 

ก ำหนดให้  1

2

A A

A

A A

Gains to E F
F

Gains to I F

   
    
   

  

  1

2

A A

A

A A

Losses to E V
V

Losses to I V

   
    
   

 

AF  และ AV  คือเมทริกซ์จำโคเบียนที่ได้จำก AF  และ AV ตำมล ำดับ  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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นั่นคือ   
1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )

A A

A A

A

A A

A A

F F
E I

F

F F
E I

  
  
 
  

   

 

  
1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )

A A

A A

A

A A

A A

V V
E I

V

V V
E I

  
  
 
  

   

 

จะได้  1

2 0

A A A

A

A

F I SN
F

F

   
    

  
  

  
 

1

2

1

1

A

AA

A

A

A A A

A

d E
IIpV

V
V

E d I
IIp



  
  

    
           

   

  

  0

0 0

A

A

SN
F

 
  
 

 

  

1
0

1

A

A

A

A

d
IIp

V

d
IIp



 
 

 
 
  

 

 

และ   1

1
0

1

1 1

(1 )( ) ( )

AA

A A A

d
IIpV

dIIp d d 



 
 

 
  
 
 

    

 

ให้  1

A A AG F V    เมื่อ HS
d


   

1
0

1
0

0 0
1 1

(1 )( ) ( )

A
AA

A A A

dSN
IIpG

dIIp d d



 

 
 

  
   
   

 
    

 

จะได้  (1 )( )

0 0

H A H A

A A AA

N N

d dIIp d dG

   

 

 
   
 
  

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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จำกสมกำรลักษณะเฉพำะ (Characteristic Equation) det( ) 0AG I   

 เมื่อ I  คือเมทริกซ์เอกลักษณ์ 2 2x   

(1 )( ) 0

0 0

H A H A

A A A

N N

d dIIp d d

   


 




   



  

ค่ำเจำะจง (Eigenvalue) คือ 
1 20,

(1 )( )

H A

A A

N

d dIIp d

 
 


 

 
  

จะได้ว่ำ 0( ) ( )AA G    เมื่อ   คือรัศมีสเปกตรัมของ AG   (spectral radius of AG ) 

ซึ่งหำได้จำก 
1 2max{ , }    

นั่นคือ 
0 ( )

(1 )( )

H A

A A

N
A

d dIIp d

 


 

 
  

ชนิดสำยพันธุ์ B 

 

0

1

1

B B

B

B
B

BB

B

B B B

B

I SN

Gains to E

Gains to I
d E

IIpLosses fromE

Losses from I
E d I

IIp





 
 

   
    
     
    
   

          

 

ก ำหนดให้  1

2

B B

B

B B

Gains to E F
F

Gains to I F

   
    
   

  

  1

2

B B

B

B B

Losses to E V
V

Losses to I V

   
    
   

 

BF  และ BV  คือเมทริกซ์จำโคเบียนที่ได้จำก BF  และ BV ตำมล ำดับ  

นั่นคือ   
1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )

B B

B B

B

B B

B B

F F
E I

F

F F
E I

  
  
 
  

   

 

  
1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )

B B

B B

B

B B

B B

V V
E I

V

V V
E I

  
  
 
  

   

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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จะได้  1

2 0

B B B

B

B

F I SN
F

F

   
    

  
  

  
 

1

2

1

1

B

BB

B

B

B B B

B

d E
IIpV

V
V

E d I
IIp



  
  

    
           

   

  

  0

0 0

B

B

SN
F

 
  
 

 

  

1
0

1

B

B

B

B

d
IIp

V

d
IIp



 
 

 
 
  

 

 

และ   1

1
0

1

1 1

(1 )( ) ( )

BB

B B B

d
IIpV

dIIp d d 



 
 

 
  
 
 

    

 

ให้  1

B B BG F V    เมื่อ HS
d


   

1
0

1
0

0 0
1 1

(1 )( ) ( )

B
BB

B B B

dSN
IIpG

dIIp d d



 

 
 

  
   
   

 
    

 

จะได้  (1 )( )

0 0

H B H B

B B BB

N N

d dIIp d dG

   

 

 
   
 
  

 

จำกสมกำรลักษณะเฉพำะ (Characteristic Equation) det( ) 0BG I   

 เมื่อ I  คือเมทริกซ์เอกลักษณ์ 2 2x   

(1 )( ) 0

0 0

H B H B

B B B

N N

d dIIp d d

   


 




   



  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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ค่ำเจำะจง (Eigenvalue) คือ 
1 20,

(1 )( )

H B

B B

N

d dIIp d

 
 


 

 
  

จะได้ว่ำ 0( ) ( )BB G    เมื่อ   คือรัศมีสเปกตรัมของ BG   (spectral radius of BG ) 

ซึ่งหำได้จำก 
1 2max{ , }    

นั่นคือ 
0 ( )

(1 )( )

H B

B B

N
B

d dIIp d

 


 

 
  

ดังนั้นสำมำรถสรุปได้ว่ำ  

0

( )( )

( (1 2 ))( 2 )

H A B A B

B A B A B

N IIp IIp

d IIp IIp dIIp d

  

 

 
 

   
 

0 ( )
(1 )( )

H A

A A

N
A

d dIIp d

 


 

 
 

0 ( )
(1 )( )

H B

B B

N
B

d dIIp d

 


 

 
 

จะเห็นได้ว่ำถ้ำ 0 1   จะท ำให้  0( ) 1A   และ 0( ) 1B   

ดังนั้น เงื่อนไขท่ีท ำให้เกิดสภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B เมื่อจุดสมดุล
ของ 2 3, 1E E    

 

4.4 ผลกำรวิเครำะห์เชิงตัวเลข 

แบบจ ำลองที่ 1 SEIQR 

ตำรำงท่ี 4.1 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับสภำวะไร้โรค แบบจ ำลองที่ 1 

สัญลักษณ์ ค ำอธิบำย ค่ำพำรำมิเตอร์ หน่วย 
N  จ ำนวนประชำกรคนทั้งหมด 900000 คน 
d  อัตรำกำรเสียชีวิตของประชำกรคน 1/(365 x 70) ต่อคน ต่อวัน 

H   อัตรำกำรเกิดของประชำกรคน 1/(365 x 70) ต่อคน ต่อวัน 
A   อัตรำกำรติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของ

ชนิดสำยพันธุ์ A 
0.0000000995 ต่อคน ต่อวัน 

B  อัตรำกำรติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของ
ชนิดสำยพันธุ์ B 

0.0000000429 ต่อคน ต่อวัน 

  อัตรำกำรที่ถูกกักกันโรคกลำยเป็นผู้ที่
ฟ้ืนไข้ 

1/14 ต่อคน ต่อวัน 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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สัญลักษณ์ ค ำอธิบำย ค่ำพำรำมิเตอร์ หน่วย 
AIIp   จ ำนวนวันส ำหรับกำรฟักตัวของเชื้อ

ชนิดสำยพันธุ์ A 
3 วัน 

BIIp  จ ำนวนวันส ำหรับกำรฟักตัวของเชื้อ
ชนิดสำยพันธุ์ B 

4 วัน 

AIIq  จ ำนวนวันส ำหรับกำรถูกกักกันของเชื้อ
ชนิดสำยพันธุ์ A 

7 วัน 

BIIq  จ ำนวนวันส ำหรับกำรถูกกักกันของเชื้อ
ชนิดสำยพันธุ์ B 

5 วัน 

 

ตำรำงท่ี 4.2 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับสภำวะระบำดเรื้อรัง แบบจ ำลองที่ 1 

สัญลักษณ์ ค ำอธิบำย ค่ำพำรำมิเตอร์ หน่วย 
N  จ ำนวนประชำกรคนทั้งหมด 900000 คน 
d  อัตรำกำรเสียชีวิตของประชำกรคน 1/(365 x 70) ต่อคน ต่อวัน 

H   อัตรำกำรเกิดของประชำกรคน 1/(365 x 70) ต่อคน ต่อวัน 
A   อัตรำกำรติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของ

ชนิดสำยพันธุ์ A 
0.00021 ต่อคน ต่อวัน 

B  อัตรำกำรติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของ
ชนิดสำยพันธุ์ B 

0.000065 ต่อคน ต่อวัน 

  อัตรำกำรที่ถูกกักกันโรคกลำยเป็นผู้ที่
ฟ้ืนไข้ 

1/14 ต่อคน ต่อวัน 

AIIp   จ ำนวนวันส ำหรับกำรฟักตัวของเชื้อ
ชนิดสำยพันธุ์ A 

3 วัน 

BIIp  จ ำนวนวันส ำหรับกำรฟักตัวของเชื้อ
ชนิดสำยพันธุ์ B 

4 วัน 

AIIq  จ ำนวนวันส ำหรับกำรถูกกักกันของเชื้อ
ชนิดสำยพันธุ์ A 

7 วัน 

BIIq  จ ำนวนวันส ำหรับกำรถูกกักกันของเชื้อ
ชนิดสำยพันธุ์ B 

5 วัน 

 

 

 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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แบบจ ำลองเชิงตัวเลข สภำวะไร้โรค  

ในสภำวะไร้โรคได้ก ำหนดพำรำมิเตอร์ ดังนี้    

0

1 1
900000, , , 0.0000000995,

365 70 365 70

1
0.0000000429, , 3, 4, 7, 5

14

0.373672

H A

B A B A B

N d
x x

IIp IIp IIq IIq

R

 

 

   

     



  

 

รูปที ่4.1 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อเทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.2 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ 
A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1 

 

 

รูปที ่4.3 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ 
B เทียบเวลำแบบจ ำลองที่ 1 

 

รูปที ่4.4 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A 
เทียบเวลำแบบจ ำลองที่ 1 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่ 4.5 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B 
เทียบเวลำแบบจ ำลองที่ 1 

 

รูปที ่4.6 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ถูกกักกันโรคเฉลี่ยของชนิดสำยพันธุ์ A และ B เทียบเวลำ   
แบบจ ำลองที่ 1 

จำกรูปที่ 4.1- รปูที่ 4.6 สรุปได้ว่ำในสภำวะไร้โรค สัดส่วนประชำกรจะลู่เข้ำสู่จุดสมดุล 

คือ 1 (1,0,0,0,0,0)E  โดยสัดส่วนประชำกรที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อจะลู่เข้ำสู่ 1 คน เมื่อเวลำ 
150,000 วัน นั่นแสดงว่ำประชำกรคนที่เสียงต่อกำรติดเชื้อจะเพ่ิมมำกขึ้นเมื่อเวลำเพิ่มข้ึน และสัดส่วน
ประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A จะลู่เข้ำสู่ 0 คน เมื่อเวลำ 
30 วัน สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B จะลู่เข้ำสู่ 0 
คน เมื่อเวลำ 40 วัน สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A จะ

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



54 

 

 
  

ลู่เข้ำสู่ 0 คน เมื่อเวลำ 50 วันสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำย
พันธุ์ B จะลู่เข้ำสู่ 0 คน เมื่อเวลำ 120 วัน และสัดส่วนประชำกรคนที่ถูกกักกันโรคเฉลี่ยของชนิดสำย
พันธุ์ A และ B จะลู่เข้ำสู่ 0 คน เมื่อเวลำ 60 วัน 

 

กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบในสภำวะไร้โรค 

 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที่ 4.7 กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบ
(S,E ),(S,E ),(S, I ),(S, I ),(S,Q),(E ,E ),A B A B A B  

(E , I ),(E , I ),(E ,Q),(E , I ),(E , I ),(E , ),(I , I ),(I , ), (I , )A A A B A B A B B B A B A BQ Q Q  ตำมล ำดับ 
ส ำหรับ 0 1R    สัดส่วนของประชำกรจะลู่เข้ำสู่จุดสมดุลในสภำวะไร้โรค คือ 1 (1,0,0,0,0,0)E   

แบบจ ำลองที่ 1 

 

แบบจ ำลองเชิงตัวเลข สภำวะระบำดเร้ือรังของสำยพันธุ์ชนิด A  

ในสภำวะระบำดเรื้อรังได้ก ำหนดพำรำมิเตอร์ ดังนี้ 

0

1 1 1
900000, , , 0.00021, , 3, 7

365 70 365 70 14

551.086

H A A AN d IIp IIq
x x

R

        



 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.8 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ 
แบบจ ำลองที่ 1 

 

 

รูปที ่4.9 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ 
A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.10 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A 
เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1 

 

 

รูปที ่4.11 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ถูกกักกันโรคของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ 
แบบจ ำลองที่ 1 

จำกรูปที่ 4.8 – รูปที่ 4.11 สรุปได้ว่ำในสภำวะเรื้อรังของสำยพันธุ์ชนิด A สัดส่วนประชำกรจะลู่เข้ำสู่
จุดสมดุล 

2 (0.000756154,0.000117314,0,0.000273658,0,0.000547017)E    

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบในสภำวะระบำดเร้ือรังของสำยพันธุ์ชนิด A  

 

รูปที ่4.12 กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบ 
(S,E ),(S, I ), (S,Q),(E , I ),(E , ),(I , )A A A A A AQ Q ตำมล ำดับ ส ำหรับ 0 1R   สัดส่วนประชำกรจะ
ลู่เข้ำสู่จุดสมดุลในสภำวะเรื้อรัง คือ 

2 (0.000756154,0.000117314,0,0.000273658,0,0.000547017)E   แบบจ ำลองที่ 1 

 

 

 

 

 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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แบบจ ำลองเชิงตัวเลข สภำวะระบำดเร้ือรังของสำยพันธุ์ชนิด B  

ในสภำวะระบำดเรื้อรังได้ก ำหนดพำรำมิเตอร์ ดังนี้ 

0

1 1 1
900000, , , 0.000065, , 4, 5

365 70 365 70 14

180.574

H B B BN d IIp IIq
x x

R

        



 

 

รูปที ่4.13 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ 
แบบจ ำลองที่ 1 

 

 

รูปที ่4.14 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของ 

ชนิดสำยพันธุ์ B  เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.15 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B 
เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 1 

 

 

รูปที ่4.16 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ถูกกักกันโรคของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ 
แบบจ ำลองที่ 1 

จำกรูปที่ 4.11 – รูปที่ 4.16 สรุปได้ว่ำในสภำวะเรื้อรังของสำยพันธุ์ชนิด B สัดส่วนประชำกรจะลู่เข้ำสู่
จุดสมดุล 

3 (0.00342001,0,0.000155996,0,0.000194957,0.00054558)E   

 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบในสภำวะระบำดเร้ือรังของสำยพันธุ์ชนิด B  

 

รูปที ่4.17 กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบ 
(S,E ),(S, I ), (S,Q),(E , I ),(E , ),(I , )B B B B B BQ Q  ตำมล ำดับ ส ำหรับ 0 1R   สัดส่วนประชำกรจะ
ลู่เข้ำสู่จุดสมดุลในสภำวะเรื้อรัง คือ 

3 (0.00342001,0,0.000155996,0,0.000194957,0.00054558)E  แบบจ ำลองที่ 1 

จำกรูปที่ 4.9 –รูปที่ 4.17 สรุปได้ว่ำในสภำวะระบำดเรื้อรังทั้ง 2 สำยพันธุ์ คือ สภำวะระบำด
เรื้อรังของสำยพันธุ์ชนิด A และสภำวะระบำดเรื้อรังของสำยพันธุ์ชนิด B สัดส่วนประชำกรจะลู่เข้ำสู่
จุ ด สมดุ ล  คื อ  2 (0.000756154,0.000117314,0,0.000273658,0,0.000547017)E   โ ดย
สัดส่วนประชำกรที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อจะลู่เข้ำสู่ 0.000756154 คน เมื่อเวลำ 1,000 วัน สัดส่วน
ประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A จะลู่เข้ำสู่ 0.000117314 
คน เมื่อเวลำ 1,200 วัน สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำย
พันธุ์ B จะลู่เข้ำสู่ 0 คน เมื่อเวลำ 0 วัน สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของ
ชนิดสำยพันธุ์ A จะลู่เข้ำสู่ 0.000273658 คน เมื่อเวลำ 1,200 วัน สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและ
สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B จะลู่เข้ำสู่ 0 คน เมื่อเวลำ 0 วัน และสัดส่วนประชำกรคน

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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ที่ถูกกักกันโรคของชนิดสำยพันธุ์  A จะลู่ เข้ำสู่  0 .000547017 คน เมื่อเวลำ 800 วัน และ 

3 (0.00342001,0,0.000155996,0,0.000194957,0.00054558)E    โดยสัดส่วนประชำกรที่
เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อจะลู่เข้ำสู่  0.00342001 คน เมื่อเวลำ 2,500 วัน สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่
ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A จะลู่เข้ำสู่ 0 คน เมื่อเวลำ 0 วัน สัดส่วนประชำกร
คนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B จะลู่เข้ำสู่ 0.000155996 คน เมื่อ
เวลำ 2,500 วัน สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A จะลู่
เข้ำสู่ 0 คน เมื่อเวลำ 0 วัน สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำย
พันธุ์ B จะลู่เข้ำสู่ 0.000194957 คน เมื่อเวลำ 2,500 วัน และสัดส่วนประชำกรคนที่ถูกกักกันโรคของ
ชนิดสำยพันธุ์ B จะลู่เข้ำสู่ 0.00054558 คน เมื่อเวลำ 2,500 วัน 

 

แบบจ ำลองที่ 2 SEIR 

ตำรำงท่ี 4.3 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับสภำวะไร้โรค แบบจ ำลองที่ 2 

สัญลักษณ์ ค ำอธิบำย ค่ำพำรำมิเตอร์ หน่วย 
N  จ ำนวนประชำกรคนทั้งหมด 900000 คน 
d  อัตรำกำรเสียชีวิตของประชำกรคน 1/(365 x 70) ต่อคน ต่อวัน 

H   อัตรำกำรเกิดของประชำกรคน 1/(365 x 70) ต่อคน ต่อวัน 
A   อัตรำกำรติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของ

ชนิดสำยพันธุ์ A 
0.000000046 ต่อคน ต่อวัน 

B  อัตรำกำรติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของ
ชนิดสำยพันธุ์ B 

0.000000035 ต่อคน ต่อวัน 

  อัตรำกำรติดเชื้อซ้ ำ 1/180 ต่อคน ต่อวัน 
AIIp   จ ำนวนวันส ำหรับกำรฟักตัวของเชื้อ

ชนิดสำยพันธุ์ A 
3 วัน 

BIIp  จ ำนวนวันส ำหรับกำรฟักตัวของเชื้อ
ชนิดสำยพันธุ์ B 

4 วัน 

A  อัตรำที่ผู้ติดเชื้อกลำยเป็นผู้ฟ้ืนไข้ของ
ชนิดสำยพันธุ์ A 

1/14 ต่อคน ต่อวัน 

B  อัตรำที่ผู้ติดเชื้อกลำยเป็นผู้ฟ้ืนไข้ของ
ชนิดสำยพันธุ์ A 

1/14 ต่อคน ต่อวัน 

 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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ตำรำงท่ี 4.4 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับสภำวะระบำดเรื้อรัง แบบจ ำลองที่ 2 

สัญลักษณ์ ค ำอธิบำย ค่ำพำรำมิเตอร์ หน่วย 
N  จ ำนวนประชำกรคนทั้งหมด 900000 คน 
d  อัตรำกำรเสียชีวิตของประชำกรคน 1/(365 x 70) ต่อคน ต่อวัน 

H   อัตรำกำรเกิดของประชำกรคน 1/(365 x 70) ต่อคน ต่อวัน 
A   อัตรำกำรติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของ

ชนิดสำยพันธุ์ A 
0.00075 ต่อคน ต่อวัน 

B  อัตรำกำรติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของ
ชนิดสำยพันธุ์ B 

0.00025 ต่อคน ต่อวัน 

  อัตรำกำรติดเชื้อซ้ ำ 1/180 ต่อคน ต่อวัน 
AIIp   จ ำนวนวันส ำหรับกำรฟักตัวของเชื้อ

ชนิดสำยพันธุ์ A 
3 วัน 

BIIp  จ ำนวนวันส ำหรับกำรฟักตัวของเชื้อ
ชนิดสำยพันธุ์ B 

4 วัน 

A  อัตรำที่ผู้ติดเชื้อกลำยเป็นผู้ฟ้ืนไข้ของ
ชนิดสำยพันธุ์ A 

1/14 ต่อคน ต่อวัน 

B  อัตรำที่ผู้ติดเชื้อกลำยเป็นผู้ฟ้ืนไข้ของ
ชนิดสำยพันธุ์ A 

1/14 ต่อคน ต่อวัน 

 

แบบจ ำลองเชิงตัวเลข สภำวะไร้โรค  

ในสภำวะไร้โรคได้ก ำหนดพำรำมิเตอร์ ดังนี้ 

0

1 1
900000, , , 0.000000046,

365 70 365 70

1 1 1
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14 14 180

0.0566588

H A

B A B A B
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IIp IIp

 

   

   

     

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



65 

 

 
  

 

รูปที ่4.18 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อเทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2 

 

 

 

รูปที ่4.19 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ 
A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.20 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ 
B เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2 

 

 

รูปที ่4.21 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A 
เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.22 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B 
เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2 

 

 

รูปที ่4.23 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ฟ้ืนไข้ เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2 

จำกรูปที่ 4.18- รูปที่ 4.23 สรุปได้ว่ำในสภำวะไร้โรค แบบจ ำลองที่ 2 สัดส่วนประชำกรจะลู่
เข้ำสู่จุดสมดุล 

คือ 1 (1,0,0,0,0,0)E  โดยสัดส่วนประชำกรที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อจะลู่เข้ำสู่ 1 คน เมื่อเวลำ 
60 วัน นั่นแสดงว่ำประชำกรคนที่เสียงต่อกำรติดเชื้อจะเพ่ิมมำกข้ึนเมื่อเวลำเพิ่มข้ึน และสัดส่วน

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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ประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A จะลู่เข้ำสู่ 0 คน เมื่อเวลำ 
4000 วัน สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B จะลู่เข้ำสู ่
0 คน เมื่อเวลำ 4000 วัน สัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ 
A จะลู่เข้ำสู่ 0 คน เมื่อเวลำ 5000 วันสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของ
ชนิดสำยพันธุ์ B จะลู่เข้ำสู่ 0 คน เมื่อเวลำ 5000 วัน และสัดส่วนประชำกรคนที่ฟ้ืนไข้ จะลู่เข้ำสู่ 0 คน 
เมื่อเวลำ 6000 วัน 

กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบในสภำวะไร้โรค 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที่ 4.24 กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบ
(S,E ),(S,E ),(S, I ),(S, I ),(S, ),(E ,E ),A B A B A BR  

(E , I ),(E , I ),(E , ),(E , I ),(E , I ),(E , ),(I , I ), (I , ), (I , )A A A B A B A B B B A B A BR R R R  ตำมล ำดับ 
ส ำหรับ 0 1    สัดส่วนของประชำกรจะลู่เข้ำสู่จุดสมดุลในสภำวะไร้โรค คือ 1 (1,0,0,0,0,0)E   

แบบจ ำลองที่ 2 

 

แบบจ ำลองเชิงตัวเลข สภำวะระบำดเร้ือรังของสำยพันธุ์ชนิด A  

ในสภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ A ได้ก ำหนดพำรำมิเตอร์ ดังนี้ 

0

1 1 1 1
900000, , , 0.00075, 3, ,

365 70 365 70 14 180

524.619

H A A AN d IIp
x x

         

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.25 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ 
แบบจ ำลองที่ 2 

 

รูปที ่4.26 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อแต่ไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A 
เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.27 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A 
เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2 

 

รูปที ่4.28 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรคนที่ฟ้ืนไข้ของชนิดสำยพันธุ์ A เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2 

จำกรูปที่ 2.25 – รุปที่ 2.28 สภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ A สัดส่วนของ ประชำกร
ที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อ  ประชำกรที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  
ประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  จะมีค่ำลดลงเมื่อเวลำเพ่ิมขึ้น
ประมำณ 60 วัน 3000 วัน และ 6000 วัน ตำมล ำดับ ส่วนประชำกรที่ฟ้ืนไข้ จะมีค่ำเพ่ิมขึ้นเมื่อเวลำ
เพ่ิมข้ึนประมำณ 6000 วัน เมื่อเวลำเพิ่มขึ้นจะลู่เข้ำสู่จุดสมดุล                       

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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2 (0.0000000018,0.0388,0,0.01821,0,0.7784)E   และค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน 0 524.619 

หมำยควำมว่ำ ผู้ป่วย 1 คน จะแพร่เชื้อให้ผู้อื่นในประชำกรที่ไม่มีภูมิคุ้มกันถึง 524  คน ซึ่ง 0 1    
ท ำให้เกิดกำรระบำดของโรค นั่นคือสภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ A 

 

กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบในสภำวะระบำดเร้ือรังของสำยพันธุ์ชนิด A  

 

รูปที ่4.29 กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบ 
(S,E ),(S, I ),(S, ),(E , I ),(E , ),(I , )A A A A A AR R R ตำมล ำดับ ส ำหรับ 0 1   สัดส่วนประชำกรจะ
ลู่เข้ำสู่จุดสมดุลในสภำวะเรื้อรัง คือ 2 (0.0000000018,0.0388,0,0.01821,0,0.7784)E   
แบบจ ำลองที่ 2 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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แบบจ ำลองเชิงตัวเลข สภำวะระบำดเร้ือรังของสำยพันธุ์ชนิด B  

ในสภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ B ได้ก ำหนดพำรำมิเตอร์ ดังนี้ 

0

1 1 1 1
900000, , , 0.00025, 4, ,

365 70 365 70 14 180

174.873

H A B BN d IIp
x x

         

 

 

 

 

รูปที ่4.30 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ 
แบบจ ำลองที่ 2 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.31 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรที่ติดเชื้อแต่ไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B 
เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2 

 

 

รูปที ่4.32 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B 
เทียบเวลำ แบบจ ำลองที่ 2 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.33 กรำฟแสดงสัดส่วนประชำกรที่ฟ้ืนไข้ของชนิดสำยพันธุ์ B เทียบเวลำ แบบจ ำลองท่ี 2 

จำกรูปที่ 2.28 – รุปที่ 2.31 สภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ B สัดส่วนของ ประชำกร
ที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อ  ประชำกรที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B  
ประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B  จะมีค่ำลดลงเมื่อเวลำเพิ่มขึ้น
ประมำณ 40 วัน 1500 วัน และ 2000 วัน ตำมล ำดับ ส่วนประชำกรที่ฟ้ืนไข้ จะมีค่ำเพ่ิมขึ้นเมื่อเวลำ
เพ่ิมข้ึนประมำณ 1200 วัน เมื่อเวลำเพิ่มขึ้นจะลู่เข้ำสู่จุดสมดุล 

3 (0.0000000023,0,0.0511,0,0.01719,0,0.07682)E   และค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน 

0 174.873  หมำยควำมว่ำ ผู้ป่วย 1 คน จะแพร่เชื้อให้ผู้อื่นในประชำกรที่ไม่มีภูมิคุ้มกันถึง 174  
คน ซึ่ง 0 1    ท ำให้เกิดกำรระบำดของโรค นั่นคือสภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ B 

 

 

 

 

 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบในสภำวะระบำดเร้ือรังของสำยพันธุ์ชนิด B 

 

รูปที ่4.34 กรำฟแสดงแนววิถีของผลเฉลยบนระนำบ 
(S,E ),(S, I ),(S, ),(E , I ),(E , ),(I , )B B B B B BR R R  ตำมล ำดับ ส ำหรับ 0 1   สัดส่วนประชำกรจะ
ลู่เข้ำสู่จุดสมดุลในสภำวะเรื้อรัง คือ 3 (0.00000000023,0,0.0511,0,0.01719,0,0.07682)E 

แบบจ ำลองที่ 2 

 

 

 

 

 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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แผนภำพไบเฟอร์เคชัน (bifurcation) ของจุดสมดุล 

แบบจ ำลองที่ 1 SEIQR 

ก ำหนดให้   แทนผลเฉลยที่เสถียรภำพ 

   แทนผลเฉลยที่ไม่เสถียรภำพ  

1 1 1
900000, , , , 3, 4, 7, 5

365 70 365 70 14
H A B A BN d IIp IIp IIq IIq

x x
          

 

 

รูปที ่4.35  แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วนประชำกรที่เสี่ยง
ต่อกำรติดเชื้อของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B แบบจ ำลองที่ 1 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.36 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วนประชำกรที่ติดเชื้อ
แต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A แบบจ ำลองท่ี 1 

 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.37 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วนประชำกรที่ติดเชื้อ
แต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B แบบจ ำลองท่ี 1 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.38 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วนประชำกรที่ติดเชื้อ
และสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A แบบจ ำลองที่ 1 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.39 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วนประชำกรที่ติดเชื้อ
และสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B แบบจ ำลองที่ 1 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.40 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วนประชำกรที่ติดถูก
กักกันเฉลี่ยของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B แบบจ ำลองท่ี 1 

 จำกรูปที่ 4.35 – รูปที่ 4.40 จะพบว่ำในสภำวะไร้โรค 1( )E  ผลเฉลยจะเสถียรภำพภำยในเมื่อ 

0 1R   และในทำงกลับกัน 2E  และ 3E  ผลเฉลยมีควำมเสถียรภำพภำยในเมื่อ 0 1R  โดยสัดส่วน
ของประชำกรที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อจะมีค่ำลดลงเรื่อยๆ หมำยควำมว่ำ ถ้ำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำนมีค่ำมำก
ขึ้นสัดส่วนของประชำกรที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อ จะมีค่ำลดลง และส ำหรับสัดส่วนของประชำกรที่ติดเชื้อ
แต่ไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B สัดส่วนของประชำกรที่ติดเชื้อ
และสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิด สำยพันธุ์ B และสัดส่วนของประชำกรที่ฟ้ืน
ไข้ มีค่ำเพ่ิมเรื่อยๆ หมำยควำมว่ำ ถ้ำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำนมีค่ำมำกขึ้น สัดส่วนของประชำกรที่ติดเชื้อแต่
ไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B สัดส่วนของประชำกรที่ติดเชื้อและ

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิด สำยพันธุ์ B และสัดส่วนของประชำกรที่ฟ้ืนไข้ 
จะมีค่ำเพ่ิมขึ้น 

 ดังนั้นสรุปได้ว่ำในสภำวะไร้โรคจะเกิดควำมเสถียรภำพภำยในเมื่อค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน 0 1R   
และในสภำวะระบำดเรื้อรังจะเกิดควำมเสถียรภำพภำยในเมื่อค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน 0 1R   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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แบบจ ำลองที่ 2 SEIR 

ก ำหนดให้   แทนผลเฉลยที่เสถียรภำพ 

   แทนผลเฉลยที่ไม่เสถียรภำพ  

1 1 1 1 1
900000, , , , 3, 4, ,

365 70 365 70 180 14 14
H A B A BN d IIp IIp

x x
            

 

 

รูปที ่4.41 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วนประชำกรที่เสี่ยงต่อ
กำรติดเชื้อของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B แบบจ ำลองท่ี 2 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.42 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วนประชำกรที่ติดเชื้อ
แต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A แบบจ ำลองท่ี 2 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.43 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วนประชำกรที่ติดเชื้อ
แต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B แบบจ ำลองท่ี 2 

 

 

 

 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.44 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วนประชำกรที่ติดเชื้อ
และสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A แบบจ ำลองที่ 2 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.45 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วนประชำกรที่ติดเชื้อ
และสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B แบบจ ำลองที่ 2 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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รูปที ่4.46 แผนภำพไบเฟอร์เคชันแสดงควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลของสัดส่วนประชำกรที่ฟ้ืนไข้
ของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B แบบจ ำลองที่ 2 

 จำกรูปที่ 4.41 – รูปที่ 4.46 จะพบว่ำในสภำวะไร้โรค 1( )E  ผลเฉลยจะเสถียรภำพภำยในเมื่อ 

0 1   และในทำงกลับกัน 2E  และ 3E  ผลเฉลยมีควำมเสถียรภำพภำยในเมื่อ 0 1  โดยสัดส่วน
ของประชำกรที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อจะมีค่ำลดลงเรื่อยๆ หมำยควำมว่ำ ถ้ำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำนมีค่ำมำก
ขึ้นสัดส่วนของประชำกรที่เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อจะมีค่ำลดลง และส ำหรับสัดส่วนของประชำกรที่ติดเชื้อ
แต่ไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B สัดส่วนของประชำกรที่ติดเชื้อ
และสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิด สำยพันธุ์ B และสัดส่วนของประชำกรที่ฟ้ืน
ไข้ มีค่ำเพ่ิมเรื่อยๆ หมำยควำมว่ำ ถ้ำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำนมีค่ำมำกขึ้น สัดส่วนของประชำกรที่ติดเชื้อแต่
ไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B สัดส่วนของประชำกรที่ติดเชื้อและ
สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิด สำยพันธุ์ B และสัดส่วนของประชำกรที่ฟ้ืนไข้ 
จะมีค่ำเพ่ิมขึ้น 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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 ดังนั้นสรุปได้ว่ำในสภำวะไร้โรคจะเกิดควำมเสถียรภำพภำยในเมื่อค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน 0 1   
และในสภำวะระบำดเรื้อรังจะเกิดควำมเสถียรภำพภำยในเมื่อค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน 0 1   

กำรเปรียบเทียบค่ำสืบพันธุ์พื้นฐำนในสภำวะระบำดเร้ือรัง 

ตำรำงท่ี 4.5 กำรเปรียบเทียบเวลำที่ใช้ในกำรลู่เข้ำของค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน ของชนิดสำยพันธุ์ A 

 แบบจ ำลองที ่1 0 551.086R   แบบจ ำลองท่ี 2 0 524.619   
จุดสมดุล ลู่เข้ำ ณ เวลำ (วัน) ลู่เข้ำ ณ เวลำ (วัน) 

*S  1000 4000 
*

AE  1000 2500 
*

AI  1000 7000 

 

ตำรำงท่ี 4.6 กำรเปรียบเทียบเวลำที่ใช้ในกำรลู่เข้ำของค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน ของชนิดสำยพันธุ์ B 

 แบบจ ำลองที ่1 0 180.574R   แบบจ ำลองที ่2 0 174.873   
จุดสมดุล ลู่เข้ำ ณ เวลำ (วัน) ลู่เข้ำ ณ เวลำ (วัน) 

*S  1500 4000 
*

BE  1500 6000 
*

BI  1500 6000 
 

 จำกตำรำงที่ 4.5 และตำรำงที่ 4.6 จะสรุปได้ว่ำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำนที่มำกกว่ำจะลู่เข้ำสู่จุด
สมดุลด้วยเวลำที่เร็วกว่ำค่ำสืบพันธุ์ พ้ืนฐำนที่น้อยกว่ำ เนื่องจำกค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำนเป็นกำรบ่งบอกถึง
กำรติดเชื้อในครั้งที่สองว่ำผู้ติดเชื้อหนึ่งคนสำมำรถแพร่เชื้อไปยังประชำกรที่ไม่มีภูมิคุ้มกันได้กี่คน ซึ่ ง
หำกกำรติดเชื้อมำกกว่ำกำรระบำดจะใช้เวลำในกำรระบำดน้อยกว่ำกำรติดเชื้อน้อย ดังนั้นถ้ำค่ำ
สืบพันธุ์พ้ืนฐำนมำกจะท ำให้เวลำในกำรระบำดเร็วและลู่เข้ำสู่จุดสมดุลได้เร็วกว่ำค่ำสืบพันธุ์ พ้ืนฐำน
น้อย 
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4.5 ควำมเสถียรภำพภำยใน 

แบบจ ำลองที่ 1 SEIQR 

กำรหำควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลสำมำรถพิจำรณำได้จำกค่ำลักษณะเฉพำะของเมทริกซ์
จำโคเบียนจำกระบบสมกำร (4.8) – (4.13) สำมำรถเขียนในรูปเมทริกซ์จำโคเบียนได้ดังนี้ 
 

(S,E ,E ,I ,I ,Q)

0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 0

1 1
0 0 0 0

1 1
0 0 0 0

1 1
0 0 0

A B A B

A A B B A B

A A A

A

B B B

B

A A

B B

A B

I N I N d SN SN

I N d SN
IIp

I N d SN
IIp

J
d

IIp IIq

d
IIp IIq

d
IIq IIq

   

 

 



     
 


 
 
 

 
 
 

  
 
 

 
 
 
  
 
 

 

พิจำรณำหำค่ำลักษณะเฉพำะได้จำกสมกำรลักษณะเฉพำะ 
   6det( ) 0J I    

เมื่อ 6I  คือ เมทริกซ์เอกลักษณ์ขนำด 6 x 6 หรือ 6

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

I

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

i) จุดสมดุลภำยใต้สภำวะไร้โรค 1 ( ,0,0,0,0,0)HE
d


   

จำกกำรค ำนวณค่ำลักษณะเฉพำะคือ 
1 d   , 
2 d   

2 2 2 2 2 2 2

3

2 2 4

2

A A A A A A A A A A A H

A A

dIIp dIIq d IIp IIq d IIp d IIp IIq d IIq dNIIp IIq

dIIp IIq

 


      


2 2 2 2 2 2 2

4

2 2 4

2

A A A A A A A A A A A H

A A

dIIp dIIq d IIp IIq d IIp d IIp IIq d IIq dNIIp IIq

dIIp IIq

 


      
  

มีค่ำเป็นลบ เมื่อ 
2 2 2 2 2 2 22 4 2A A A A A A A H A A A Ad IIp d IIp IIq d IIq dNIIp IIq dIIp dIIq d IIp IIq        
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2 2 2 2 2 2 2

5

2 2 4

2

B B B B B B B B B B B H

B B

dIIp dIIq d IIp IIq d IIp d IIp IIq d IIq dNIIp IIq

dIIp IIq

 


      
  

2 2 2 2 2 2 2

6

2 2 4

2

B B B B B B B B B B B H

B B

dIIp dIIq d IIp IIq d IIp d IIp IIq d IIq dNIIp IIq

dIIp IIq

 


      
  

มีค่ำเป็นลบ เมื่อ 
2 2 2 2 2 2 22 4 2B B B B B B B H B B B Bd IIp d IIp IIq d IIq dNIIp IIq dIIp dIIq d IIp IIq        

 
เนื่องจำกค่ำเจำะจง (Eigenvalue) มีค่ำเป็นลบทุกตัว 
ดังนั้น จุดสมดุลภำยใต้สภำวะไร้โรคมีควำมเสถียรภำพในเชิงเส้นก ำกับ (local asymptotically 
stable) เมื่อ 0 1R    
 

ii) จุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรัง * * * *

2 ( ,E ,0, I ,0,Q )A AE S  
จำกกำรค ำนวณค่ำลักษณะเฉพำะคือ  

5 4 3 2

1 2 3 4 5( )( ) 0d a a a a a                  (20) 
โดยที

3 3 3 3 4

1

1
(1 ) (1 ) ((1 )(1 )(IIpA B A A B A A A B A B A

A

a dIIp IIp IIq dIIq IIq dIIp dIIq IIq IIq IIp
IIp

        

2(II (II 4 ))) )A B B A B A B A B A B A Hq IIq IIp q IIq dIIq IIq NIIp IIp IIq IIq        
 

3 3 7 3 3 2 3 2

2

1
(1 ) (1 ) ( (1 )A B A A B A A A B B

A

a dIIp IIp IIq dIIq IIq d IIp dIIq IIq
IIp

 


       

2 (1 )(( 3 (1 3 (2 5 ) II ))A A A B A B B A A B AdIIp dIIp IIq IIq dIIq IIq IIp dIIq d dIIq q            
2(1 ) II ) (( 1 )(II (1 2 )) )A B B A A A B B B B A B A HdIIq q IIq dIIq q IIp dIIq NIIp IIq IIq             

((1 )(( 4 (1 4 (2 7 ) II ))A A A B A B B A A B AIIp dIIq IIq IIq dIIq IIq IIp dIIq d dIIq q            
2(1 ) II ) (II (II 4 )) ))A B B A A B B A B A B A HdIIq q NIIq q IIq IIp q IIq dIIq IIq         

 
3 3 6 3 3 2 3 2

3

1
(1 ) (1 ) ( (1 ) (1 2dIIq )A B A A B A A A A B B

A

a dIIp IIp IIq dIIq IIq d IIp dIIq IIq
IIp

 


       

((1 )(II ( ) (( 1 (II ) ))A A B B A B A B B A B BIIq dIIq q dIIp IIq d p IIq dIIq             
2(II (II 3 )) )A A B B A B A B A HNIIq q IIq IIp q IIq dIIq IIq        

((1 )( ((1 3 )(1 ) (1 3 ( 1 ) II ))A A A A B B A A B AIIp dIIq IIq dIIq dIIq dIIp dIIq d dIIq q             
2(1 )(1 4 ) II ) ((II 3A A B B A A A B A BdIIq dIIq q NIIq q IIq dIIq IIq         

(1 3 (II 2 ))) (1 ) II ) )B A B A B A A B B HIIp d q IIq dIIq IIq dIIq q          
2 (1 )( 2 ((1 (II )) 7 )A A B B A B B A B BdIIp dIIq IIq IIq d p IIq dIIq           

2 2( 5 ( (2 2 (2 ) II ) ))))A B B A B B B B B HIIq d IIq d dIIp d dIIp q NIIq           
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3 3 7 3 4 2 2

4

1
(1 ) (1 ) ( (1 ) (1 dIIq )A B A A B A A A B

A

a dIIp IIp IIq dIIq IIq d dIIp IIq
IIp




       

( (II 2 91 2 (2 3 ) II ))A A B A B A A A B AN IIq q IIq dIIq IIq IIp dIIq d dIIq q          
(1 )(1 )(II (1 2 )) II )A A A A A B B HdIIp dIIq q IIp dIIq q        

2 2( (1 ) (1 ) (1 2 ) (1 2 (2 3 ) IIB A A B A A A BIIp d dIIp dIIq dIIq NIIq dIIq d dIIq q          
(2 3 (3 4 ) II )) ))A A A B A HdIIp dIIq d dIIq q       

 
4 3 7 4 3

5

1
(1 ) (1 ) ( (1 ) IIq (1 )A B A A B A B A B A

A

a dIIp IIp IIq dIIq IIq dIIp dIIq
IIp

         

(1 )(1 ) II )( (1 )(1 ) )A A B B A A A A HdIIp dIIq q d dIIp dIIq NIIq        
 
จะได้ว่ำ  

2 2

1 2 3 4 5 1 2 3 3 1 40, 0, 0, 0, 0, 0a a a a a a a a a a a         และ 
2 2 2 2

1 4 5 1 2 3 3 1 4 5 1 2 3 1 5( )( ) ( ) 0a a a a a a a a a a a a a a a        
 โดยแสดงดังรูปที่ 4.47 
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รูปที่ 4.47 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับจุดสมดุลในสภำวะระบำดเรื้องรังของชนิดสำยพันธุ์ A ซึ่ง
สอดคล้องกับเงื่อนไขของ Routh-Hurwitz โดยมีค่ำพำรำมิเตอร์ดังตำรำงที่ 4.2 

นั่นคือ สมกำร (20) สอดคล้องกับเงื่อนไขของ Routh – Hurwitz [32-33]  
ดังนั้นจุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรังมีควำมเสถียรภำพในเชิงเส้นก ำกับ (local asymptotically 
stable) เมื่อ 0 1R    
 

iii) จุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรัง * * * *

3 ( ,0,E ,0, I ,Q )B BE S  
จำกกำรค ำนวณค่ำลักษณะเฉพำะคือ  

5 4 3 2

1 2 3 4 5( ) 0d b b b b b                  (21) 
โดยที่  

3 3 7 3 4

1

1
(1 ) (1 ) ((1 )(1 )(IIB B A B B B B B B A B

A

b IIp dIIp IIq IIq dIIq dIIp dIIq p IIq IIq
IIp

        

2(II (II 4 ))) )A A B B A B A B A B A B B HIIp q IIq IIp q IIq dIIq IIq NIIp IIp IIq IIq        
 

3 3 7 3 3

2

1
(1 ) (1 ) ((1 )(1 )(II (1 ) IIB B A B B B B B B B A

A

b IIp dIIp IIq IIq dIIp dIIp dIIq p dIIp q
IIp




        

(1 ) (II (II (1 2 )) (II (1 3 )B A B A A A A B AdIIq p q IIp dIIq q IIp dIIq          
(1 2 (3 5 ))) II ) ) (IIA A B A B B B B A BIIp dIIq dIIp dIIq q NIIq p IIq IIq       

2(II (II 4 ))) )A A B B A B A B B HIIp q IIq IIp q IIq dIIq IIq       
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3 3 6 3 3 2 3 2

3

1
(1 ) (1 ) ( (1 ) (1 2 )B B A B B B B A B B A

A

b IIp dIIp IIq IIq dIIq d IIp IIq dIIq dIIq
IIp

 


        

( (1 (II )) II ) ) (II (IIA A A A B B B A B A A BdIIp IIq d p IIq q NIIq q IIq IIp q IIq          
23 )) ) ((1 )(II (1 )(1 4 )A B B H B B A B B AdIIq IIq IIp dIIq q dIIq dIIq         

((1 )(1 3 ) (1 (3 ) II )) )B A B A A A B BIIq dIIq dIIq dIIp dIIq d dIIq q          
2 ( (1 ) (II 3 (1 3 (IIB B A B A A B A B A A BNIIq IIq dIIq q IIq dIIq IIq IIp d q IIq            

22 ))) ) ) (1 )((1 ) II (1 2 )A B B H B B A B B BdIIq IIq dIIp dIIq dIIp q dIIq         
( (1 (2 ) II ) (2 ( (7 5 ) )))))A B A B B A B B B B HIIq dIIq d dIIp q IIq d dIIq NIIq          

  
3 3 7 3 4 2 2

4

1
(1 ) (1 ) ( (1 ) (1 )B B A B B B B A B

A

b IIp dIIp IIq IIq dIIq d dIIp IIq dIIq
IIp




        

((1 ) II (1 )(II (1 2 ))B A B B B B AN dIIp q dIIq q IIp dIIq        
(II 2 (1 2 (2 3 ) II )) )B A B A B B A A B B HIIq q IIq dIIq IIq IIp dIIq d dIIq q           

2 2( (1 ) (1 2 )(1 ) (1 2 (2 3 ) IIA B A B B A A BIIp d dIIp dIIq dIIq NIIq dIIq d dIIq q          
(2 3 (3 4dIIq ) II )) ))B A A B B HdIIp dIIq d q       

 
3 4 6 4 3

5

1
(1 ) (1 ) ((1 ) II (1 dIIq )B B A B B B B A B A

A

b IIp dIIp IIq IIq dIIq dIIp q
IIp

         

(1 )(1 ) II )(d(1 dIIp )(1 ) )A A B B B B B B HdIIp dIIq q dIIq NIIq        
 
จะได้ว่ำ 
 2 2

1 2 3 4 5 1 2 3 3 1 40, 0,b 0, 0, 0,b 0b b b b b b b b b         และ 
2 2 2 2

1 4 5 1 2 3 3 1 4 5 1 2 3 1 5(b )(b ) (b ) 0b b b b b b b b b b bb         
โดยแสดงดังรูปที่ 4.48 
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รูปที่ 4.48 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับจุดสมดุลในสภำวะระบำดเรื้องรังของชนิดสำยพันธุ์ B ซึ่ง
สอดคล้องกับเงื่อนไขของ Routh-Hurwitz โดยมีค่ำพำรำมิเตอร์ดังตำรำงที่ 4.2 

 
นั่นคือ สมกำร (21) สอดคล้องกับเงื่อนไขของ Routh – Hurwitz [32-33] 
ดังนั้นจุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรังมีควำมเสถียรภำพในเชิงเส้นก ำกับ (local asymptotically 
stable)เมื่อ 0 1R   

แบบจ ำลองที่ 2 SEIR 

กำรหำควำมเสถียรภำพของจุดสมดุลสำมำรถพิจำรณำได้จำกค่ำลักษณะเฉพำะของเมทริกซ์
จำโคเบียนจำกระบบสมกำร (4.14) – (4.19) สำมำรถเขียนในรูปเมทริกซ์จำโคเบียนได้ดังนี้ 
 

(S,E ,E ,I ,I , )

0 0

1
0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 0 0

1
0 0 0 0

0 0 0
A B A B

A A B B A B

A A A

A

B B B

B

A

A

B

B

A B R

I N I N d SN SN

I N d SN
IIp

I N d SN
IIp

J

d
IIp

d
IIp

d

    

 

 





  

     
 


 
 
 

 
 

  
  
 
 
  
 
 

   

 

พิจำรณำหำค่ำลักษณะเฉพำะได้จำกสมกำรลักษณะเฉพำะ 
   6det( ) 0J I    

เมื่อ 6I  คือ เมทริกซ์เอกลักษณ์ขนำด 6 x 6 หรือ 6

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

I

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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i)  จุดสมดุลภำยใต้สภำวะไร้โรค 
1 ( ,0,0,0,0,0)HE

d


   

จำกกำรค ำนวณค่ำลักษณะเฉพำะคือ 
 

1 d     

2 d     

2

3

(2 ) ( (1 ) 4 )

2

A A A A A A H

A

d dIIp d d d IIp NIIp

dIIp

   


     
  
  

 

2

4

( 2 ) ( (1 ) 4 )

2

A A A A A A H

A

d dIIp d d d IIp NIIp

dIIp

   


      
  

มีค่ำเป็นลบ เมื่อ 2 2( (1 ) 4 ) 2A A A A H A A Ad d IIp NIIp dIIp d d IIp         

2

5

(2 ) ( (1 ) 4 )

2

B B B B B B H

B

d dIIp d d d IIp NIIp

dIIp

   


     
  
  

 

2

6

( 2 ) ( (1 ) 4 )

2

B B B B B B H

B

d dIIp d d d IIp NIIp

dIIp

   


      
  

มีค่ำเป็นลบ เมื่อ 2 2( (1 ) 4 ) 2B B B B H B B Bd d IIp NIIp dIIp d d IIp         
 
เนื่องจำกค่ำเจำะจง (Eigenvalue) มีค่ำเป็นลบทุกตัว 
ดังนั้น จุดสมดุลภำยใต้สภำวะไร้โรคมีควำมเสถียรภำพในเชิงเส้นก ำกับ (local asymptotically 
stable) เมื่อ 0 1R    
 

ii) จุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรัง * * * *

2 ( ,0,E ,0, I , )A AE S R  
จำกกำรค ำนวณค่ำลักษณะเฉพำะคือ  

5 4 3 2

1 2 3 4 5( )( ) 0d a a a a a                  (22) 
โดยที่ 1 2 3 4 5, , , ,a a a a a  แสดงในภำคผนวก ก. จะได้ว่ำ 
 2 2

1 2 3 4 5 1 2 3 3 1 40, 0, 0, 0, 0, 0a a a a a a a a a a a         และ 
2 2 2 2

1 4 5 1 2 3 3 1 4 5 1 2 3 1 5( )( ) ( ) 0a a a a a a a a a a a a a a a        แสดงดังรูปที่ 4.49 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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รูปที่ 4.49 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับจุดสมดุลในสภำวะระบำดเรื้องรังของชนิดสำยพันธุ์ A ซึ่ง
สอดคล้องกับเงื่อนไขของ Routh-Hurwitz โดยมีค่ำพำรำมิเตอร์ดังตำรำงที่ 4.4 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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นั่นคือ สมกำร (22) สอดคล้องกับเงื่อนไขของ Routh – Hurwitz [32-33] 
ดังนั้นจุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรังมีควำมเสถียรภำพในเชิงเส้นก ำกับ (local asymptotically 
stable) เมื่อ 0 1R   

iii) จุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรัง * * * *

3 ( ,0,E ,0, I , )B BE S R  
จำกกำรค ำนวณค่ำลักษณะเฉพำะคือ  

5 4 3 2

1 2 3 4 5( )( ) 0d b b b b b                  (23) 
โดยที่ 1 2 3 4 5, , , ,b b b b b  แสดงในภำคผนวก ก. จะได้ว่ำ 
 2 2

1 2 3 4 5 1 2 3 3 1 40, 0,b 0, 0, 0,b 0b b b b b b b b b         และ 
2 2 2 2

1 4 5 1 2 3 3 1 4 5 1 2 3 1 5(b )(b ) (b ) 0b b b b b b b b b b bb        แสดงดังรูปที่ 4.50 
 

 

 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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รูปที่ 4.50 แสดงค่ำพำรำมิเตอร์ส ำหรับจุดสมดุลในสภำวะระบำดเรื้องรังของชนิดสำยพันธุ์ B ซึ่ง
สอดคล้องกับเงื่อนไขของ Routh-Hurwitz โดยมีค่ำพำรำมิเตอร์ดังตำรำงที่ 4.4 

นั่นคือ สมกำร (23) สอดคล้องกับเงื่อนไขของ Routh – Hurwitz [32-33] 
ดังนั้นจุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรังมีควำมเสถียรภำพในเชิงเส้นก ำกับ (local asymptotically 
stable) เมื่อ 0 1R   

 

4.6 ควำมเสถียรภำพวงกว้ำง 

แบบจ ำลองที่ 1 SEIQR 

 ทฤษฎีบท 4.1 ให้ * * * * * *

1 ( , , , , , ) ( ,0,0,0,0,0)H
A B A BE S E E I I Q

d


   ถ้ำ 0 1R   

แล้วจุดสมดุลสภำวะไร้โรค 1E  จะมีควำมเสถียรภำพวงกว้ำงบน
5{( , , , , , ) : }H

A B A BS E E I I Q N
d


      และสมมติให้ * ( ) 0A A B BS N I I     

พิสูจน์  พิจำรณำฟังก์ชันไลปูนอฟ (Lyapunov function) 
*( , , , , , ) ( ln )A B A B A B A BP S E E I I Q S S S E E I I Q         

จะได้ว่ำ   

1. ( , , , , , )A B A BP S E E I I Q  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง 

2. ( , , , , , )A B A BP S E E I I Q  เป็นฟังก์ชันบวกแน่นอน (positive definite function) 

 นั้นคือ ( ( )) 0P x t   ส ำหรับ ( ) 0x t   

 พิจำรณำ *( , , , , , ) ( ln )A B A B A B A BP S E E I I Q S S S E E I I Q        

 ซ่ึง 0 1S  จะได้ ln(0) ln( ) ln(1)S    
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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 นั่นคือ  ln 0S   

  0 lnS   

  *0 lnS S     

  * lnS S S S S     

 จะได้ว่ำ ( ( )) 0P x t   

3. พิจำรณำ 0
dP

dt
   

*

1 A B A BdE dE dI dIdP S dS dQ

dt S dt dt dt dt dt dt

 
       
 

 

 
* 1

1 A A B B H A A A A

A

dP S
SNI SNI dS SNI E dE

dt S IIp
   

  
          
   

 1 1 1
B B B B A A A

B A A

SNI E dE E I dI
IIp IIp IIq


   

        
   

 

 1 1 1 1
( )B B B A B

B B A B

E I dI I I d Q
IIp IIq IIq IIq


   

         
   

 

 
*

1 A A B B H

dP S
SNI SNI dS

dt S
  

 
      
 

 

 ( )A A B B A B A BSNI SNI dE dE dI dI d Q           

* * *

A A B B H
A A B B H

SNI S SNI S SdP
SNI SNI dS

dt S S S

  
           

 
*

( )A A B B A B A B

dSS
SNI SNI dE dE dI dI d Q

S
            

* * **

H A A B B
H

S SNI S SNI SdP dSS
dS

dt S S S S

  
       

 ( )A B A BdE dE dI dI d Q       

เนื่องจำก * HS
d


   และ * ( ) 0A A B BS N I I    

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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*

1 ( )H
H H A B A B

H

dP S
d S dE dE dI dI d Q

dt S


  



 
          

 
 

*

*
1 ( )H

H H A B A B

dP S
S dE dE dI dI d Q

dt S S


  

 
          

 
 

*

*
1 1 ( )H H A B A B

dP S S
dE dE dI dI d Q

dt S S
  

   
            

  
 

*

*
1 1 ( )H A B A B

dP S S
dE dE dI dI d Q

dt S S
 

    
             

   
 

*

*
2 ( )H A B A B

dP S S
dE dE dI dI d Q

dt S S
 

 
         

 
 

* *2 2

*

2
( )H A B A B

dP SS S S
dE dE dI dI d Q

dt SS
 

  
       

 
 

* 2

*

( )
( )H A B A B

dP S S
dE dE dI dI d Q

dt SS
 

 
        

 
 

* 2

*

( )
( ) 0H A B A B

dP S S
dE dE dI dI d Q

dt SS
 

  
          

  
 

จะได้ว่ำ 0
dP

dt
  ซึ่งมีค่ำเป็นลบ  

ดังนั้น * * * * * *

1 ( , , , , , )A B A BE S E E I I Q  มีควำมเสถียรภำพวงกว้ำงเชิงเส้นก ำกับ (global 
asymptotically stable) บน             

 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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 ทฤษฎีบท 4.2  ให้ * * * *

2 ( , ,0, ,0, )A AE S E I Q  ถ้ำ 0 1R   แล้วจุดสมดุลสภำวะเรื้อรัง
ของสำยพันธุ์ A นั่นคือ  2E  จะมีควำมเสถียรภำพวงกว้ำงบน

5{( , , , , , ) : }H
A B A BS E E I I Q N

d


      เมื่อ 

* *
1A

H A A

dI

S N I dS 


 
  

พิสูจน์  พิจำรณำฟังก์ชันไลปูนอฟ (Lyapunov function) 
*( , , , , , ) ( ln )A B A B A AP S E E I I Q S S S E I Q       

*

1 A AdE dIdP S dS dQ

dt S dt dt dt dt

 
     
 

 

 
* 1

1 A A H A A A A

A

dP S
SNI dS SNI E dE

dt S IIp
  

  
         
   

 1 1 1
( )A A A A

A A A

E I dI I d Q
IIp IIq IIq


   

        
   

 

 
*

1 ( )A A H A A A A

dP S
SNI dS SNI dE dI d Q

dt S
   

 
          
 

 

* * *

( )A A H
A A H A A A A

SNI S SdP dSS
SNI dS SNI dE dI d Q

dt S S S

 
              

*
* * ( )H

A A H A A

SdP
S NI dS dS dE dI d Q

dt S


            

*
* *

2
( ) ( )H

A A H A A

SdP
S d S NI dS dE dI d Q

dt S


             

เนื่องจำก   
* *

1A

H A A

dI

S N I dS 


 
 

*

2
( ) ( )H

A

SdP
S d dE d Q

dt S


       

จะได้ว่ำ 0
dP

dt
  ซึ่งมีค่ำเป็นลบ 

ดังนั้น 2E   มีควำมเสถียรภำพวงกว้ำงเชิงเส้นก ำกับ (global asymptotically stable) บน    
           
  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



106 

 

 
  

 ทฤษฎีบท 4.3  ให้ * * * *

3 ( ,0, ,0, , )B BE S E I Q  ถ้ำ 0 1R   แล้วจุดสมดุลสภำวะเรื้อรัง
ของสำยพันธุ์ B นั่นคือ  3E  จะมีควำมเสถียรภำพวงกว้ำงบน

5{( , , , , , ) : }H
A B A BS E E I I Q N

d


      เมื่อ 

* *
1B

H B B

dI

S N I dS 


 
  

พิสูจน์  พิจำรณำฟังก์ชันไลปูนอฟ (Lyapunov function) 
*( , , , , , ) ( ln )A B A B B BP S E E I I Q S S S E I Q       

*

1 B BdE dIdP S dS dQ

dt S dt dt dt dt

 
     
 

 

 
* 1

1 B B H B B B B

B

dP S
SNI dS SNI E dE

dt S IIp
  

  
         
   

 1 1 1
( )B B B B

B B B

E I dI I d Q
IIp IIq IIq


   

        
   

 

 
*

1 ( )B B H B B B B

dP S
SNI dS SNI dE dI d Q

dt S
   

 
          
 

 

* * *

( )B B H
B B H B B B B

SNI S SdP dSS
SNI dS SNI dE dI d Q

dt S S S

 
              

*
* * ( )H

B B H B B

SdP
S NI dS dS dE dI d Q

dt S


            

*
* *

2
( ) ( )H

B B H B B

SdP
S d S NI dS dE dI d Q

dt S


             

เนื่องจำก   
* *

1B

H B B

dI

S N I dS 


 
 

*

2
( ) ( )H

B

SdP
S d dE d Q

dt S


       

จะได้ว่ำ 0
dP

dt
  ซึ่งมีค่ำเป็นลบ 

ดังนั้น 3E   มีควำมเสถียรภำพวงกว้ำงเชิงเส้นก ำกับ (global asymptotically stable) บน    
            

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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แบบจ ำลองที่ 2 SEIR 

 ทฤษฎีบท 4.4 ให้ * * * * * *

1 ( , , , , , ) ( ,0,0,0,0,0)H
A B A BE S E E I I R

d


   ถ้ำ 0 1   

แล้วจุดสมดุลสภำวะไร้โรค 1E  จะมีควำมเสถียรภำพวงกว้ำงบน
5{( , , , , , ) : }H

A B A BS E E I I R N
d


      และสมมติให้ 

*

( ) 0A A B B

S
SNI SNI R

S
       

พิสูจน์  พิจำรณำฟังก์ชันไลปูนอฟ (Lyapunov function) 
*( , , , , , ) [( ln ) 1]A B A B A B A BP S E E I I R S S S E E I I R          

จะได้ว่ำ   

1. ( , , , , , )A B A BP S E E I I R  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง 

2. ( , , , , , )A B A BP S E E I I R  เป็นฟังก์ชันบวกแน่นอน (positive definite function) 

 นั้นคือ ( ( )) 0P x t   ส ำหรับ ( ) 0x t   

 พิจำรณำ *( , , , , , ) ( ln )A B A B A B A BP S E E I I R S S S E E I I R        

 ซ่ึง 0 1S  จะได้ ln(0) ln( ) ln(1)S    

 นั่นคือ  ln 0S   

  0 lnS   

  *0 lnS S     

  * lnS S S S S     

 จะได้ว่ำ ( ( )) 0P x t   

3. พิจำรณำ 0
dP

dt
   

*

1 A B A BdE dE dI dIdP S dS dR

dt S dt dt dt dt dt dt

 
       
 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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 
* 1

1 A A B B H A A A A

A

dP S
SNI SNI dS R SNI E dE

dt S IIp
    

  
           
   

 1 1
B B B B A A A A

B A

SNI E dE E I dI
IIp IIp

 
   

        
   

 

  
1

( )B B B B A A B B

B

E I dI I I d R
IIp

   
 

       
 

 

 
*

1 A A B B H

dP S
SNI SNI dS R

dt S
   

 
       
 

 

 ( )A A B B A B A BSNI SNI dE dE dI dI d R           

* * *

A A B B H
A A B B H

SNI S SNI S SdP
SNI SNI dS R

dt S S S

  
             

 
* *

( )A A B B A B A B

dSS RS
SNI SNI dE dE dI dI d R

S S


             

 
* * * *

H
H A A B B

SdP dSS RS S
dS SNI SNI R

dt S S S S

 
            

 A B A BdE dE dI dI dR      

เนื่องจำก * HS
d


   และ 

*

( ) 0A A B B

S
SNI SNI R

S
      

*

1 H
H H A B A B

H

dP S
d S dE dE dI dI dR

dt S


 



 
         

 
 

*

*
1 H

H H A B A B

dP S
S dE dE dI dI dR

dt S S


 

 
         

 
 

*

*
1 1H H A B A B

dP S S
dE dE dI dI dR

dt S S
 

   
           

  
 

*

*
1 1H A B A B

dP S S
dE dE dI dI dR

dt S S


    
            

   
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้
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*

*
2H A B A B

dP S S
dE dE dI dI dR

dt S S


 
        

 
 

* *2 2

*

2
H A B A B

dP SS S S
dE dE dI dI dR

dt SS


  
      

 
 

* 2

*

( )
H A B A B

dP S S
dE dE dI dI dR

dt SS


 
       

 
 

* 2

*

( )
0H A B A B

dP S S
dE dE dI dI dR

dt SS


  
         

  
 

จะได้ว่ำ 0
dP

dt
  ซึ่งมีค่ำเป็นลบ 

ดังนั้น * * * * * *

1 ( , , , , , )A B A BE S E E I I Q  มีควำมเสถียรภำพวงกว้ำงเชิงเส้นก ำกับ (global 
asymptotically stable) บน            

 

 ทฤษฎีบท 4.5  ให้ * * * *

2 ( , ,0, ,0, )A AE S E I R  ถ้ำ 0 1   แล้วจุดสมดุลสภำวะเรื้อรัง
ของสำยพันธุ์ A นั่นคือ  2E  จะมีควำมเสถียรภำพวงกว้ำงบน

5{( , , , , , ) : }H
A B A BS E E I I R N

d


      เมื่อ 

* *
1A

H A A

dI

S NI dS 


 
  

พิสูจน์  พิจำรณำฟังก์ชันไลปูนอฟ (Lyapunov function) 
*( , , , , , ) ( ln )A B A B A B A BP S E E I I R S S S E E I I R         

*

1 A AdE dIdP S dS dR

dt S dt dt dt dt

 
     
 

 

 
* 1

1 A A H A A A A

A

dP S
SNI dS R SNI E dE

dt S IIp
   

  
          
   

  
1

( )A A A A A A

A

E I dI I d R
IIp

  
 

      
 

 

 
*

1 ( )A A H A A A A

dP S
SNI dS R SNI dE dI d R

dt S
    

 
           
 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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110 

 

 
  

* * *
* ( )A A H

H A A

SNI S SdP RS
dS R dS dE dI d R

dt S S S

  
              

* *
* *

2
( ) ( )H

H A A A A

SdP S
S d NI S dS dE dI R d

dt S S

 
            

เนื่องจำก   
* *

1A

H A A

dI

S NI dS 


 
 

* *

2
( ) ( )H

A

SdP S
S d dE R d

dt S S

 
       

จะได้ว่ำ 0
dP

dt
  ซึ่งมีค่ำเป็นลบ 

ดังนั้น 2E   มีควำมเสถียรภำพวงกว้ำงเชิงเส้นก ำกับ (global asymptotically stable) บน   
           

 

 ทฤษฎีบท 4.6  ให้ * * * *

3 ( , ,0, ,0, )B BE S E I R  ถ้ำ 0 1   แล้วจุดสมดุลสภำวะเรื้อรัง
ของสำยพันธุ์ B นั่นคือ  3E  จะมีควำมเสถียรภำพวงกว้ำงบน

5{( , , , , , ) : }H
A B A BS E E I I R N

d


      เมื่อ 

* *
1B

H B B

dI

S NI dS 


 
  

พิสูจน์  พิจำรณำฟังก์ชันไลปูนอฟ (Lyapunov function) 
*( , , , , , ) ( ln )A B A B A B A BP S E E I I R S S S E E I I R         
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dt S S

 
       

จะได้ว่ำ 0
dP

dt
  ซึ่งมีค่ำเป็นลบ 

ดังนั้น 3E   มีควำมเสถียรภำพวงกว้ำงเชิงเส้นก ำกับ (global asymptotically stable) บน   
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บทท่ี 5 

สรุปผลกำรวิจัยและข้อเสนอแนะ 
 งำนวิจัยนี้ได้แสดงรำยละเอียดของโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยโดยแยกตำมชนิดของเชื้อ 
และได้น ำควำมรู้ทำงคณิตศำสตร์มำประยุกต์ใช้กำรติดเชื้อของโรค โดยกำรสร้ำงแบบจ ำลองทำง
คณิตศำสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่โดยใช้พ้ืนฐำนของกำรสร้ำงแบบจ ำลอง SEIQR และ SEIR ซึ่งใน
งำนวิจัยนี้จะมีกำรแบ่งเป็น 2 แบบจ ำลอง ซึ่งในแบบจ ำลองที่ 1 จะมีกำรพิจำรณำกำรกักกันผู้ป่วย 
เพ่ือกรองผู้ป่วย และแบบจ ำลองที่ 2 จะมีกำรพิจำรณำกำรติดเชื้อซ้ ำหลังจำกหำยจำกโรคไข้หวัดใหญ่  

แบบจ ำลองที่ 1 ได้สร้ำงแบบจ ำลอง SEIQR ได้สมมติให้จ ำนวนประชำกรเป็นค่ำคงที่ให้อัตรำ
กำรเกิดเท่ำกับอัตรำกำรตำย ซึ่งสมกำรทำงคณิตศำสตร์ที่ได้ จะเป็นสมกำรเชิงอนุพันธ์ของประชำกรที่
เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อ ประชำกรที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A ประชำกร
ที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B ประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอด
เชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  ประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B 
ประชำกรที่ถูกกักกันโรคเฉลี่ยของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B   และประชำกรที่ฟ้ืนไข้ 
จำกนั้นใช้วิธีเชิงพลวัตมำตรฐำนในกำรหำจุดสมดุล โดยพบว่ำจะได้จุดสมดุลทั้งหมด 3 จุดสมดุ ล คือ
จุดสมดุลสภำวะไร้โรค 1 จุดสมดุล และจุดสมดุลสภำวะระบำดเรื้อรัง 2 จุดสมดุล ได้แก่ สภำวะ
ระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ A และ สภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ B ตำมเงื่อนไขของ
พำรำมิเตอร์ อีกท้ังแสดงเงื่อนไขของตัวแปรที่ท ำให้เกิดควำมเสถียรภำพในแต่ละจุดสมดุล แล้วน ำกำร
จ ำลองเชิงตัวเลขมำแสดงเพ่ือยืนยันผลลัพธ์ จำกแบบจ ำลองของโรคไข้หวัดใหญ่ที่ศึกษำแบบจ ำลองท่ี 
1 จะได้ค่ำสืบพันธุ์พื้นฐำน 0( )R  คือ 

0

( ) ( )

( (1 2 ))( (1 2 ))

H A B A B A B

B A B B A B

N IIp IIp IIq IIq
R

d IIp IIp dIIp IIq IIq dIIq

   


   
 

โดยกำรพิจำรณำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำนของสภำวะไร้โรคและสภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ A 
และชนิดสำยพันธุ์ B โดยสภำวะไร้โรคจะเกิดควำมเสถียรภำพภำยในเมื่อ 0 1R   และในสภำวะ
ระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B จะเกิดควำมเสถียรภำพภำยในเมื่อ 0 1R   

แบบจ ำลองที่ 2 ได้สร้ำงแบบจ ำลอง SEIR ได้สมมติให้จ ำนวนประชำกรเป็นค่ำคงที่ให้อัตรำ
กำรเกิดเท่ำกับอัตรำกำรตำย ซึ่งสมกำรทำงคณิตศำสตร์ที่ได้ จะเป็นสมกำรเชิงอนุพันธ์ของประชำกรที่
เสี่ยงต่อกำรติดเชื้อ ประชำกรที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A ประชำกร
ที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B ประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอด
เชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ A  ประชำกรที่ติดเชื้อและสำมำรถถ่ำยทอดเชื้อได้ของชนิดสำยพันธุ์ B และ
ประชำกรที่ฟ้ืนไข้ จำกนั้นใช้วิธีเชิงพลวัตมำตรฐำนในกำรหำจุดสมดุล โดยพบว่ำจะได้จุดสมดุลทั้งหมด 
3 จุดสมดุล คือจุดสมดุลสภำวะไร้โรค 1 จุดสมดุล และจุดสมดุลสภำวะระบำดเรื้อรัง 2 จุดสมดุล 
ได้แก่ สภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ A และ สภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ B ตำม
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เงื่อนไขของพำรำมิเตอร์ อีกทั้งแสดงเงื่อนไขของตัวแปรที่ท ำให้เกิดควำมเสถียรภำพในแต่ละจุดสมดุล 
แล้วน ำกำรจ ำลองเชิงตัวเลขมำแสดงเพ่ือยืนยันผลลัพธ์ จำกแบบจ ำลองของโรคไข้หวัดใหญ่ที่ศึกษำ
แบบจ ำลองที่ 2 จะได้ค่ำสืบพันธุ์พื้นฐำน 0( )  คือ 

0

( )( )

( (1 2 ))( 2 )

H A B A B

B A B A B

N IIp IIp

d IIp IIp dIIp d

  

 

 
 

   
 

โดยกำรพิจำรณำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำนของสภำวะไร้โรคและสภำวะระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ A 
และชนิดสำยพันธุ์ B โดยสภำวะไร้โรคจะเกิดควำมเสถียรภำพภำยในเมื่อ 0 1   และในสภำวะ
ระบำดเรื้อรังของชนิดสำยพันธุ์ A และชนิดสำยพันธุ์ B จะเกิดควำมเสถียรภำพภำยในเมื่อ 0 1   

จำกทั้ง 2 แบบจ ำลองข้ำงต้นพบว่ำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำนมีผลต่อกำรลู่เข้ำสู่จุดสมดุล ซึ่งถ้ำค่ำ
สืบพันธุ์พ้ืนฐำนมีค่ำมำกกว่ำจะเกิดกำรระบำดได้เร็วกว่ำ โรคจึงหยุดกำรระบำดได้เร็วกว่ำค่ำสืบพันธุ์
พ้ืนฐำนที่น้อยกว่ำซึ่งจะเกิดกำรระบำดได้ช้ำกว่ำ โรคจึงใช้ระยะเวลำในกำรระบำดนำนกว่ำจึงจะหยุด
กำรระบำดพร้อมทั้งหำควำมเสถียรภำพวงกว้ำงของแบบจ ำลองท้ังสองด้วยในแต่ละจุดสมดุล 

 จำกที่กล่ำวมำข้ำงต้น สำมำรถสรุปได้ว่ำกำรลดกำรระบำดของโรคไข้หวัดใหญ่ ท ำได้โดยกำร
ลดจ ำนวนประชำกรคน อัตรำกำรติดเชื้อทั้งสองสำยพันธุ์ อัตรำกำรถูกกักกันโรค เพ่ือกรองผู้ป่วยที่มี
อำกำรเสี่ยงต่อกำรติดเชื้อไข้หวัดใหญ่ เนื่องจำก จ ำนวนประชำกรคน อัตรำกำรติดเชื้อท้ังสองสำยพันธุ์ 
อัตรำกำรถูกกักกันโรค มีผลต่อค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน ซึ่งถ้ำค่ำสืบพันธุ์พ้ืนฐำน 0 0, 1R    จะท ำให้เกิด
กำรระบำดของโรคไข้หวัดใหญ่ จำกแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่ส ำหรับสำยพันธุ์ 
A และสำยพันธุ์ B ในกำรลดกำรระบำดเพ่ือให้แบบจ ำลองมีประสิทธิภำพ และใช้ได้จริง จึงได้มีกำรน ำ
โปรแกรม Mathematica และ MATLAB มำช่วยในกำรค ำนวณและแสดงผลลัพธ์เชิงตัวเลขของ
แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ที่สอดคล้องกับเงื่อนไขของกำรระบำดภำยใต้สภำวะไร้โรค และสภำวะ
ระบำดเรื้อรัง ซึ่งท ำให้สำมำรถลดกำรระบำดของโรคได้ 

 กำรสร้ำงแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่ได้มีกำรเปรียบเทียบ 2 แบบจ ำลอง
ได้แก่แบบจ ำลองที่ 1 คือ SEIQR และแบบจ ำลองที่ 2 คือ SEIR  ให้ควำมแตกต่ำงของแต่ละ
แบบจ ำลองและเสนอแนวทำงในกำรลดกำรระบำดของโรคไข้หวัดใหญ่ ทั้งนี้ผู้สนใจอำจจะพัฒนำ
แบบจ ำลองนี้ให้มีควำมสมบูรณ์มำกกว่ำนี้ โดยพิจำรณำวัคซีนในกำรป้องกันโรคไข้หวัดใหญ่ หรือ
ก ำหนดให้ขนำดของประชำกรไม่คงท่ี 
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ก ำหนดให้ 𝐼𝐼𝑝𝐴 = 𝑝𝐴 , 𝐼𝐼𝑝𝐵 = 𝑝𝐵 

จุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรัง * * * *

2 ( ,0,E ,0, I , )A AE S R  
จำกกำรค ำนวณค่ำลักษณะเฉพำะคือ  

5 4 3 2

1 2 3 4 5( )( ) 0d a a a a a                   (22) 

โดยที่ 

𝑎1 = [−𝑑𝑃𝐵(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴 + (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐴(𝑑 + 𝛾𝐴))

+ 𝑃𝐴 (−𝑑(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴) − 𝑑(𝑑 + 𝛼)𝑝𝐴(𝑑 + 𝛾𝐴)(1 + 𝑃𝐵(4𝑑 − 𝛾𝐴 − 𝛾𝐵))

+ 𝑃𝐵(𝑑𝛾𝐴(−4𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵)

− (𝑑 + 𝛼)(4𝑑2 − 𝑑(𝛾𝐴 + 𝛾𝐵) + 𝑁𝛽𝐴𝜇𝐻)))] /[𝑑𝑃𝐴𝑃𝐵(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴 + (𝑑

+ 𝛼)𝑝𝐴(𝑑 + 𝛾𝐴))] 

𝑎2 =
1

𝑑𝑃𝐴𝑃𝐵(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴 + (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐴(𝑑 + 𝛾𝐴))𝛽𝐴
(−𝑑𝑃𝐴(1 + 𝑑𝑃𝐴)(1 + 𝑑𝛾𝐴)(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴

+ (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐴(𝑑 + 𝛾𝐴))𝛽𝐵 − 𝑑𝛽𝐴(−𝑑 − 𝛼 − 𝛾𝐴 + 𝑃𝐵((1 − 3𝑑)(𝑑 + 𝛼)

+ 𝑑𝛾𝐴
2 + (𝑑 + 𝛼)(𝛾𝐴 + 𝛾𝐵) + 𝛾𝐴(1 + 𝛼 + 𝑑(−3 + 𝑑 + 𝛼) + 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵)) + (𝑑

+ 𝛼)𝑝𝐴(𝑑 + 𝛾𝐴)(−1 + 𝑃𝐵(1 − 3𝑑 + 𝑑𝛾𝐴 + 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵) + 𝑃𝐴(−3𝑑 + 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵
+ 𝑃𝐵(𝑑(1 − 6𝑑 + 𝑑𝛾𝐴 + 3𝛾𝐴) + (3𝑑 − 𝛾𝐴)𝛾𝐵))) + 𝑃𝐴(−3𝑑(𝑑 + 𝛼) + (𝑑

+ 𝛼)(𝛾𝐴 + 𝛾𝐵) + 𝛾𝐴(−3𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵) + 𝑃𝐵(𝑑
2𝛾𝐴

2 + 𝛾𝐴(𝑑(1 + 4𝛼
+ 𝑑(−6 + 𝑑 + 𝛼)) + (3𝑑 − 𝛼)𝛾𝐴 − (−3𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴)𝛾𝐵) − (𝑑 + 𝛼)(𝑑(−1

+ 6𝑑 − 3𝛾𝐵) + 𝛾𝐴(−3𝑑 + 𝛾𝐵))))) + 𝑁(𝑑 + 𝛼)𝛽𝐴
2(𝑃𝐵 + 𝑃𝐴(1 + 𝑃𝐵(4𝑑 − 𝛾𝐴

− 𝛾𝐵)))𝜇𝐻) 

𝑎3 =
1

𝑑𝑃𝐴𝑃𝐵(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴 + (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐴(𝑑 + 𝛾𝐴))𝛽𝐴
(−𝑑(1 + 𝑑𝑃𝐴)(1 + 𝑑𝛾𝐴)𝛽𝐵(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴

+ (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐴(𝑑 + 𝛾𝐴)(1 + 𝑃𝐴(2𝑑 − 𝛾𝐴)) + 𝑃𝐴(2𝑑(𝑑 + 𝛼) + (2𝑑 − 𝛼)𝛾𝐴
− (𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴)𝛾𝐴)) + 𝑁(𝑑 + 𝛼)𝛽𝐴

2(1 + 𝑃𝐵(3𝑑 + (−1 + 𝛼)𝛾𝐴 − 𝛾𝐵)

+ 𝑃𝐴(3𝑑 − 𝛾𝐴 − 𝛾𝐵 + 𝑃𝐵(6𝑑
2 − 3𝑑𝛾𝐵 + 𝛾𝐴(−3𝑑 + 𝛾𝐵))))𝜇𝐻 − 𝛽𝐴(𝑑(𝑑

+ 𝛼)𝑝𝐴(𝑑 + 𝛾𝐴)(1 − 2𝑑 + 𝛾𝐴 + 𝑑(𝛾𝐴 + 𝑃𝐵(3 − 3𝑑 + 3𝑑𝛾𝐴 + (2 + 𝛼)𝛾𝐴)

+ 𝑃𝐴(1 − 3𝑑 + 𝑑𝛾𝐴 + 2𝛾𝐴 + 𝑑𝑃𝐵(3 − 4𝑑 + 3𝑑𝛾𝐴 + 3𝛾𝐴))) + 𝛾𝐵 − (𝑃𝐵(1

− 2𝑑 + 𝑑𝛾𝐴 + 𝛾𝐴) + 𝑃𝐴(−2𝑑 + 𝛾𝐴 + 𝑑𝑃𝐵(1 − 3𝑑 + 𝑑𝛾𝐴 + 2𝛾𝐴)))𝛾𝐵)

+ 𝑑((1 − 2𝑑)(𝑑 + 𝛼) + 𝑑𝛾𝐴
2 + (𝑑 + 𝛼)(𝛾𝐴 + 𝛾𝐵) + 𝛾𝐴(1 + 𝛼 + 𝑑(−2 + 𝑑

+ 𝛼) + 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵) + 𝑃𝐵(𝑑𝛾𝐴
2(3𝑑 − 𝛾𝐵) + 𝑟𝐴(3𝑑(1 + 𝛼 + 𝑑(−1 + 𝑑 + 𝛼))

+ 𝛾𝐴((−1 + 𝛼)𝛼 + 𝑑(2 + 𝛼) − 𝛾𝐵) − (1 + 𝛼 + 𝑑(−2 + 𝑑 + 𝛼))𝛾𝐵) + (𝑑

+ 𝛼)(−3(−1 + 𝑑)𝑑 + 𝑑(2 + 𝛼)𝛾𝐴 + (−1 + 2𝑑 − 𝛾𝐴)𝛾𝐵))) + 𝑑𝑁(𝑑

+ 𝛼)𝑃𝐴
2(1 + 𝑑𝛾𝐴)𝛽𝐵𝜇𝐻 + 𝑃𝐴(𝑑(𝑑

2𝛾𝐴
2 + 𝛾𝐴(𝑑(1 + 3𝛼 + 𝑑(−3 + 𝑑 + 𝛼))

+ (2𝑑 − 𝛼)𝛾𝐴 − (−2𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴)𝛾𝐵) − (𝑑 + 𝛼)(𝑑(−1 + 3𝑑 − 2𝛾𝐵)

+ 𝛾𝐴(−2𝑑 + 𝛾𝐵))) + 𝑑𝑃𝐵(𝑑
2𝛾𝐴

2(3𝑑 − 𝛾𝐵) + 𝑑(𝑑 + 𝛼)(𝑑(3 − 4𝑑 + 3𝛾𝐴)
+ (−1 + 3𝑑 − 2𝛾𝐴)𝛾𝐵) + 𝑟𝐴(𝛾𝐴(3𝑑(𝑑 − 𝛼) + (−2𝑑 + 𝛼)𝛾𝐵) + 𝑑(𝑑(3

+ 6𝛼 + 𝑑(−4 + 3𝑑 + 3𝛼)) − (1 + 3𝛼 + 𝑑(−3 + 𝑑 + 𝛼))𝛾𝐵))) + 𝑁(𝑑

+ 𝛼)(1 + 𝑑𝛾𝐴)𝛽𝐵𝜇𝐻))) 
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𝑎4 =
1

𝑑𝑃𝐴𝑃𝐵(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴 + (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐴(𝑑 + 𝛾𝐴))𝛽𝐴
(𝑑(1 + 𝑑𝑃𝐴)(1 + 𝑑𝛾𝐴)𝛽𝐵(−(−1 + 𝑑)(𝑑

+ 𝛼) + 𝛾𝐴(1 + 𝛼 + 𝑑(−1 + 𝑑 + 𝛼) + 𝑑𝛾𝐴) + (𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴)𝛾𝐴 + (𝑑

+ 𝛼)𝑝𝐴(1 + 𝑑𝑃𝐴)(𝑑 + 𝛾𝐴)(1 − 𝑑 + 𝑑𝛾𝐴 + 𝛾𝐴) + 𝑃𝐴(𝑑
2𝛾𝐴

2 + 𝑑(𝑑 + 𝛼)(1
− 𝑑 + 𝛾𝐴) + 𝛾𝐴(𝑑(1 + 2𝛼 + 𝑑(−1 + 𝑑 + 𝛼)) + (𝑑 − 𝛼)𝛾𝐴))) + 𝑁(𝑑

+ 𝛼)𝛽𝐴
2(2𝑑 + (−1 + 𝛼)𝛾𝐴 + 𝑃𝐵(𝑑(3𝑑 − 2𝛾𝐵) + (−1 + 𝛼)𝛾𝐴(2𝑑 − 𝛾𝐵))

− 𝛾𝐵 + 𝑃𝐴(𝑑(3𝑑 + 𝑑𝑃𝐵(4𝑑 − 3𝛾𝐴) − 2𝛾𝐴) + (−2𝑑 + 𝛾𝐴 + 𝑑𝑃𝐵(−3𝑑

+ 2𝛾𝐴))𝛾𝐵))𝜇𝐻 − 𝛽𝐴(−(−2 + 𝑑)𝑑2(𝑑 + 𝛼) + 3𝑑4𝑃𝐵 − 𝑑5𝑃𝐵 + 3𝑑3𝛼𝑃𝐵
− 𝑑4𝛼𝑃𝐵 + 2𝑑2𝛾𝐴 − 𝑑3𝛾𝐴 + 2𝑑4𝛾𝐴 + 2𝑑2𝛼𝛾𝐴 + 2𝑑3𝛼𝛾𝐴 + 3𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐴
− 𝑑4𝑃𝐵𝛾𝐴 + 3𝑑5𝑃𝐵𝛾𝐴 + 3𝑑3𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴 + 3𝑑4𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴 + 2𝑑3𝛾𝐴

2 + 3𝑑4𝑃𝐵𝛾𝐴
2

+ 𝑑3𝛾𝐴 + 𝑑2𝛼𝛾𝐴 + 𝑑3𝛼𝛾𝐴 + 𝑑2𝛼2𝛾𝐴 + 𝑑4𝑃𝐵𝛾𝐴 + 𝑑3𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴 + 2𝑑4𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴
+ 2𝑑3𝛼2𝑃𝐵𝛾𝐴 + 𝑑2𝛾𝐴 − 𝑑𝛼𝛾𝐴 + 𝑑2𝛼𝛾𝐴 + 𝑑𝛼2𝛾𝐴 + 𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐴 − 2𝑑2𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴
+ 2𝑑3𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴 + 2𝑑2𝛼2𝑃𝐵𝛾𝐴 − 𝑑2𝛾𝐵 + 𝑑3𝛾𝐵 − 𝑑𝛼𝛾𝐵 + 𝑑2𝛼𝛾𝐵 − 2𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐵
+ 𝑑4𝑃𝐵𝛾𝐵 − 2𝑑2𝛼𝑃𝐵𝛾𝐵 + 𝑑3𝛼𝑃𝐵𝛾𝐵 − 𝑑𝛾𝐴𝛾𝐵 + 𝑑2𝛾𝐴𝛾𝐵 − 𝑑3𝑟𝐴𝛾𝐵
− 𝑑𝛼𝛾𝐴𝛾𝐵 − 𝑑2𝛼𝛾𝐴𝛾𝐵 − 2𝑑2𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 + 𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 − 2𝑑4𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵
− 2𝑑2𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 − 2𝑑3𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 − 𝑑2𝛾𝐴

2𝛾𝐵 − 2𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐴
2𝛾𝐵 − 𝑑2𝛾𝐴𝛾𝐵

− 𝑑𝛼𝛾𝐴𝛾𝐵 − 𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 − 𝑑2𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 − 𝑑3𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 − 𝑑2𝛼2𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵
− 𝑑𝑟𝐴𝛾𝐴𝛾𝐵 − 𝑑2𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 + 𝑑𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 − 𝑑2𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 − 𝑑𝛼2𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 + 𝑑(𝑑

+ 𝛼)𝑝𝐴(𝑑 + 𝛾𝐴)(𝑑(1 + 𝑑𝑃𝐴)(2 − 𝑑 + 2𝑑𝛾𝐴 + 𝑑𝑃𝐵(3 − 𝑑 + 3𝑑𝛾𝐴)) + 𝑑(1

+ 𝛼 + 𝑑𝑃𝐴 + 𝑑(1 + 2𝛼 + 𝑑𝑃𝐴)𝑃𝐵)𝛾𝐴 − ((1 + 𝑑𝑃𝐴)(1 − 𝑑 + 𝑑𝑟𝐴 + 𝑑𝑃𝐵(2

− 𝑑 + 2𝑑𝛾𝐴)) + (1 + 𝑑𝑃𝐴 + 𝑑(1 + 𝛼 + 𝑑𝑃𝐴)𝑃𝐵)𝛾𝐴)𝛾𝐵) + 𝑁(𝑑 + 𝛼)(1

+ 𝑑𝛾𝐴)𝛽𝐵𝜇𝐻 + 𝑑𝑁(𝑑 + 𝛼)𝑃𝐴
2(1 + 𝑑𝛾𝐴)𝛽𝐵(2𝑑 − 𝛾𝐴)𝜇𝐻 + 𝑃𝐴(𝑑

3𝛾𝐴
2(2𝑑

− 𝛾𝐵) + 𝑑2𝑃𝐵(𝑑
2𝛾𝐴

2(3𝑑 − 2𝛾𝐵) + 𝑑(𝑑 + 𝛼)(𝑑(3 − 𝑑 + 𝛾𝐴) + (−2 + 𝑑

− 𝛾𝐴)𝛾𝐵) + 𝛾𝐴(𝑑(𝑑(3 + 4𝛼 + 𝑑(−1 + 3𝑑 + 3𝛼)) + (𝑑 − 3𝛼)𝛾𝐴) − (𝑑(2

+ 3𝛼 + 𝑑(−1 + 2𝑑 + 2𝛼)) + (𝑑 − 2𝛼)𝛾𝐴)𝛾𝐵)) + (𝑑 + 𝛼)(𝑑2(𝑑(2 − 𝑑
+ 𝛾𝐴) + (−1 + 𝑑 − 𝛾𝐴)𝛾𝐵) + 𝑁𝛽𝐵(3𝑑 − 𝛾𝐴)𝜇𝐻) + 𝑑𝑟𝐴(𝛾𝐴(𝑑(𝑑 − 2𝛼)

+ (−𝑑 + 𝛼)𝛾𝐵 −𝑁(𝑑 + 𝛼)𝛽𝐵𝜇𝐻) + 𝑑(𝑑(2 + 3𝛼 + 𝑑(−1 + 2𝑑 + 2𝛼))

− (1 + 2𝛼 + 𝑑(−1 + 𝑑 + 𝛼))𝛾𝐵 + 3𝑁(𝑑 + 𝛼)𝛽𝐵𝜇𝐻))))) 

 

𝑎5 = [((1 + 𝑑𝑃𝐴)(1 + 𝑑𝛾𝐴)𝛽𝐵 − (1 + 𝑑𝑃𝐵)𝛽𝐴(𝑑 − 𝛾𝐵))(𝑑
2(𝑑 + 𝛼)𝑝𝐴(𝑑 + 𝛾𝐴)((1

+ 𝑑𝑃𝐴)(1 + 𝑑𝛾𝐴) + 𝛼𝛾𝐴) + 𝑑(𝑑(1 + 𝑑𝑃𝐴)(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴(1 + 𝛼 + 𝑑(𝑑 + 𝛼)

+ 𝑑𝛾𝐴)) + 𝛼(𝑑(𝑑 + 𝛼) + (−1 + 𝑑 + 𝛼 − 𝑑𝑃𝐴)𝛾𝐴)𝛾𝐴) − 𝑁(𝑑 + 𝛼)𝛽𝐴(𝑑

+ 𝑑𝑃𝐴(𝑑 − 𝛾𝐴) + (−1 + 𝛼)𝛾𝐴)𝜇𝐻)]/[𝑑𝑃𝐴𝑃𝐵(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴 + (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐴(𝑑

+ 𝛾𝐴))𝛽𝐴] 

 

จุดสมดุลภำยใต้สภำวะระบำดเรื้อรัง * * * *

3 ( ,0,E ,0, I , )B BE S R  
จำกกำรค ำนวณค่ำลักษณะเฉพำะคือ  

5 4 3 2

1 2 3 4 5( )( ) 0d b b b b b                   (23) 
โดยที่ 
𝑏1 = [−𝑑𝑃𝐵(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐵 + (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵))

+ 𝑃𝐴 (−𝑑(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐵) − 𝑑(𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵)(1 + 𝑃𝐵(4𝑑 − 𝛾𝐴 − 𝛾𝐵))

+ 𝑃𝐵(𝑑𝛾𝐵(−4𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵)

− (𝑑 + 𝛼)(4𝑑2 − 𝑑(𝛾𝐴 + 𝛾𝐵) + 𝑁𝛽𝐵𝜇𝐻)))] /[𝑑𝑃𝐴𝑃𝐵(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐵 + (𝑑

+ 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵))] 
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𝑏2 =
1

𝑑𝑃𝐴𝑃𝐵(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐵 + (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵))𝛽𝐵
(𝑑2𝑃𝐵

2(1 + 𝑑𝛾𝐵)(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐵 + (𝑑

+ 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵))𝛽𝐴 + 𝛽𝐵(−𝑑(𝑑 + 𝛼) + 𝑑(𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵)(−1 + 𝑃𝐴(1
− 3𝑑 + 𝑑𝛾𝐵 + 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵)) + 𝑑(−𝛾𝐵 + 𝑃𝐴(−(−1 + 3𝑑)(𝑑 + 𝛼) + 𝑑𝛾𝐵

2 + (𝑑
+ 𝛼)(𝛾𝐴 + 𝛾𝐵) + 𝛾𝐵(1 + 𝛼 + 𝑑(−3 + 𝑑 + 𝛼) + 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵))) − 𝑁(𝑑
+ 𝛼)𝑃𝐴𝛽𝐵𝜇𝐻) + 𝑃𝐵(𝑑(1 + 𝑑𝛾𝐵)(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐵 + (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵))𝛽𝐴
+ 𝛽𝐵(𝑑(−3𝑑(𝑑 + 𝛼) + (𝑑 + 𝛼)(𝛾𝐴 + 𝛾𝐵) + 𝛾𝐵(−3𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵))
+ 𝑑(𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵)(−3𝑑 + 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵 + 𝑃𝐴(𝑑(1 − 6𝑑 + 𝑑𝛾𝐵 + 3𝛾𝐴)
+ (3𝑑 − 𝛾𝐴)𝛾𝐵)) − 𝑁(𝑑 + 𝛼)𝛽𝐵𝜇𝐻 + 𝑃𝐴(𝑑

3𝛾𝐵
2 + 𝑑𝛾𝐵(𝑑(1 + 4𝛼 + 𝑑(−6

+ 𝑑 + 𝛼)) + (3𝑑 − 𝛼)𝛾𝐴 − (−3𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐴)𝛾𝐵) + (𝑑 + 𝛼)(𝑑(𝛾𝐴(3𝑑 − 𝛾𝐵)
+ 𝑑(1 − 6𝑑 + 3𝛾𝐵)) + 𝑁𝛽𝐵(−4𝑑 + 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵)𝜇𝐻))))) 

 

𝑏3 =
1

𝑑𝑃𝐴𝑃𝐵(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐵 + (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵))𝛽𝐵
((1 + 𝑑𝑃𝐵)(1 + 𝑑𝛾𝐵)𝛽𝐴(𝑑(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐵

+ (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵)(1 + 𝑃𝐵(2𝑑 − 𝛾𝐵)) + 𝑃𝐵(2𝑑(𝑑 + 𝛼) + (2𝑑 − 𝛼)𝛾𝐵
− (𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐵)𝛾𝐵)) + 𝑁(𝑑 + 𝛼)𝑃𝐵𝛽𝐵𝜇𝐻) + 𝛽𝐵(−𝑑(−1 + 2𝑑)(𝑑 + 𝛼)

+ 𝑑3𝑃𝐵 − 3𝑑4𝑃𝐵 + 𝑑2𝛼𝑃𝐵 − 3𝑑3𝛼𝑃𝐵 + 𝑑𝛾𝐵 − 2𝑑2𝛾𝐵 + 𝑑3𝛾𝐵 + 𝑑𝛼𝛾𝐵
+ 𝑑2𝛼𝛾𝐵 + 𝑑2𝑃𝐵𝛾𝐵 − 3𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐵 + 𝑑4𝑃𝐵𝛾𝐵 + 3𝑑2𝛼𝑃𝐵𝛾𝐵 + 𝑑3𝛼𝑃𝐵𝛾𝐵
+ 𝑑2𝛾𝐵

2 + 𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐵
2 + 𝑑2𝛾𝐴 + 𝑑𝛼𝛾𝐴 + 2𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐴 + 2𝑑2𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴 + 𝑑𝛾𝐵𝛾𝐴

+ 2𝑑2𝑃𝐵𝛾𝐵𝛾𝐴 − 𝑑𝛼𝑃𝐵𝛾𝐵𝛾𝐴 + 𝑑2𝛾𝐵 + 𝑑𝛼𝛾𝐵 + 2𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐵 + 2𝑑2𝛼𝑃𝐵𝛾𝐵
+ 𝑑𝛾𝐵 + 2𝑑2𝑃𝐵𝛾𝐵 − 𝑑𝛼𝑃𝐵𝑟𝐵𝛾𝐵 − 𝑑2𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 − 𝑑𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 − 𝑑𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵
+ 𝑑(𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵)(1 − 2𝑑 + 𝑑𝛾𝐵 + 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵 + 𝑃𝐵(𝑑(1 − 3𝑑 + 𝑑𝛾𝐵
+ 2𝛾𝐴) + (2𝑑 − 𝛾𝐴)𝛾𝐵) + 𝑃𝐴(−3(−1 + 𝑑)𝑑 − 𝛾𝐴 + 𝑑(𝑑(3𝛾𝐵 + 𝑃𝐵(3 − 4𝑑

+ 3𝑑𝛾𝐵)) − (−2 + 𝛾𝐵 + 𝑃𝐵(1 − 3𝑑 + 𝑑𝛾𝐵))𝛾𝐴) + (𝑑(2 + 𝛼 + 3𝑑𝑃𝐵) − (1

+ 2𝑑𝑃𝐵)𝛾𝐴)𝛾𝐵)) − 𝑁(𝑑 + 𝛼)𝛽𝐵(1 + 𝑃𝐵(3𝑑 − 𝛾𝐴 − 𝛾𝐵))𝜇𝐻 + 𝑃𝐴(𝑑
2𝛾𝐵

2(3𝑑

− 𝛾𝐴) + 𝑑𝛾𝐵(3𝑑(1 + 𝛼 + 𝑑(−1 + 𝑑 + 𝛼)) + ((−1 + 𝛼)𝛼 + 𝑑(2 + 𝛼))𝛾𝐵
− 𝛾𝐴(1 + 𝛼 + 𝑑(−2 + 𝑑 + 𝛼) + 𝛾𝐵)) + (𝑑 + 𝛼)(𝑑(−3(−1 + 𝑑)𝑑 + 𝛾𝐴(−1

+ 2𝑑 − 𝛾𝐵) + 𝑑(2 + 𝛼)𝛾𝐵) + 𝑁𝛽𝐵(−3𝑑 + 𝛾𝐴 − (−1 + 𝛼)𝛾𝐵)𝜇𝐻)

+ 𝑃𝐵(𝑑
3𝛾𝐵

2(3𝑑 − 𝛾𝐴) + 𝑑𝛾𝐵(𝑑(𝑑(3 + 6𝛼 + 𝑑(−4 + 3𝑑 + 3𝛼)) − (1 + 3𝛼

+ 𝑑(−3 + 𝑑 + 𝛼))𝛾𝐴) + (3𝑑(𝑑 − 𝛼) + (−2𝑑 + 𝛼)𝛾𝐴)𝛾𝐵) + (𝑑

+ 𝛼)(−𝑑2(𝑑(−3 + 4𝑑 − 3𝛾𝐵) + 𝛾𝐴(1 − 3𝑑 + 2𝛾𝐵)) + 𝑁𝛽𝐵(𝛾𝐴(3𝑑 − 𝛾𝐵)
+ 3𝑑(−2𝑑 + 𝛾𝐵))𝜇𝐻))))) 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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𝑏4 =
1

𝑑𝑃𝐴𝑃𝐵(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐵 + (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵))𝛽𝐵
((1 + 𝑑𝑃𝐵)(1 + 𝑑𝛾𝐵)𝛽𝐴(−(−1 + 𝑑)𝑑(𝑑

+ 𝛼) + 𝑑(𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(1 + 𝑑𝑃𝐵)(𝑑 + 𝛾𝐵)(1 − 𝑑 + 𝑑𝛾𝐵 + 𝛾𝐵) + 𝑑(𝛾𝐵(1 + 𝛼

+ 𝑑(−1 + 𝑑 + 𝛼) + 𝑑𝛾𝐵) + (𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐵)𝛾𝐵 + 𝑃𝐵(𝑑
2𝛾𝐵

2 + 𝑑(𝑑 + 𝛼)(1 − 𝑑
+ 𝛾𝐵) + 𝛾𝐵(𝑑(1 + 2𝛼 + 𝑑(−1 + 𝑑 + 𝛼)) + (𝑑 − 𝛼)𝛾𝐵))) − 𝑁(𝑑 + 𝛼)𝛽𝐵(1

+ 𝑃𝐵(2𝑑 − 𝛾𝐵))𝜇𝐻) + 𝛽𝐵((−2 + 𝑑)𝑑2(𝑑 + 𝛼) − 2𝑑4𝑃𝐵 + 𝑑5𝑃𝐵 − 2𝑑3𝛼𝑃𝐵
+ 𝑑4𝛼𝑃𝐵 − 2𝑑2𝛾𝐵 + 𝑑3𝛾𝐵 − 2𝑑4𝛾𝐵 − 2𝑑2𝛼𝛾𝐵 − 2𝑑3𝛼𝛾𝐵 − 2𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐵
+ 𝑑4𝑃𝐵𝛾𝐵 − 2𝑑5𝑃𝐵𝛾𝐵 − 3𝑑3𝛼𝑃𝐵𝛾𝐵 − 2𝑑4𝛼𝑃𝐵𝛾𝐵 − 2𝑑3𝛾𝐵

2 − 2𝑑4𝑃𝐵𝛾𝐵
2

+ 𝑑2𝛾𝐴 − 𝑑3𝛾𝐴 + 𝑑𝛼𝛾𝐴 − 𝑑2𝛼𝛾𝐴 + 𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐴 − 𝑑4𝑃𝐵𝛾𝐴 + 𝑑2𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴
− 𝑑3𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴 + 𝑑𝛾𝐵𝛾𝐴 − 𝑑2𝛾𝐵𝛾𝐴 + 𝑑3𝛾𝐵𝛾𝐴 + 𝑑𝛼𝛾𝐵𝛾𝐴 + 𝑑2𝛼𝛾𝐵𝛾𝐴
+ 𝑑2𝑃𝐵𝛾𝐵𝛾𝐴 − 𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐵𝛾𝐴 + 𝑑4𝑃𝐵𝛾𝐵𝛾𝐴 + 2𝑑2𝛼𝑃𝐵𝛾𝐵𝛾𝐴 + 𝑑3𝛼𝑃𝐵𝛾𝐵𝛾𝐴
+ 𝑑2𝛾𝐵

2𝛾𝐴 + 𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐵
2𝛾𝐴 − 𝑑3𝛾𝐵 − 𝑑2𝛼𝛾𝐵 − 𝑑3𝛼𝛾𝐵 − 𝑑2𝛼2𝛾𝐵 − 𝑑4𝑃𝐵𝛾𝐵

− 𝑑3𝛼𝑃𝐵𝛾𝐵 − 𝑑2𝛾𝐵 + 𝑑𝛼𝛾𝐵 − 𝑑2𝛼𝛾𝐵 − 𝑑𝛼2𝛾𝐵 − 𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐵 + 2𝑑2𝛼𝑃𝐵𝛾𝐵
+ 𝑑2𝛾𝐴𝛾𝐵 + 𝑑𝛼𝛾𝐴𝛾𝐵 + 𝑑3𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 + 𝑑2𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 + 𝑑𝑟𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 + 𝑑2𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵
− 𝑑𝛼𝑃𝐵𝛾𝐴𝛾𝐵 − 𝑑(𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵)((1 + 𝑑𝑃𝐵)(𝑑(2 − 𝑑 + 2𝑑𝛾𝐵 + 𝑑𝑃𝐴(3

− 𝑑 + 3𝑑𝛾𝐵)) + (−1 + 𝑑 − 𝑑𝛾𝐵 + 𝑑𝑃𝐴(−2 + 𝑑 − 2𝑑𝛾𝐵))𝛾𝐴) + (𝑑(1 + 𝛼

+ 𝑑𝑃𝐵 + 𝑑𝑃𝐴(1 + 2𝛼 + 𝑑𝑃𝐵)) − (1 + 𝑑𝑃𝐵 + 𝑑𝑃𝐴(1 + 𝛼 + 𝑑𝑃𝐵))𝛾𝐴)𝛾𝐵)

+ 𝑁(𝑑 + 𝛼)𝛽𝐵(2𝑑 − 𝛾𝐴 + (−1 + 𝛼)𝛾𝐵 + 𝑃𝐵(𝑑(3𝑑 − 2𝛾𝐵) + 𝛾𝐴(−2𝑑

+ 𝛾𝐵)))𝜇𝐻 + 𝑃𝐴(𝑑
3𝛾𝐵

2(−3𝑑 + 2𝛾𝐴) + 𝑑𝛾𝐵(𝑑(𝑑(−3 + 𝑑 − 3𝑑2 − 3(1

+ 𝑑)𝛼) + (2 − 𝑑 + 2𝑑2 + 2(1 + 𝑑)𝛼)𝛾𝐴) + (−𝑑(𝑑 + 2𝑑𝛼 + 2(−1 + 𝛼)𝛼)

+ (𝑑 + (−1 + 𝑑)𝛼 + 𝛼2)𝛾𝐴)𝛾𝐵) + (𝑑 + 𝛼)(𝑑2(𝛾𝐴(2 − 𝑑 + (1 + 𝛼)𝛾𝐵)

+ 𝑑(−3 + 𝑑 − (1 + 2𝛼)𝛾𝐵)) + 𝑁𝛽𝐵(𝑑(3𝑑 − 2𝛾𝐴) + (−1 + 𝛼)(2𝑑

− 𝛾𝐴)𝛾𝐵)𝜇𝐻) + 𝑑𝑃𝐵(𝑑
3𝛾𝐵

2(−3𝑑 + 2𝛾𝐴) + 𝑑𝛾𝐵(𝑑(𝑑(−3 + 𝑑 − 3𝑑2 − 4𝛼

− 3𝑑𝛼) − (𝑑 − 3𝛼)𝛾𝐵) + 𝛾𝐴(𝑑(2 + 3𝛼 + 𝑑(−1 + 2𝑑 + 2𝛼)) + (𝑑

− 2𝛼)𝛾𝐵)) + (𝑑 + 𝛼)(𝑑2(𝑑(−3 + 𝑑 − 𝛾𝐵) + 𝛾𝐴(2 − 𝑑 + 𝛾𝐵))
+ 𝑁𝛽𝐵(𝑑(4𝑑 − 3𝛾𝐵) + 𝛾𝐴(−3𝑑 + 2𝛾𝐵))𝜇𝐻)))))) 

 

𝑏5 = [((1 + 𝑑𝑃𝐵)(1 + 𝑑𝛾𝐵)𝛽𝐴
− (1 + 𝑑𝑃𝐴)𝛽𝐵(𝑑 − 𝛾𝐴))(𝑑

2(𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵)((1 + 𝑑𝑃𝐵)(1 + 𝑑𝛾𝐵)

+ 𝛼𝛾𝐵)

+ 𝑑(𝑑(1 + 𝑑𝑃𝐵)(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐵(1 + 𝛼 + 𝑑(𝑑 + 𝛼) + 𝑑𝛾𝐵))

+ 𝛼(𝑑(𝑑 + 𝛼) + (−1 + 𝑑 + 𝛼 − 𝑑𝑃𝐵)𝛾𝐵)𝛾𝐵)

− 𝑁(𝑑 + 𝛼)𝛽𝐵(𝑑 + 𝑑𝑃𝐵(𝑑 − 𝛾𝐵) + (−1 + 𝛼)𝛾𝐵)𝜇𝐻)]/[𝑑𝑃𝐴𝑃𝐵(𝑑 + 𝛼 + 𝛾𝐵
+ (𝑑 + 𝛼)𝑝𝐵(𝑑 + 𝛾𝐵))𝛽𝐵] 
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ภำคผนวก ข 

ผลงำนทำงวิชำกำร 
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ประวัติผู้เขียน 
ชื่อ   นำยอนุสิทธิ์ ช ำนำญ 

วัน เดือน ปีเกิด  3 มกรำคม 2538 

ที่อยู่ปัจจุบัน  62 หมู่ 6 ต.บ้ำนดอน อ.ภูเขียว จ.ชัยภูมิ 36110 

ประวัติกำรศึกษำ  2560 วิทยำศำสตรบัณฑิต สำขำคณิตศำสตร์ประยุกต์ เกรดเฉลี่ย 3.25  

สถำบันเทคโนโลยีพระจอมเกล้ำเจ้ำคุณทหำรลำดกระบัง 

2562 วิทยำศำสตรมหำบัณฑิต สำขำคณิตศำสตร์ประยุกต์ เกรดเฉลี่ย 3.88  

สถำบันเทคโนโลยีพระจอมเกล้ำเจ้ำคุณทหำรลำดกระบัง 

ทุนกำรศึกษำที่ได้รับ ทุนอุดหนุนกำรศึกษำในระดับบัณฑิตศึกษำของคณะวิทยำศำสตร์ 

สถำบันเทคโนโลยีพระจอมเกล้ำเจ้ำคุณทหำรลำดกระบัง 

ผลงำนทำงวิชำกำร 1. “กำรหำควำมเสถียรภำพภำยในและควำมเสถียรภำพวงกว้ำงส ำหรับ 

แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ที่พิจำรณำปฏิสัมพันธ์ระหว่ำงไข้หวัดใหญ่ 

สำยพันธุ์เอ และไข้หวัดใหญ่สำยพันธุ์บี ในประเทศไทย ”  

วำรสำรวิทยำศำสตร์ ลำดกระบัง 

2. “แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่สองสำยพันธุ์โดย
พิจำรณำกำรติดเชื้อซ้ ำ”  

กำรประชุมวิชำกำรทำงคณิตศำสตร์ ครั้งที่ 24 (AMM 2019) 
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