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บทคัดย่อภาษาไทย 

บทคัดย่อ 
ทฤษฎีคานของทิโมเชนโกได้วิเคราะห์ถึงการเสียรูปของหน้าตัดคานเนื่องจากแรงดัดและแรง

เฉือน ซึ่งมีข้อจ ากัดของทฤษฎี คือ เมื่อความหนาของคานมีค่าน้อยลง จะท าให้เกิดความไม่สมดุล
ระหว่างการประมาณค่าพลังงานความเครียดดัดและพลังงานความเครียดเฉือน ท าให้เกิดปัญหาที่
เรียกว่า Shear locking จนกระทั่ งมีการประยุกต์ ใช้ ฟังก์ชัน เนิร์บส์  (NURBS: Non-Uniform 
Rational B-Splines) ซึ่งฟังก์ชันเนิร์บส์มีข้อดี คือ มีความต่อเนื่องของฟังก์ชันสูง งานวิจัยนี้จึงได้น า
ประโยชน์ของฟังก์ชันเนิร์บส์มาประยุกต์ใช้ร่วมกับอิลิเมนท์คานทิโมเชนโกแบบเชิงเส้น (Linear 
Timoshenko Beam Element) ท ดแท น การ ใช้ ฟั งก์ ชั น พ หุ น าม  พ บ ว่ า เมื่ อ เ พ่ิ ม ดี ก รี ขอ ง
ฟังก์ชันเนิร์บส์ ท าให้การลู่เข้าของผลลัพธ์ดีขึ้น อย่างไรก็ดีอาจจะต้องมีการใช้เทคนิคเพ่ิมเติม เพื่อที่จะ
ช่วยในการแก้ปัญหาได้ดียิ่งข้ึน ซึ่งจะต้องมีการศึกษาเชิงลึกในล าดับต่อไป 
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บทคัดย่อภาษาอังกฤษ 

ABSTRACT 
The Timoshenko beam theory considered bending and shear deformation. 

There was a limitation when the beam thickness being very thin, the bending and 
the shear strain energy were unbalanced. This phenomenon is well known as shear 
locking. With the advent of NURBS (Non-uniform Rational B-Splines) possessing better 
smoothness and continuity than polynomial basis functions, this research employed 
advantages of using NURBS with linear Timoshenko beam element. The results 
showed that when increasing the degree of NURBS. It made the results of 
convergence better. However, additional techniques were required for further 
investigations. 
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บทท่ี 1 

บทน า 

1.1  กล่าวน า 
ทฤษฎีที่ใช้ในการวิเคราะห์คาน มีอยู่ 2 ทฤษฎี คือ ทฤษฎีของแบร์นูลลี [1] และทฤษฎีของทิ

โมเชนโก [2] ในทฤษฎีของแบร์นูลลี กล่าวว่า เมื่อคานมีการเสียรูป หน้าตัดของคานจะยังคงเป็น
เส้นตรงและตั้งฉากกับแกนกลางคาน นั่นหมายถึงมุมหมุนของหน้าตัด คือ อนุพันธ์ของระยะแอ่นตัว 
ซึ่งทฤษฎีนี้ไม่ได้พิจารณาการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือนและเป็นทฤษฎีที่เหมาะสมกับคานที่มีความ
หนาน้อย ส่วนทฤษฎีของทิโมเชนโก กล่าวว่า หน้าตัดของคานจะยังคงเป็นเส้นตรง แต่ไม่จ าเป็นต้อง
ตั้งฉากกับแกนกลางคาน ซึ่งสามารถรองรับการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือนได้ ซึ่งเป็นผลให้มุมหมุนและ
ระยะแอ่นตัว จะถูกพิจารณาเป็นตัวแปรอิสระแยกจากกัน แต่อย่างไรก็ตาม ในทฤษฎีคานของทิโมเชน
โก ยังพบว่ามีปัญหา Shear locking [3] อยู่ อันเป็นผลมาจากการประมาณค่าพลังงานความเครียด
เฉือนที่ไม่เป็นจริง ส่งผลให้คานที่มีความหนาน้อยมีค่าสติฟเนสการเฉือนมากเกิน ไป ท าให้ผลการ
วิเคราะห์ที่ได้มคี่าระยะแอ่นตัวน้อยตามไปด้วย 

วิธีการไฟไนท์อิลิเมนท์มีข้อบกพร่องในการแบ่งรูปร่างที่สร้างมาจากการใช้คอมพิวเตอร์ช่วย
ค านวณ (CAD: Computer Aided Design) [4] ออกเป็นชิ้นส่วนเล็กๆ (Mesh) ท าให้แบบจ าลองที่ได้
นั้น ไม่มีความสมจริง Hughes และคณะ (2005) [5] ได้น าเสนอเทคนิคที่น าการจ าลองรูปร่างของ
ปัญหาและวิธีการไฟไนท์อิลิเมนท์มารวมกัน ซึ่งท าให้เกิด Isogeometric element ที่ใช้ฟังก์ชันฐาน
เนิ ร์บส์  (NURBS: Non-Uniform Rational B-Splines) ทดแทนฟั งก์ ชันฐานพหุน าม เดิ ม  ซึ่ ง
ฟังก์ชันเนิร์บส์มีความต่อเนื่องของฟังก์ชันสูง และสามารถเลือกฟังก์ชันฐานที่มีดีกรีที่แตกต่างกันได้ 
อีกท้ังยังมีความแม่นย าสูงในการจ าลองรูปร่างของปัญหามากกว่าวิธีการไฟไนท์อิลิเมนท์อีกด้วย 

งานวิจัยนี้ได้น าเทคนิค Isogeometric มาประยุกต์ใช้กับปัญหาคานของทิโมเชนโก โดยใช้
ฟังก์ชันเนิร์บส์เป็นฟังก์ชันฐานแทนฟังก์ชันพหุนาม ซึ่งการใช้ฟังก์ชันเนิร์บส์สามารถน าเสนอรูปร่าง
ของปัญหาหลังจากที่แบ่งส่วนของรูปร่างแล้วได้เท่ากับรูปร่างที่สร้างมาจาก CAD ส่งผลให้สามารถลด
ความคลาดเคลื่อนจากการจ าลองรูปร่างได้ จึงท าให้ความคลาดเคลื่อนในการค านวณขั้นตอนอ่ืนๆ 
ลดลงได้ด้วยเช่นกัน อีกทั้ งยั งสามารถก าหนดดีกรีของฟังก์ชันที่ จะใช้ ได้อย่างหลากหลาย 
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1.2  วัตถุประสงค ์
1. เพ่ือศึกษาคุณสมบัติของฟังก์ชันฐาน B-splines และ NURBS ซึ่ งจะท าการศึกษา

คุณสมบัติและข้อดีของฟังก์ชันแต่ละประเภท และแนวทางการน ามาประยุกต์เข้ากับ
งานวิจัยนี้ 

2. เพ่ือศึกษาผลวิเคราะห์ที่ได้จากการใช้ฟังก์ชันเนิร์บส์ทดแทนฟังก์ชันพหุนาม ในส่วนนี้ถือ
เป็นจุดส าคัญของงานวิจัยนี้ เนื่องจากสามารถแสดงให้เห็นถึงข้อดีของฟังก์ชันฐาน  
B-splines และ NURBS ได้เป็นอย่างด ี

3. เพ่ือศึกษาอัตราการลู่เข้าของปัญหา เพ่ือที่จะเปรียบเทียบผลลัพธ์ที่ได้จากการทดสอบกับ
ผลลัพธ์ที่ได้จากวิธีการไฟไนท์อิลิเมนท์ 

1.3  ขอบเขตของการศึกษา 
1. ศึกษาปัญหาคานที่ใช้ทฤษฎีคานของทิโมเชนโก ซึ่งประเภทของคานที่ใช้ในงานวิจัยนี้ จะ

ถูกก าหนดให้เป็นคานตรงที่สามารถเสียรูปไดท้ั้งแรงดัดและแรงเฉือน 
2. ศึกษาคานที่มีฐานรองรับอย่างง่ายโดยมีแรงกระจายกระท าตลอดความยาวคาน และ

พิจารณาระยะแอ่นตัวที่กลางคาน 
3. ศึกษาคานยื่นที่มีแรงแบบจุดกระท าท่ีปลายคาน และพิจารณาระยะแอ่นตัวที่ปลายคาน 
4. ปรับแต่งอิลิเมนท์ (Refinement) โดยใช้วิธีการเพ่ิมดีกรีของฟังก์ชัน (Order elevation: 

p-refinement) 

1.4  ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 
1. เข้าใจกระบวนการของเทคนิค Isogeometric และสามารถวิเคราะห์ปัญหาอ่ืนๆ โดยใช้

เทคนิคนี้ได้เช่นเดียวกัน 
2. สามารถใช้ ฟังก์ชันเนิร์บส์ทดแทนฟังก์ชันพหุนามได้  เพ่ือที่จะได้ เห็นถึงข้อดีของ

ฟังก์ชันเนิร์บส์อย่างแท้จริง 
3. การศึกษานี้อาจเป็นวิธีการที่น าไปสู่การแก้ปัญหา Shear locking ได ้
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1.5  งานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

1.5.1  NURBS-BASED ISOGEOMETRIC ANALYSIS OF BEAMS AND 
PLATES USING HIGH ORDER SHEAR DEFORMATION THEORY [6] 

Xinkang Li และคณะ ได้ท าการศึกษาคานและเพลท โดยใช้เทคนิค Isogeometric ที่เป็น
ฟังก์ชันเนิร์บส์ ร่วมกับทฤษฎีการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือนที่เป็นฟังก์ชันยกก าลังสูง กล่าวคือ ในทฤษฎี
คานของแบร์นูลลีและทฤษฎีเพลทของเคอร์ชอฟฟ์ ทั้งคู่จะถูกมองว่าเป็นปัญหาที่อยู่ในรูปฟังก์ชันยก
ก าลัง 4 ซึ่งจะสามารถใช้งานได้ ถ้าคานและเพลทมีความหนาน้อย เพราะว่า ไม่ได้พิจารณาแรงเฉือน
ตามขวาง ส่วนทฤษฎีการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือนดีกรี 1 (First-order shear deformation 
theory: FSDT) ได้พิจารณาถึงผลกระทบจากแรงเฉือนตามขวาง จึงท าให้สามารถใช้ได้กับทั้งคานและ
เพลทที่มีความหนาปานกลางและความหนาน้อย อย่างไรก็ตามใน FSDT ความเครียดเฉือนตามขวาง
ถือว่าเป็นค่าคงที่ตลอดความหนา ดังนั้น จึงต้องพิจารณาถึงค่าปรับแก้แรงเฉือนด้วย (Shear 
correction factor) ซึ่งค่าปรับแก้แรงเฉือนจะขึ้นอยู่กับปัจจัยหลายประการ จึงให้ผลลัพธ์ที่มีความ
แม่นย าไม่สูงมากนัก 

เพ่ือก้าวข้ามข้อจ ากัดของ FSDT โดยเฉพาะคานและเพลทที่มีความหนามาก จะใช้ทฤษฎีการ
เสียรูปเนื่องจากแรงเฉือนดีกรี 3 (Third-order shear deformation theory: TSDT) ซึ่งใช้กันอย่าง
แพร่หลายเข้ามาช่วยแก้ปัญหา และมีข้อดี คือ TSDT มีความเหมาะสมกับสถานการณ์ที่จะพิจารณา
มากกว่า จึงไม่จ าเป็นต้องค านวณค่าปรับแก้แรงเฉือน และให้ผลลัพธ์ที่แม่นย ากว่า FSDT 

อย่างไรก็ตาม TSDT ต้องมีระยะแอ่นตัวที่มีความต่อเนื่องที่ 1C  ซึ่งวิธีการไฟไนท์อิลิเมนท์ไม่
สามารถอธิบายให้เข้าใจถึงปัญหาได้โดยง่าย ในบทความนี้จึงแสดงให้เห็นว่าการใช้ 1C TSDT−  นั้น
สามารถท าได้โดยง่าย โดยการใช้เทคนิค Isogeometric ที่เป็นฟังก์ชันเนิร์บส์ เข้ามาวิเคราะห์ปัญหา
คานและเพลท 

จากผลการทดสอบเชิงตัวเลข สามารถสรุปได้ว่า TSDT สามารถให้ผลลัพธ์ที่แม่นย ากว่ามาก 
ทั้งคานและเพลทที่มีทั้งความหนามากและความหนาน้อย อย่างไรก็ตามเม่ือคานและเพลทมีความหนา
น้อยมาก ผลลัพธ์ที่ได้จะเกิดปัญหา Shear locking แต่สามารถลดปัญหาลงได้โดยการปรับแต่งอิลิ
เมนท์แบบ h-refinement และแบบ k-refinement เนื่องจากการปรับแต่งอิลิเมนท์จะต้องเพ่ิม
จ านวนจุดควบคุมและเพ่ิมดีกรีของฟังก์ชันเนิร์บส์ ส่งผลให้การค านวณจะต้องใช้เวลาและทรัพยากรใน
การค านวณมากขึ้นตามไปด้วย ส าหรับการศึกษาในล าดับต่อไป จะมุ่งเน้นไปที่การแก้ปัญหา Shear 
locking ที่เกิดในคาน, เพลท และแผ่นบาง (Shells) 
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1.5.2  STATIC STRUCTURAL AND MODAL ANALYSIS USING 
ISOGEOMETRIC ANALYSIS [7] 

Sangamesh Gondegaon และ Hari K. Voruganti ได้ศึกษาโครงสร้างแบบสถิตย์และ
วิเคราะห์แบบจ าลองโดยใช้เทคนิค Isogeometric ซึ่งมีรายละเอียดของการศึกษา ดังต่อไปนี้ วิธีการ
ไฟไนท์อิลิเมนท์ คือ วิธีการเชิงตัวเลขที่สามารถหาค่าประมาณของปัญหาได้จากสมการอนุพันธ์ย่อย 
ในวิธีการไฟไนท์อิลิเมนท์ แบบจ าลองรูปร่างของวัตถุจะถูกแบ่งออกเป็นอิลิเมนท์ (Mesh) แต่ถือเป็น
เรื่องยากที่เราจะแบ่งรูปร่างที่ซับซ้อนออกเป็นอิลิเมนท์ปกติ (เช่น อิลิเมนท์สามเหลี่ยม และอิลิเมนท์
สี่เหลี่ยม) ดังนั้น การแบ่งรูปร่างของวัตถุออกเป็นอิลิเมนท์จะไม่สามารถใช้แทนรูปร่างที่แท้จริงได้ จะ
เป็นเพียงแค่การประมาณเท่านั้น ซึ่งส่งผลให้ผลลัพธ์ที่ได้จะมีความคาดเคลื่อนเกิดขึ้น นอกจากนี้การ
แบ่งรูปร่างออกเป็นอิลิเมนท์ของรูปร่างที่ซับซ้อนจะใช้เวลาในกระบวนการนี้ค่อนข้างนาน  เป็นที่
สังเกตุว่า กว่า 80% ของการค านวณ จะถูกใช้ไปกับการแบ่งรูปร่างออกเป็นอิลิเมนท์ ดังนั้น จึงถือว่า
เป็นอุปสรรคที่ใหญ่มากของวิธีการไฟไนท์อิลิเมนท์ 

เพ่ือที่จะก้าวข้ามอุปสรรคนี้ แนวคิดของเทคนิค Isogeometric ที่ถูกน าเสนอโดย Hughes 
กล่าวคือ เทคนิค Isogeometric เป็นสะพานเชื่อมระหว่าง CAD และวิธีการไฟไนท์อิลิเมนท์ ซึ่งมี
แนวคิด คือ การใช้ฟังก์ชันฐาน B-Spline ทั้งในการแสดงรูปร่างและในการค านวณ ซึ่งสามารถ
แก้ปัญหาการแบ่งรูปร่างออกเป็นอิลิเมนท์ได้อย่างสิ้นเชิง เนื่องจากแบบจ าลองของวัตถุจะถูกก าหนด
โดยใช้ฟังก์ชันฐาน B-Spline ซึ่งจะช่วยให้ได้แบบจ าลองที่สมจริง ส่งผลให้ได้ผลลัพธ์ที่ดีกว่าและ
สามารถลดระยเวลาการค านวณได้อีกด้วย เนื่องจากฟังก์ชันฐาน B-Spline เป็นเทคโนโลยีที่
แพร่หลายที่สุดในโปรแกรม CAD ดังนั้น จึงถูกน ามาใช้ในเทคนิค Isogeometric นอกจากนี้
ฟังก์ชันเนิร์บส์สามารถปรับแต่งได้โดยง่าย และไม่ส่งผลกระทบต่อรูปร่างของวัตถุหรือการก าหนด
พารามิเตอร์ของวัตถุ 

ในงานวิจัยนี้จึงได้น าเสนอการน าเทนิค Isogeometric เข้ามาใช้ร่วมกับบาร์อิลิเมมนท์ และ
เพลทแบบ 2 มิติ อีกทั้งยังประยุกต์เข้ากับบาร์อิลิเมนท์ที่มีการสั่นสะเทือน และคานแบร์นูลลีที่มีการ
สั่นสะเทือนอีกด้วย 

จากการทดสอบพบว่า เทคนิค Isogeometric เป็นเทคนิคที่มีประโยชน์อย่างสูง และจะเป็น
เทคนิคที่น่าสนใจอย่างมากในอนาคต จะสังเกตได้ว่าเทคนิคนี้น าไปประยุกต์ใช้กับรูปร่างได้อย่าง
ง่ายดาย และสามารถใช้กับรูปทรงที่มีความซับซ้อนได้อีกด้วย ในการศึกษาเพ่ิมเติม คือ การบูรณาการ
เทคนิค Isogemetric กับ CAD เพ่ือหลีกเลี่ยงปัญหาการแบ่งรูปร่างออกเป็นอิลิเมนท์ที่เกิดกับวิธีการ
ไฟไนท์อิลิเมนท ์

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



5 
 

 
 

1.5.3  SINGLE-VARIABLE FORMULATIONS AND ISOGEOMETRIC 
DISCRETIZATIONS FOR SHEAR DEFORMABLE BEAMS [8] 

J. Kiendl และคณะ ได้ศึกษาการสร้างสมการตัวแปรเดียวและการแยกส่วน Isogeometric 
ส าหรับคานที่เสียรูปได้เนื่องจากแรงเฉือน (คานทิโมเชนโก) ส าหรับงานวิจัยนี้ ได้ท าการแยกส่วนระยะ
แอ่นตัวออกเป็น 2 ส่วน คือ ระยะแอ่นดัดและระยะแอ่นเฉือน ซึ่งได้แสดงสมการเชิงอนุพันธ์เดี่ยว 
(Single Differential Equation) ของปัญหาคานทิโมเชนโกกับระยะแอ่นดัด สมการเชิงอนุพันธ์นี้ มี
รูปแบบเหมือนสมการของแบร์นูลลี แตม่ีข้อแตกต่าง คือ มีการอธิบายถึงการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือน
เพ่ิมเข้ามา ซึ่งคล้ายกับที่ Li และ Falsone และคณะ ได้เคยน าเสนอไว้ ทั้งสองบทความนั้นอธิบาย
ปัญหาของคานทิโมเชนโก โดยลดรูปให้เป็นสมการตัวแปรเดียวเช่นเดียวกัน แต่ไม่ได้วิเคราะห์แบบ
แยกส่วนระยะแอ่นตัวเป็น 2 ส่วน และผลลัพธ์ที่ได้ก็เทียบเท่ากับสมการที่ได้จากงานวิจัยนี้เช่นกันด้วย 
อย่างไรก็ตาม Li ไม่ได้พัฒนาสมการรูปอย่างง่าย (Weak Forms) และสมการที่ได้ก็ไม่มีความต่อเนื่อง 
ส่วน Falsone และคณะ ได้พัฒนาสมการรูปอย่างง่าย และสมการของ Falsone และคณะ มีความ
สอดคล้องกับสมการจากวิธีไฟไนท์อิลิ เมนท์ แต่สมการรูปอย่างง่ายของ Falsone และคณะ เป็น
สมการที่ไม่สมมาตรและมีเงื่อนไขที่อิลิเมนท์  

ในงานวิจัยนี้เราสร้างสมการรูปอย่างง่าย ซึ่งเป็นทั้งสมการที่สมมาตร และไม่มีเงื่อนไขที่อิลิ
เมนท์ แต่ระยะแอ่นดัดที่ได้ จะยังคงเป็นอนุพันธ์อันดับที่ 2 และ 3 ซึ่งถือเป็นเรื่องที่น่าประหลาดใจ
เป็นอย่างมาก เนื่องจากฟังก์ชันฐาน Isogeometric ได้ถูกน ามาใช้ ส่งผลให้ให้ได้ดีกรีและความ
ต่อเนื่องของระยะแอ่น ออกมาในทางที่ดีโดยอัตโนมัติ นอกจากนี้ส าหรับสมการของ Galerkin เรายัง
พัฒนาวิธีการจัดระเบียบ Isogeometric ซึ่งใช้สมการรูปอย่างยาก (Strong Forms) เนื่องจากสมการ
มีเพียงตัวแปรเดียวเท่านั้น จึงท าให้มีผลต่อ Degree of Freedom เพียงครึ่งหนึ่งเท่านั้น เมื่อเทียบกับ
สมการมาตรฐานของทิโมเชนโก และในขณะเดียวกันก็สามารถรถลดปัญหา Shear locking ได้อย่าง
สมบูรณ์ ผลลัพธ์เชิงตัวเลขที่ได้จะแสดงให้เห็นถึงความถูกต้องและประสิทธิภาพของวิธีการที่น าเสนอ 
ในมุมมองของผู้เขียน สมการที่ได้นั้น ได้ให้กระบวนทัศน์ใหม่ในการพัฒนาอิลิเมนท์ส าหรับการ
วิเคราะห์โครงสร้าง 
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บทท่ี 2 

ทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง 

2.1  ทฤษฎีคานของทิโมเชนโก 
 

 
รูปที่ 2.1 รูปแบบคานและจลนศาสตร์ [8] 

 
ทฤษฎีคานของทิโมเชนโกถูกพัฒนาขึ้นโดยสตีเฟน ทิโมเชนโก ในช่วงต้นศตวรรษที่ 20 

แบบจ าลองนี้ได้พิจารณาถึงการเสียรูปของคานเนื่องจากแรงเฉือนและผลของการดัดจากการหมุน ท า
ให้เหมาะสมที่จะอธิบายพฤติกรรมของคานที่มีความหนา และคานที่เป็นเนื้อวัสดุผสม ผลลัพธ์ของ
สมการที่ได้จะอยู่ในรูปของอนุพันธ์อันดับที่ 4 ซึ่งแตกต่างจากทฤษฎีของออยเลอร์ – แบร์นูลลี 

ในแบบจ าลองคานของออยเลอร์ – แบร์นูลลี กล่าวว่าเมื่อคานมีการเสียรูป หน้าตัดของคาน
จะยังคงเป็นเส้นตรงและตั้งฉากกับแกนกลางคาน ซึ่งในแบบจ าลองจะไม่ได้พิจารณาถึงการเสียรูป
เนื่องจากแรงเฉือน ส่วนแบบจ าลองคานของทิโมเชนโก ดังแสดงในรูปที่ 2.1 กล่าวว่าในขณะที่คาน
เสียรูป หน้าตัดของคานจะยังคงเป็นเส้นตรงแต่ไม่ตั้งฉากกับแกนกลางคาน เนื่องจากมีการเสียรูปจาก
แรงเฉือน และสมมติฐานนี้จะถูกพิจารณาบนพ้ืนฐานของคานตรง (Straight beam)  

ส าหรับทฤษฎีคานของทิ โมเชนโกที่ พิจารณาบน พ้ืนฐานของวิธีการไฟไนท์ อิลิ เมนท์  
มีรายละเอียดดังต่อไปนี้ 

β 
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2.1.1  สมการสมดุล (Equilibrium equation) 
ส าหรับเงื่อนไขของสมการสมดุลจะได้จากการพิจารณาชิ้นส่วนคานย่อยยาว dx  ที่ถูกกระท า

ด้วยแรงกระจาย q   และโมเมนต์กระจาย m   ดังแสดงในรูปที ่2.2  
 

 
รูปที ่2.2 ความเค้นและแรงภายนอกที่กระท ากับคานส่วนย่อย [2] 

 
จะได้สมการสมดุล ดังนี้ 
 

 

dQ
q Q

dx

dM
m Q M Q

dx

= − = −

= − + = − +

   (2.1) 

 

 
รูปที่ 2.3 แรงกระท าทีข่อบ [2] 

 
เงื่อนไขของแรงกระท าที่ขอบ (Force boundary conditions) หรือเรียกอีกอย่างหนึ่งว่า

เงื่อนไขขอบนิวมานน์ (Neumann boundary conditions) พิจารณาได้ดังแสดงในรูปที่ 2.3 จาก
สมดุลของแรงภายนอก Q  และโมเมนต์ M  กับความเค้น , N Q  และ M  จะได้แรงกระท าที่ขอบ 
ดังนี้ (โดยที่ 0  และ l  ใช้ระบุต าแหน่งปลายด้านซ้ายและขวาของคาน ตามล าดับ) 
 

 
( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

0

,                             ,

,                          

l

l

Q Q Q l Q

M M M l M

= = −

= = −
  (2.2) 
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2.1.2  สมการจลนศาสตร์ (Kinematic equation) 
ส าหรับสมการส่วนที่ สองที่ จ าเป็นส าหรับการหาอนุ พันธ์ย่อย (Partial differential 

equations) เพ่ือที่จะอธิบายปัญหาเชิงคณิตศาสตร์ คือ สมการจลนศาสตร์ ในรูปที่ 2.1 แสดงถึงคาน
ส่วนย่อยทั้งขณะที่เสียรูปและขณะที่ไม่เสียรูป จะเห็นได้ว่ามุมหมุนของหน้าตัด  , ความชันของ
แกนกลางคาน w  และการเสียรูปจากแรงเฉือน   มีความสัมพันธ์กัน 

ก าหนดให้มุมหมุนที่เป็นบวกของ   และ   เป็นทิศทวนเข็มนาฬิกา ส่วนความชัน w  มี
มุมหมุนเป็นบวกที่ทิศตามเข็มนาฬิกา จะได้สมการจลนศาสตร์ ในเทอมของการเสียรูปจากแรงเฉือน 
  และความโค้ง (Curvature)   ดังนี้ 

 

 
w 

 

= +

=
  (2.3) 

 
 เงื่อนไขของการเคลื่อนตัวที่ขอบ (Displacement boundary conditions) หรือเรียกอีก
อย่างหนึ่งว่าเงื่อนไขขอบดิริชเลท์ (Dirichlet boundary conditions) คือ 
 

 
( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

0

,                             ,

,                             

l

l

w w w l w

l   

= =

= =
  (2.4) 

 
เมื่อ w  และ   คือ ระยะแอ่นตัวที่ขอบคานและมุมหมุนที่ขอบคาน ตามล าดับ 

2.1.3  สมการคอนสทิทิวทีฟ (Constitutive equation) 
ในกรณีทั่วไปของวัสดุที่เป็นอิลาสติกเชิงเส้น จะมีความสัมพันธ์ตามกฎของฮุค (Hooke’s law) 

จะได้ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียด ดังนี้ 
 

 Q GA

M EI

 



=

=
  (2.5) 

 
เมื่อ E  คือ ยังมอดูลัส, ( )2 1G E = +  คือ มอดูลัสแรงเฉือน, A bt=  คือ พ้ืนที่หน้าตัด และ

3 12I bt=  คือ โมเมนต์ความเฉื่อย โดยที่ b  คือ ความกว้างของหน้าตัดคาน และได้มีการใช้ค่า
ปรับแก้แรงเฉือน   เนื่องจากมีความคลาดเคลื่อนจากสมมติฐานของแบร์นูลลีที่ว่าหน้าตัดคานยังคง
เป็นเส้นตรง ซึ่งในความเป็นจริงแล้วหน้าตัดคานจะเกิดการบิดตัว 
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2.1.4  หลักการงานเสมือน (Virtual work principle) 
หลักการงานเสมือน กล่าวว่า เมื่อระบบอยู่ในสภาวะสมดุล ผลรวมของงานเสมือนภายในและ

ภายนอกจะเท่ากับศูนย์ ซ่ึงเขียนให้อยู่ในรูปทั่วไปได้ดังนี ้
 

 0int extW W + =   (2.6) 
 
งานเสมือนภายนอก สามารถอธิบายได้ดังนี ้
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0

0

0 0 

l

ext

l lW q w m dx Q w Q l w M M l      = + + + + +   (2.7) 

 
ระยะแอ่นตัวเสมือน w  และมุมหมุนเสมือน   เป็นตัวแปรอิสระ แต่ต้องเป็นไปตามเงื่อนไขของ
การเคลื่อนตัวที่ขอบ งานเสมือนภายในส าหรับคานที่เสียรูปได้เนื่องจากแรงเฉือน อธิบายได้ดังนี ้
 

 ( )
0

 

l

intW Q M dx  − = +   (2.8) 

 
จากสมการจลนศาสตร์ (2.3) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปปริมาณเสมือน (Virtual quantities) ไดด้ังนี้ 
 

 
w  

 

= +

=
  (2.9) 

 
ดังนั้น จะได้งานเสมือนภายใน ดังนี้ 
 

 ( )
0

 

l

intW Q w Q M dx    − = + +   (2.10) 

 
ใช้การปริพันธ์แยกส่วน (Integrate by parts) เพ่ือเปลี่ยนอนุพันธ์จากการเคลื่อนตัวเสมือนและ
ความเครียด ไปเป็นแรงและความเค้น ตามล าดับ ได้ดังนี ้
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0

0

0 0 

l

int

l lW Q w Q M dx Q w Q l w M M l        − = − + + − + − +   

  (2.11) 
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แทนสมการที่ (2.7) และ (2.11) ในสมการที่ (2.6) และประยุกต์ใช้พ้ืนฐานของการแปรผันแคลคูลัส 
(Fundamental lemma of variational calculus) จะได้สมการออยเลอร์ – ลากรางจ์ คือ สมการ
สมดุล (สมการที่ (2.1)) และเงื่อนไขของแรงกระท าที่ขอบ  (สมการที่ (2.2)) ซึ่งในความเป็นจริงแล้ว
สมการข้างต้นทั้ง 2 สมการ มีความเทียบเท่ากันทางคณิตศาสตร์กับหลักการงานเสมือน 
 ปริพันธ์ที่ได้จากสมการที่ (2.6) เรียกว่า รูปแบบอย่างง่าย (Weak form) ส่วนสมการออย
เลอร์ – ลากรางจ์ (สมการที่ (2.1) และ (2.2)) เรียกว่า รูปแบบอย่างยาก (Strong form)  

2.1.5  สมการในรูปเมตริกซ ์
ส าหรับวิธีการไฟไนท์อิลิเมนท์ การเขียนสมการให้อยู่ในรูปเมตริกซ์จะท าให้มีความสะดวก

มากขึ้น ระยะแอ่นตัวและมุมหมุนจะเป็นเวกเตอร์ของการเคลื่อนตัวทั่วไป  u   (Generalized 
displacement) ในท านองเดียวกันความเค้น  σ  และความเครียด ε  ก็จะอยู่ ในรูปเวกเตอร์
เช่นเดียวกัน 
 

 u , σ , ε
w Q

M



 

    
= = =    

    
  (2.12) 

 
ใช้ข้อก าหนดเดียวกันกับปริมาณเสมือน u  และ   จะได้สมการสมดุล, สมการจลนศาสตร์ และ
สมการคอนสทิทิวทีฟ ดังนี้ 
 
 0*

L σ p , σ Cε, ε Lu+ = = =   (2.13) 
 
โดยที่ C  คือ เมตริกซ์ของคุณสมบัติวัสดุ (Material matrix), L  และ L

  คือ เมตริกซ์ด าเนินการ 
และ p  คือ แรงกระจายกระท าตลอดความยาวคาน ซึ่งเขียนอยู่ในรูปเมตริกซ์ได้ดังนี ้
 

 
1 00

0
0 1

*
C , L , L , p

qGA x x

EI m

x x

    
       

= = = =                 −
       

  (2.14) 

 
เงื่อนไขของแรงและระยะเคลื่อนตัวที่ขอบ คือ 
 

 ( ) ( )
0

0 0

0

0σ P σ P P P, , ,
l

l l

l

Q Q
l

M M

   
= = = =   

      

  (2.15) 
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ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



11 
 

 
 

ดังนั้น หลักการงานเสมือนจะเขียนในรูปเมตริกซ์ได้ดังนี้ 
 

 ( ) 0 0

0

0σ ε p u P u P u

l
T TTT

l ldx   − − − =   (2.16) 

 

2.1.6  Discretization 
พิจารณาสมการการเคลื่อนตัวเพียงอย่างเดียวที่อยู่บนพื้นฐานของหลักการงานเสมือน จะได้ 
 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0 00 0 0

l

l l

q w m Q w Q M dx

Q w Q l w M M l

    

   

 + − − −

+ + + + =

   (2.17) 

 
สมการที่ (2.17) พิจารณามาจากหัวข้อที่ 2.1.4  โดยการแทนสมการที่ (2.7) และ (2.10) ในสมการที่ 
(2.6) ซึ่งมีตัวแปรอิสระ คือ ระยะแอ่นตัว w  และมุมหมุน   ส าหรับการ Discretization ได้เลือกใช้
ฟังก์ชันก าหนดรูปร่าง (Shape function) เป็นฟังก์ชันเชิงเส้น ดังนี้ 
 

 ( ) ( )1 2

1 1
1 1 1 1

2 2
, ,N N  = − = + −     (2.18) 

 
โดยที่ 1 และ 2 หมายถึง โหนด (Nodes) ของอิลิเมนท์ และจะได้การประมาณค่าระยะแอ่นตัวและ
มุมหมุน ดังนี้ 
 
 u u Ndh =   (2.19) 
 
โดยที่ N  คือ เมตริกซ์ของฟังก์ชันก าหนดรูปร่าง และ d  คือ ระยะเคลื่อนตัวที่โหนดของอิลิเมนท์ 
สามารถเขียนอยู่ในรูปเมตริกซ์ได้ดังนี้ 
 

 

1

1

1 2

2
1 2

2

0 0

0 0
N , d

w

N N

N N w





 
 

   
= =   

   
 
 

  (2.20) 
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ส าหรับสมการความเครียด จะได้ว่า 
 
 ε ε Lu LNd Bdh h = = =   (2.21) 
 
โดยที่ B  คือ เมตริกซ์ความเครียด – ระยะแอ่นตัว (Strain – Displacement matrix) สามารถเขียน
อยู่ในรูปเมตริกซ์ได้ดังนี้ 
 

 1 1 2 2

1 20 0
B LN

, ,

, ,

x x

x x

N N N N

N N

 
= =  

 
  (2.22) 

 
เมื่อ 
 

 ,
K K

K x

N N
N

x x





  
= =

  
  (2.23) 

 
ในส่วนถัดไปจะเป็นแนวคิดของบับนอฟ – การ์เลอคิน (Bubnov-Galerkin) ที่ใช้การ Discretization 
แบบเดียวกันกับระยะแอ่นตัวเสมือน hw  และมุมหมุนเสมือน h  แทนค่าสมการดังกล่าวใน
หลักการงานเสมือน  (สมการที่  (2.16)) พร้อมกับแทนสมการคอนสทิทิวทีฟ σ Cεh h=  ด้วย
เช่นเดียวกัน จะได้หลักการงานเสมือนที่ Discretized แล้ว ดังนี้ 
 

 ( ) 0

0

0
P

d B CBd d N p  d
P

l

T T T T T

l

dx  
 

− − = 
  

   (2.24) 

 
ซึ่ง d  และ d  เป็นค่าคงที่ จึงสามารถแยกออกจากปริพันธ์ได้ ดังนั้น เราจึงสามารถจัดรูปสมการ
ใหม่ ได้ดังนี้ 
 
 Kd F=   (2.25) 
 
เมื่อ K  คือ สติฟเนสเมตริกซ์ และ F  คือ เวกเตอร์ของแรงภายนอก 
 

 0

0 0

P
K B CB ,               F N p 

P

l l

T T

l

dx dx
 

= = +  
  

    (2.26) 
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2.2  ฟังก์ชันเนิร์บส์ (NURBS: Non-Uniform Rational B-Splines) 

2.2.1  B-splines 
ฟังก์ชันเนิร์บส์สร้างขึ้นมาจาก B-splines ดังนั้น จะเริ่มต้นหัวข้อนี้ด้วยการอธิบายเกี่ยวกับ 

B-splines ก่อน กล่าวคือ อิลิเมนท์ที่อยู่ในพิกัดพารามิเตอร์ (Parameter space) ของ B-splines จะ
เรียงตัวกันเรียกว่า แพทช์ (Patches) ซึ่งแตกต่างจากวิธีการไฟไนท์อิลิเมนท์ ดังนี้ อิลิเมนท์ที่อยู่ใน
พิกัดพารามิเตอร์ของวิธีการไฟไนท์อิลิเมนท์  ซึ่งเรียกว่า อิลิเมนท์อ้างอิง (Reference element) 
หรืออิลิเมนท์หลัก (Parent element) จะเกิดการเชื่อมโยงพิกัด (Mapping) ไปเป็นอิลิเมนท์เดี่ยวใน
พิกัดจริง (Physical space) ซึ่งแต่ละอิลิเมนท์จะมีความเชื่อมโยงพิกัดของตัวมันเอง ดังแสดงในรูปที่ 
2.4 ในทางกลับกันการเชื่อมโยงพิกัดของ B-splines จะใช้แพทช์ที่ประกอบด้วยหลายอิลิเมนท์
เชื่อมโยงกับพิกัดจริง ดังแสดงในรูปที่ 2.5 ซึ่งแต่ละอิลิเมนท์ที่อยู่ในพิกัดจริงจะมีความสอดคล้องกับ 
อิลิเมนท์ที่อยู่ในพิกัดพารามิเตอร์ 

  

 
รูปที่ 2.4 การเชื่อมโยงมิติของวิธีการไฟไนท์อิลิเมนท์ [5] 

 
รูปที่ 2.5 การเชื่อมโยงมิติของ B-splines [5] 
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2.2.1.1  น็อทเวกเตอร ์(Knot vector) 
น็อทเวกเตอร์ คือ เซ็ทของจ านวนจริงที่เพ่ิมขึ้นเรื่อยๆ และอยู่บนพิกัดพารามิเตอร์ 

เขียนในรูปทั่วไปได้ว่า 
 
  1 2 1, ,..., n p   + + =   (2.27) 

 
เมื่อ p  คือ ดีกรีของฟังก์ชันฐาน และ n  คือ จ านวนจุดควบคุม (จ านวนฟังก์ชันฐาน) 
ส าหรับช่วง  1,i i  +  เรียกว่า ช่วงน็อท (Knot span) และช่วง 

1 1, n p  + +
   เรียกว่า แพทช์ 

(Patch) ถ้าภายในน็อทเวกเตอร์มีค่าซ้ ากัน เรียกว่า น็ อทซ้ า (Multiple knot) และถ้า
ระยะห่างของช่วงน็อทมีค่าเท่ากันตลอดทุกช่วง จะเรียกว่า น็อทเวกเตอร์แบบสม่ าเสมอ 
(Uniform knot vector) นอกจากนี้ ถ้าหากว่าจุดเริ่มต้นและจุดสุดท้ายของน็อทเวกเตอร์ มี
ค่าซ้ ากันเป็นจ านวน 1p +  น็อท จะเรียกว่า น็อทเวกเตอร์แบบเปิด (Open knot vector) 
ซึ่งโดยทั่วไปมักจะใช้น็อทเวกเตอร์แบบเปิดในการวิเคราะห์ปัญหา ขนาดของน็อทเวกเตอร์ m  
สามารถค านวณได้จาก 1m n p= + +   
 มีข้อสังเกตที่น่าสนใจเกี่ยวกับน็อทเวกเตอร์ คือ ค่าของน็อทจะไม่มีผลใดๆ กับการ
สร้างฟังก์ชันฐานและเส้นโค้ง ถ้ามีอัตราส่วนของระยะห่างระหว่างน็อทเท่ากัน เช่น 

 1 1 1 0 111, , , , , = − − − ,  0 0 0 1 2 2 2, , , , , , =  และ  10 10 10 20 30 30 30, , , , , , =  

2.2.1.2  ฟังก์ชันฐาน (Basis function) 
B-splines คื อ  ฟั งก์ ชั น ที่ ป ระก อบ ด้ ว ย ฟั งก์ ชั น ช่ ว งพ หุ น าม  (Piecewise 

Polynomials) ซึ่งฟังก์ชันนี้ถูกสร้างขึ้นจากน็อทเวกเตอร์ และถูกค านวณจากสมการของ 
ค็อก–เดอบอร์ (Cox-de Boor) ดังนี้  
ส าหรับ 0p =   

 

 1

,0

1
( )

0 otherwise

i i

iN
  

 + 
= 


  (2.28) 

 
 ส าหรับ 1p    
 

 1

, , 1 1, 1

1 1

( ) ( ) ( )
i pi

i p i p i p

i p i i p i

N N N
  

  
   

+ +

− + −

+ + + +

−−
= +

− −
  (2.29) 

  
เมื่อ i  คือ ล าดับของฟังก์ชันฐาน และ p  คือ ดีกรีของฟังก์ชันฐาน 
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จากการประยุกต์ใช้สมการที่ (2.28) และ (2.29) โดยใช้น็อทเวกเตอร์เป็นแบบ
สม่ าเสมอ ดังแสดงตัวอย่างในรูปที่ 2.6 ส าหรับฟังก์ชันฐานดีกรี 0p =  และ 1p =  จะได้
ผลลัพธ์เป็นค่าคงที่และฟังก์ชันเชิงเส้น (Linear finite element function) ตามล าดับ ส่วน
ฟังก์ชันฐานดีกรี 2p =  แต่ละฟังก์ชันที่ได้จะมีความเหมือนกัน แต่จะขยับออกจากกันไป
เรื่อยๆ ซึ่งแตกต่างจากฟังก์ชันในไฟไนท์อิลิเมนท์ที่รูปร่างของฟังก์ชันจะขึ้นอยู่กับโหนด
ภายในหรือขึ้นอยู่กับโหนดปลาย 

การใช้น็อทเวกเตอร์แบบไม่สม่ าเสมอ ดังแสดงตัวอย่างในรูปที่ 2.7 ฟังก์ชันฐานดีกรี 
4p =  ที่สร้างจากน็อทเว็กเตอร์แบบเปิดแต่ไม่สม่ าเสมอ 0 0 0 0 0 1 2 2 3 3 3 4 4{ , , , , , , , , , , , , , =

4 4 5 5 5 5 5}, , , , , ,  จะเห็นว่าเกิดการแทรกฟังก์ชันฐานเข้ามาที่น็อทซ้ า 4 =  และท าให้ที่
ต าแหน่งนี้มีความต่อเนื่อง 0C  ซึ่งโดยทั่วไปแล้วฟังก์ชันฐานจะมีความต่อเนื่อง C  อยู่ภาย
ในช่วงของน็อท (ระหว่างน็อท 2 น็อท) มีความต่อเนื่อง 1pC −  ที่น็อทเดี่ยว (Single knot) 
และมีความต่อเนื่อง p kC −  เมื่อมีน็อทซ้ าเป็นจ านวน k  น็อท กล่าวคือ เมื่อมีน็อทซ้ าเพ่ิมขึ้น
จะท าให้ความต่อเนื่องลดลง ส าหรับความต่อเนื่อง 1C −  หมายถึง ฟังก์ชันฐานจะไม่มีความ
ต่อเนื่องโดยสิ้นเชิงซึ่งถือเป็นการสิ้นสุดของโดเมน 

 

 
รูปที่ 2.6 ฟังก์ชันฐาน B-splines ดีกรี 0, 1 และ 2 ที่สร้างจากน็อทเวกเตอร์แบบสม่ า เสมอ 

 0 1 2 3 4, , , , ,... =  [5] 
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รูปที่  2.7 ฟั งก์ชันฐานดีกรี  4 ที่ สร้างจากน็ อทเว็กเตอร์แบบเปิดแต่ ไม่ส ม่ า เสมอ   =

 0 0 0 0 0 1 2 2 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5 5, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,  และแสดงความต่อเนื่องท่ีต าแหน่งน็อทต่างๆ [5] 

 

2.2.1.3  การสร้างฟังก์ชันฐานจากน็อทเวกเตอร์แบบสม่ าเสมอ 
เพ่ือที่จะเข้าใจรายละเอียดในการสร้างฟังก์ชันฐานมากขึ้น จึงได้น าเสนอตัวอย่าง

ด้วยการสร้างฟังก์ชันฐานดีกรี 2p =  ที่มีน็อทเวกเตอร์  0 0 0 1 2 2 2, , , , , , =  ซึ่งล าดับ

ขั้นตอนเป็นดังแผนผังที่แสดงในรูปที่ 2.8 และจากสมการที่ (2.28) เริ่มต้นที่ 1i =  จะได้ 
 

 1 2

1,0

1
( )

0 otherwise
N

  


 
= 


  (2.30) 

 
เมื่อ 1 2 0 = =  จะสังเกตเห็นว่า   ไม่มีค่าอยู่ระหว่างช่วง  1 2,   กล่าวคือ 0   และ 

0   ดังนั้น  1,0 ( ) 0N    และในท านองเดียวกันพิจารณาค่า 2 3 4, ,i =  จะได้ 
 

 

1,0

2,0

3,0

4,0

( ) 0

( ) 0

1 0 1
( )

0 otherwise

1 1 2
( )

0 otherwise

N

N

N

N











=

=

 
= 



 
= 



  (2.31) 
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รูปที่ 2.8 แผนผังการสร้างฟังก์ชันฐานดีกรี 2p =  ที่มีน็อทเวกเตอร์  0 0 0 1 2 2 2, , , , , , =  

 

 
รูปที่ 2.9 ฟังก์ชันฐานค่าคงท่ีในพิกัดดัชนี ที่สร้างจากน็อทเวกเตอร์  0 0 0 1 2 2 2, , , , , , =  [5] 

 

1,0N  

2,0N  

3,0N  

4,0N  
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ในรูปที่  2.9 คือ กราฟของสมการที่  (2.31) ที่อยู่ในพิกัดดัชนี  (Index space) และเรา
สามารถค านวณที่ 5i =  และ 6i =  ได้ แต่ฟังก์ชัน 5, pN  และ 6, pN  ที่ได้จะมีค่าเป็นศูนย์
ทุกดีกรีของฟังก์ชัน 
 ส าหรับการสร้างฟังก์ชันเส้นตรง ( )1,iN   จะสร้างจากสมการที่ (2.29) ส าหรับ 

1i =  และ 1p =  จะได้ 
 

 ( ) ( ) ( )11 1 0 2 0

0 0

0 0 0 0
, , ,N N N

 
  

− −
= +

− −
  (2.32) 

 
 เมื่อ ( ) ( )10 2 0 0, ,N N = = และก าหนดให้ 
 

 0
0

0
  (2.33) 

 
 ดังนั้น ( )11 0,N    
  ส าหรับตัวอย่างเพ่ิมเติม จะพิจารณาที่ 3i =  จะได้ 
 

 

( ) ( ) ( )

( )

31 3 0 4 0

0 2

1 0 2 1

1 0 1

0 otherwise

1 1 2
2

0 otherwise

0 1

2 1 2

0 otherwise

, , ,N N N
 

  







 

 

− −
= +

− −

 
= 



 
+ − 



  


= −  



  (2.34) 

 
ด าเนินการแบบเดียวกันกับ 1 2 4, ,i =  จะได้ผลลัพธ์ในรูปของฟังก์ชันช่วงเส้นตรง 
(Piecewise linear function) ดังแสดงในสมการที่ (2.35) และเขียนกราฟได้ดังแสดงในรูป
ที่ 2.10 ดังนี้ 
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( )

( )

( )

( )

11

2 1

31

4 1

0

1 0 1

0 otherwise

0 1

2 1 2

0 otherwise

1 1 2

0 otherwise

,

,

,

,

N

N

N

N



 


 

  

 


=

−  
= 



  


= −  



−  
= 



  (2.35) 

 

 
รูปที่ 2.10 ฟังก์ชันฐานเส้นตรงในพิกัดดัชนี ที่สร้างจากน็อทเวกเตอร์  0 0 0 1 2 2 2, , , , , , =  [5] 

  

1,1N  

2,1N  

3,1N  

4,1N  
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ขั้นตอนสุดท้าย จะเป็นการสร้างฟังก์ชันช่วงดีกรี 2p =  (Piecewise quadratic 
function) ส าหรับตัวอย่างที่ 2i =  จะได้ 
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( ) ( )

( )

2 2 2 1 31

1
2

21
2

0 2

1 0 2 0

1 0 1

0 otherwise
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ด าเนินการแบบเดียวกันกับ 1 3 4, ,i =  จะได้ฟังก์ชันช่วงดีกรี 2p =  ทั้งหมด และเขียน
กราฟได้ดังแสดงในรูปที่ 2.11 ดังนี้ 
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รูปที่ 2.11 ฟังก์ชันฐานดีกรี 2p =  ในพิกัดดัชนี ที่สร้างจากน็อทเวกเตอร์  0 0 0 1 2 2 2, , , , , , = [5] 

 

2.2.1.4  อนุพันธ์ของฟังก์ชันฐาน B-splines 
อนุพันธ์ของฟังก์ชันฐาน B-splines จะอยู่ในเทอมของฟังก์ชันที่มีดีกรีต่ าลง ส าหรับ

ฟังก์ชันดีกรี p  และน็อทเวกเตอร์   จะมีอนุพันธ์ของฟังก์ชันฐานล าดับที่ thi  คือ 
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เราสามารถเขียนให้อยู่ในรูปอนุพันธ์อันดับสูงขึ้นได้ ได้ดังนี้ 
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2.2.1.5  เส้นโค้ง B-splines 
เส้นโค้ง B-splines ถูกสร้างขึ้นมาจากการรวมกันของฟังก์ชันฐาน B-splines และ

สัมประสิทธิ์ของฟังก์ชันฐานหรือเรียกว่า “จุดควบคุม” ซึ่งคล้ายกับพิกัดในวิธีการไฟไนท์อิลิ
เมนท ์ก าหนดให้ n  คือ จ านวนฟังก์ชันฐาน 1 2,, , , ...,i pN i n=   และ 1 2, , , ...,iP i n=  คือ 
จดุควบคุม จะได้ฟังก์ชันของเส้นโค้ง B-splines ซึ่งเป็นฟังก์ชันช่วง ดังนี้ 
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เมื่อ i  คือ จุดควบคุม ส าหรับการแบ่งช่วงแบบเชิงเส้นระหว่างจุดควบคุม จะเรียกว่า รูป
เหลี่ยมควบคุม (Control polygon) ดังแสดงในรูปที่ 2.13 (a) 
 

 
รูปที่  2.12 ฟั งก์ ชั น ฐานดี ก รี  2  ที่ ส ร้ า งจาก น็ อท เว็ก เตอร์แบบ เปิ ดแต่ ไ ม่ ส ม่ า เสมอ

 0 0 0 1 2 3 4 4 5 5 5, , , , , , , , , , =  [5] 

 

 
   (a) เส้นโค้งและจุดควบคุม          (b) เส้นโค้งท่ีถูกแบ่งส่วนด้วยน็อท 

รูปที่ 2.13 เส้นโค้ง B-splines (a) รูปเหลี่ยมควบคุม ซึ่งต าแหน่งของจุดควบคุมแสดงด้วย ⚫  

(b) การแบ่งส่วนของเส้นโค้งออกเป็นอิลิเมนท์ด้วยน็อท ซึ่งต าแหน่งของน็อทแสดงด้วย ◼ [5] 
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ตัวอย่างที่แสดงในรูปที่ 2.13 ถูกสร้างมาจากฟังก์ชันฐานดีกรี 2p =  ดังแสดงในรูป
ที่ 2.12 ส าหรับเส้นโค้งที่เริ่มต้นที่จุดควบคุมแรกและสิ้นสุดลงที่จุดควบคุมสุดท้าย จะเป็น
ลักษณะของเส้นโค้งที่สร้างมาจากน็อทเวกเตอร์แบบเปิด จากตัวอย่างจะสังเกตได้ว่ามีการ
แทรกเส้นโค้งขึ้นมาใหม่ที่จุดควบคุมที่ 6 ท าให้เส้นโค้งมีลักษณะหักงอ (Kink) ซึ่งสาเหตุเกิด
มาจากการที่มีน็อทซ้ าอยู่ในน็อทเวกเตอร์ที่ 4 =  ดังที่กล่าวในหัวข้อก่อนหน้านี้  และ
ข้อสังเกตอีกอย่างหนึ่ง คือ เส้นโค้งจะเป็นเส้นสัมผัสกับรูปเหลี่ยมควบคุมที่จุดควบคุมแรก, 
จุดควบคุมสุดท้าย และจุดควบคุมที่  6 เส้นโค้งนี้จะมีความต่อเนื่อง 1 1pC C− =  ในทุก
ต าแหน่ง ยกเว้นที่ 4 =  ซึ่งเป็นต าแหน่งที่ 0p kC C− =  จะสังเกตเห็นความแตกต่างระว่าง
จุดควบคุมที่แสดงในรูปที่ 2.13 (a) และลักษณะของน็อท ซ่ึงได้แบ่งเส้นโค้งออกเป็นอิลิเมนท์ 
(Curve element) และมีการเชื่อมโยงกับพิกัดจริง ดังแสดงในรูปที่ 2.13 (b) 

2.2.2   ฟังก์ชันเนิร์บส์ 
NURBS เป็นค าย่อของ Non-Uniform Rational B-Splines ซึ่ งค าว่า “Non-Uniform” 

หมายถึง น็อทเวกเตอร์ ซึ่งโดยทั่วไปแล้วจะเป็นแบบไม่สม่ าเสมอ ส่วนค าว่า “Rational” หมายถึง 
ฟังก์ชันฐาน ในขณะที่เส้นโค้ง B-splines จะมีฟังก์ชันฐานเป็นฟังก์ชันช่วงพหุนาม แต่เส้นโค้งเนิร์บส์ 
จะมีฟังก์ชันฐานเป็นฟังก์ชันตรรกยะ (Rational functions) 

ฟังก์ชันเนิร์บส์มีความส าคัญอย่างมาก เนื่องจากสามารถที่จะแสดงรูปร่างของวัตถุได้อย่าง
หลากหลายและแม่นย า ซึ่งไม่สามารถแสดงได้อย่างถูกต้องด้วยฟังก์ชันพหุนาม และในการออกแบบ
ทั่วไปก็ยังคงใช้ฟังก์ชันพหุนามอยู่  

เพ่ือให้เข้าใจถึงการท างานของฟังก์ชันเนิร์บส์ เราต้องเข้าใจทั้งมุมมองทางเรขาคณิตและ
มุมมองทางพีชคณิต ซึ่งมุมมองทางเรขาคณิตจะท าให้เราเข้าใจในขั้นตอนการแบ่งรูปร่างวัตถุ ส่วน
มุมมองทางพีชคณิตจะเป็นประโยชน์ในการออกแบบอัลกอริทึมและการสร้างซอฟท์แวร์  ซึ่งทั้งสองมี
ความจ าเป็นที่เกีย่วข้องกับการวิเคราะห์แบบ Isogeometric 
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(a) รูปเหลี่ยมควบคุม 

 
(b) เส้นโค้ง 

รูปที่ 2.14 รูปวงกลมที่สร้างจากการแปลงภาพฉายของฟังก์ชัน B-splines ดีกรี 2 (a) การแปลง
ภาพฉายของจุดควบคุมโปรเจกทีฟ P

w

i  ท าให้ได้จุดควบคุม Pi  (b) การแปลงภาพฉายของเส้น
โค้งโปรเจกทีฟ ( )C

w   ท าให้ได้เส้นโค้ง ( )C   [5] 
 

2.2.2.1  มุมมองทางเรขาคณิต 
ฟังก์ชันเนิร์บส์จะได้จากการแปลงภาพฉาย (Projective transformation) ของ

ฟังก์ชัน B-splines ซึ่งสามารถสร้างได้อย่างแม่นย า และถือเป็นหนึ่งในคุณสมบัติของเทคนิค 
Isogeometric จากตัวอย่างที่แสดงในรูปที่ 2.14 รูปวงกลมที่สร้างขึ้นด้วยเส้นโค้ง B-splines 
ดีกรี 2p =  จะแปลงโดยท าการฉายทุกจุดบนเส้นโค้งไปยังระนาบ 1z =  โดยเส้นรังสีจะมา
จากจุดก าเนิด (Origin) จะท าให้เราได้จุดควบคุมส าหรับเส้นโค้งเนิร์บส์ที่ได้จากการแปลง
ภาพฉายเดียวกันกับจุดควบคุมของเส้นโค้ง B-splines ซึ่งในบริบทนี้ เราจะเรียกเส้นโค้ง  
B-splines ( )C

w   ว่าเส้นโค้งโปรเจกทีฟ (Projective curve) ที่สร้างมาจากจุดควบคุม 
โปรเจกทีฟ P

w

i  (Projective control points) ส าหรับค าว่า “เส้นโค้ง” และ “จุดควบคุม” 
จะสงวนไว้ใช้กับเนิร์บส์  ( )C   และ Pi  ตามล าดับ 

  

P
w

i  

Pi
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จากเส้นโค้งโปรเจกทีฟและจุดควบคุมโปรเจกทีฟ จะได้ความสัมพันธ์ของจุดควบคุม
ของเส้นโค้งเนิร์บส์ ดังนี้ 

 

 
( ) ( )

( )
1

1P P

P

w

i i ij

w

i i d

w j d

w
+

= =

=

, , ...,
  (2.41) 

 
เมื่อ thj  คือ องค์ประกอบของเวกเตอร์ Pi  และ iw  คือ ค่าถ่วงน้ าหนัก ในรูปที่ 2.14 (a) 
ค่าถ่วงน้ าหนัก คือ องค์ประกอบในแกน z  ของจุดควบคุมโปรเจกทีฟ โดยทั่วไปแล้วในการ
ใช้งานทางวิศวกรรมจะมีค่าถ่วงน้ าหนักเป็นบวก การแบ่งจุดควบคุมโปรเจกทีฟด้วยค่าถ่วง
น้ าหนักจะเทียบเท่ากับการใช้การแปลงภาพฉาย ซึ่งเราต้องการใช้การแปลงภาพฉายกับทุก
จุดบนเส้นโค้ง และเราสามารถท าได้โดยการก าหนดฟังก์ชันถ่วงน้ าหนัก ดังนี้ 
 

 ( ) ( )
1

,

n

i p i

i

W N w 
=

=    (2.42) 

 
โดยที่ ( ),i pN   คือ ฟังก์ชันฐาน B-splines และ ( ) ( )W z =  คือ ความสูงของเส้นโค้งที่

เป็นฟังก์ชันของ   และตอนนี้เราจะได้เส้นโค้งเนิร์บส์ ดังนี้ 
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ทั้ง ( )C

w   และ ( )W   เป็นฟังก์ชันช่วงพหุนาม ส่วนเส้นโค้ง ( )C   เป็นฟังก์ชันตรรกยะ  

2.2.2.2  มุมมองทางพีชคณิต 
แม้ว่ามุมมองทางเรขาคณิตจะท าให้เราทราบการท างานของเนิร์บส์ แต่มุมมองทาง

พีชคณิตจะท าให้เราสามารถจัดการกับเนิร์บส์ได้โดยตรงมากที่สุด ส าหรับประสิทธิภาพของ 
B-splines คือ ความสามารถในการเปลี่ยนรูปร่างโดยการปรับจุดควบคุม ซึ่งเราต้องการที่จะ
จัดการกับเนิร์บส์ในแบบเดียวกันและต้องสามารถท าได้โดยง่ายด้วย เมื่อทราบเช่นนี้แล้ว เรา
จึงต้องการสร้างฟังก์ชันเนิร์บส์จากน็อทเวกเตอร์ และสร้างเส้นโค้งจากผลรวมเชิงเส้น 
(Linear combination) ของฟังก์ชันฐานและจุดควบคุม ซึ่งวิธีการนี้ จะท าให้ทุกอย่าง
เกี่ยวกับ B-splines ที่ศึกษามาเป็นจริงและสามารถใช้กับเนิร์บส์เช่นเดียวกัน 
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ในมุมมองทางพีชคณิตจะท าให้มีประสิทธิภาพมากขึ้นในการสร้างฟังก์ชันฐานเนิร์บส์ 
ดังนั้น เราจะสามารถสร้างรูปร่างและแบ่งส่วนของรูปร่างได้ ซึ่งจะได้ฟังก์ชันฐานเนิร์บส์ ดังนี้ 
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  (2.44) 

  
จะเห็นได้ว่าสมการที่ (2.44) เป็นฟังก์ชันตรรกยะ และใช้สมการนี้ร่วมกับจุดควบคุม (สมการ
ที ่(2.41)) จะท าให้เราได้สมการส าหรับเส้นโค้งเนิร์บส์ซึ่งเป็นรูปแบบเดียวกับ B-splines ดังนี้ 
 

 
1

( ) ( )C P
n

p
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i
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=    (2.45) 

 

2.2.2.3  อนุพันธ์ของฟังก์ชันเนิร์บส์ 
เนื่องจากฟังก์ชันฐานเนิร์บส์ถูกสร้างขึ้นมาจากฟังก์ชันฐาน B-splines ท าให้อนุพันธ์

ของฟังก์ชันเนิร์บส์ขึ้นอยู่กับอนุพันธ์ของฟังก์ชัน B-splines เช่นเดียวกัน ใช้กฎการหารกับ
สมการที่ (2.44) จะได้ 
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   จะได้ว่า 
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 ส าหรับนิพจน์ที่จะใช้ส าหรับอนุพันธ์อันดับสูง จะได้จาก Piegl and Tiller (1997)  ซึ่งเขียน
ได้ดังนี้ 
 

 ( ) ( ) ( ) no sum on, , ( )
k

k

i i i pk

d
A w N i

d
 


=   (2.48) 
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 เมื่อเราไม่หาผลรวมของดัชนีที่ซ้ ากัน จะได้ว่า 
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 ส าหรับอนุพันธ์อันดับสูงของฟังก์ชันตรรกยะ สามารถแสดงได้ดังนี้ 
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 เมื่อ 
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2.2.2.4  เส้นโค้งเนิร์บส์ 
เราสามารถสร้างเส้นโค้งเนิร์บส์ได้จากสมการที่ (2.45) ซึ่งถ้าทุกจุดควบคุมมีการถ่วง

น้ าหนักเท่ากันทั้งหมด จะท าให้ฟังก์ชันฐานเนิร์บส์ในสมการที่ (2.44) ลดรูปไปเป็นฟังก์ชัน
ฐาน B-splines ซึ่งหมายความว่า B-splines เป็นกรณีที่มีการถ่วงน้ าหนักเท่ากันนั่นเอง และ
ท าให้คุณสมบัติต่างๆ ของ B-splines จะสามารถใช้งานได้กับเนิร์บส์เช่นเดียวกัน ในรูปที่ 
2.15 แสดงการแปรผันของการถ่วงน้ าหนักที่จุดควบคุม 4P  ในขณะที่จุดควบคุมอ่ืนๆ จะถูก
ก าหนดให้มีค่าเท่ากับ 1 ทั้งหมด จะเห็นได้ว่าการเพ่ิมค่าถ่วงน้ าหนักจะเป็นการดึงเส้นโค้งให้
เข้าหาจุดควบคุม 
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รูปที่ 2.15 เส้นโค้งเนิร์บส์ ที่แสดงการแปรผันของการถ่วงน้ าหนักที่จุดควบคุม 4P  [4] 

 

 
รูปที่ 2.16 รูปวงกลมที่สร้างจากเส้นโค้งเนิร์บส์ 1

1 3 5 7 2 4 6 8 2
1,w w w w w w w w= = = = = = = =

 0 0 0 0 25 0 25 0 5 0 5 0 75 0 75 111, , , . , . , . , . , . , . , , , =  [4] 

 
ประโยชน์ที่ส าคัญของการใช้ฟังก์ชันตรรกยะ คือ สามารถแสดงรูปของภาคตัดกรวย

ได้อย่างแม่นย า ซึ่งรวมถึงวงกลมและวงรี ในรูปที่ 2.16 แสดงถึงรูปวงกลมที่สร้างจาก
ฟังก์ชันเนิร์บส์ ท าให้สามารถสรุปได้ว่า เนิร์บส์สามารถแสดงวัตถุทางเรขาคณิตที่แม่นย าได้ 
สามารถสร้างเป็นรูปทรงเรียบ, รูปทรงอิสระ, รูปร่างเชิงเส้น, เส้นขอบที่มีความคมและเป็น
เหลี่ยมมุมได้ 
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บทท่ี 3 

วิธีด าเนนิงานวิจัย 

3.1  รายละเอียดการด าเนินงานวิจัย 
ในการทดสอบเชิงตัวเลขจะใช้เทคนิค Isogeometric วิเคราะห์คาน 2 รูปแบบ คือ คานยื่นที่

มีแรงแบบจุดกระท าที่ปลายคาน ดังแสดงในรูปที่ 3.1 (a) และคานช่วงเดียวธรรมดาที่มีแรงกระจาย
กระท าตลอดความยาวคาน ดังแสดงในรูปที่ 3.1 (b) สมมุติให้คานมีคุณสมบัติเหมือนกันตลอดความ
ยาวคาน (Isotropic material) และหน่วยทั้งหมดที่ใช้มีความสอดคล้องกันทั้งหมด ซึ่งคุณสมบัติของ
คานที่ใช้ แสดงดังตารางที่ 3.1 

 
 

 

 

 

(a) คานยื่นที่มีแรงกระท าแบบจุดที่ปลายคาน 

 

 

 

(b) คานช่วงเดียวธรรมดาที่มีแรงกระจายกระท าตลอดความยาวคาน 
รูปที่ 3.1 ลักษณะของคานที่ใช้ในการทดสอบเชิงตัวเลข 

 
ตารางท่ี 3.1 คุณสมบัติของคานที่ใช้ในการทดสอบเชิงตัวเลข 

ยังมอดูลัส, E   1,000 

อัตราส่วนปัวซอง, v   0 
มอดูลัสแรงเฉือน, G   500 

ความยาวคาน, L   1 

ความกว้างคาน, b   1 
ความหนาคาน, t   0.1 

พ้ืนที่หน้าตัด, A   0.1 
โมเมนต์ความเฉื่อย, I   0.0000833 

F=0.001 

q=0.01 

L=1 

L=1 
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ส าหรับแรงกระท าบนคานที่ใช้ในการทดสอบ จะเป็นแรงแบบจุด 0 001.F = −  และแรงกระจาย
กระท าตลอดความยาวคาน 0 01.q = −  และในส่วนของฟังก์ชันฐานที่ใช้ในการทดสอบ จะใช้ฟังก์ชัน
ฐานที่สร้างมาจาก Open-Uniform Knot Vector ที่มีดีกรี 1 2 3 4, , ,p =  โดยที่ก าหนดให้เส้นโค้ง
ส าหรับฟังก์ชันฐานทุกดีกรีมี 1 อิลิเมนท ์
 นอกจากนี้ยังประยุกต์การทดสอบให้สอดคล้องกับการใช้งานจริง โดยก าหนดคุณสมบัติของ
วัสดุให้สอดคล้องกับวัสดุที่มีในท้องตลาด และวิเคราะห์คานที่มีฐานรองรับ 2 รูปแบบเช่นเดียวกับการ
ทดสอบเชิงตัวเลข ซึ่งวัสดุที่ใช้ถูกก าหนดให้เป็นคานเหล็กรูปพรรณหน้าตัดตัวไอ (I-Beam) มีความ
ยาว 3 เมตร มีแรงแบบจุดขนาด 500 กิโลกรัม และมีแรงกระจายขนาด 10 กิโลกรัมต่อเซนติเมตร ดัง
แสดงในรูปที่ 3.2 (a) และรูปที่ 3.2 (b) ซึ่งคุณสมบัติของคานเป็นดังต่อไปนี้ 

 

 

 

 

 

(a) คานยื่นที่มีแรงกระท าแบบจุดที่ปลายคาน 

 

 

 

(b) คานช่วงเดียวธรรมดาที่มีแรงกระจายกระท าตลอดความยาวคาน 
รูปที่ 3.2 ลักษณะของคานที่ใช้ในการทดสอบแบบใช้งานจริง 

 

 
รูปที่ 3.3 หน้าตัดคานเหล็กรูปพรรณที่ใช้ในการทดสอบแบบใช้งานจริง 

 

100 mm. 

200 mm. 

7 mm. 

10 mm. 

F=500 kg 

q=10 kg/cm 

L=300 cm 

L=300 cm 
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ตารางท่ี 3.2 คุณสมบัติของคานที่ใช้ในการทดสอบแบบใช้งานจริง 

ยังมอดูลัส, ( )2
 E kg cm   2,000,000 

อัตราส่วนปัวซอง, v   0.25 

มอดูลัสแรงเฉือน, ( )2
 G kg cm   800,000 

ความยาวคาน, ( ) L cm   300 
ความกว้างคาน, ( ) b cm   10 

ความหนาคาน, ( ) t cm   20 

พ้ืนที่หน้าตัด, ( )2
 A cm   33.06 

โมเมนต์ความเฉื่อย, ( )4
 I cm   2,170 

 
ในตัวอย่างการค านวณจะแสดงเฉพาะตัวอย่างของคานช่วงเดียวธรรมดาที่มีแรงกระจาย

กระท าตลอดความยาวคานที่ค านวณด้วยฟังก์ชันฐานดีกรี 2p =  ซึ่งมีรายละเอียดดังต่อไปนี้ 

3.2  ฟังก์ชันฐาน 
เนื่องจากฟังก์ชันฐานที่ใช้ในการค านวณจะถูกสร้างขึ้นมาจากน็อทเวกเตอร์แบบ Open-

Uniform Knot Vector และจะต้องเป็นเส้นโค้งที่มี 1 อิลิเมนท์ ดังนั้น ฟังก์ชันฐานดีกรี 2p =  
จะต้องมีจุดควบคุมจ านวน 3 จุด ( )1m n p= + +  ดังแสดงในตารางที่ 3.3 และเมื่อใช้ชุดค าสั่งใน
ซอฟท์แวร์ช่วยค านวณทางคณิตศาสตร์ ซ่ึงค านวณจากสมการที่ (2.28) และ (2.29) จะได้ฟังก์ชันฐาน
เป็นจ านวน 1p +  ฟังก์ชัน ดังแสดงในตารางที่ 3.4 และรูปที่ 3.4 

 
ตารางท่ี 3.3 ข้อมูลที่ใช้ในการสร้างฟังก์ชันฐาน 

ดีกรีของฟังก์ชันฐาน, p   2 

จุดควบคุม, ( )P ,i i ix y   0 0 0 5 0 1 0, , . , , ,             

น็อทเวกเตอร์,     0 0 0 111, , , , ,   

จ านวนอิลิเมนท์ของเส้นโค้ง 1 
 

ตารางท่ี 3.4 ฟังก์ชันฐานดีกรี 2p =  
ช่วงของน็อท ฟังก์ชันฐาน 

0 1,     2

1 2 1N  = − +   2

2 2 2N  = − +   2

3N =   
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รูปที่ 3.4 ฟังก์ชันฐานดีกรี 2p =  ที่สร้างจากตารางท่ี 3.3 ซึ่งแสดงน็อทด้วย ⚫ 

 

3.3  สติฟเนสเมตริกซ์ของอิลิเมนท ์
สติฟเนสเมตริกซ์ของอิลิเมนท์ K  สามารถค านวณได้จากสมการที่ (2.26) และเมื่อฟังก์ชัน

ฐานถูกก าหนดให้อยู่บนพิกัดพารามิเตอร์ จาโคเบียนก็จะถูกน ามาใช้ในการค านวณเพ่ือเปลี่ยนจาก
พิกัดจริงไปสู่พิกัดพารามิเตอร์ ดังนั้น จุดบนเส้นโค้ง จะได้จากการหาผลรวมเชิงเส้นของฟังก์ชันฐาน 

iN  และจุดควบคุม Pi  ดังนี้ 
 

 1 1 2 2 3 3P P Px N N N= + +   (3.1) 
 
แทนค่าฟังก์ชันฐานและจุดควบคุม จะได้ 
 

 
( ) ( )2 2 2

0 0 5 1
2 1 2 2

0 0 0

0

.
x

x

    



     
= − + + − + +     

     

 
 =  

 

  (3.2) 

 
จะได้จาโคเบียน คือ 
 

 1
x




=


  (3.3) 

 
จากนั้นใช้กฎลูกโซ่ในการหาอนุพันธ์ย่อยของฟังก์ชันฐาน ซึ่งเขียนได้ว่า 
 

 N N

x x





  
=

  
  (3.4) 

1N  

2N  

3N  
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ดังนั้น อนุพันธ์ย่อยของฟังก์ชันฐานดีกรี 2p =  คือ 
 
 1 2 32 2 4 2 2, ,N N N    = − = − + =   (3.5) 
 
แทนค่าฟังก์ชันฐานจากตารางที่ 3.4 และอนุพันธ์ย่อยของฟังก์ชันฐาน (สมการที่ (3.5)) ในเมตริกซ์
ความเครียด – ระยะแอ่นตัว B  (สมการที่ (2.22)) จะได้ 
 

 
2 2 22 2 2 1 4 2 2 2 2

0 2 2 0 4 2 0 2
B

       

  

 − − + − + − + 
=  

− − + 
  (3.6) 

 
ขั้นตอนสุดท้าย แทนค่าเมตริกซ์ความเครียด – ระยะแอ่นตัว (สมการที่ (3.6)) และเมตริกซ์ของ
คุณสมบัติวัสดุ  C  (สมการที่  (2.14)) ในสมการที่  (2.26) และหาปริพันธ์แบบเชิงวิ เคราะห์ 
(Analytical solution) จะได้สติฟเนสเมตริกซ์ของอิลิเมนท์ K ดังนี้ 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

B CB B CB ,
i

i

l
TT dx

x x dx J d J
d
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  (3.8) 
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3.4  เวกเตอร์ของแรงภายนอก 
เวกเตอร์ของแรงภายนอก F  สามารถค านวณได้จากสมการที่ (2.26) เริ่มต้นด้วยการหา

ปริพันธ์แบบเชิงวิเคราะห์ของฟังก์ชันฐาน จะได้ดังนี้ 
 

 ( ) ( )
1

0

,
i

i

l
dx

qN x dx qN J d J
d





 


+

= =    (3.9) 

 

ดังนั้น จะได้เวกเตอร์ของแรงภายนอก F  คือ 
 

 1 1 1
0 0 0

3 3 3
F

T q q q
 

=
  

  (3.10) 

 

3.5  เงื่อนไขที่ขอบและผลลัพธ์ 
ในกรณีของคานช่วงเดียวธรรมดา ดังแสดงในรูปที่ 3.1 (b) และรูปที่ 3.2 (b) จะมีเงื่อนไขที่

ขอบของฐานรองรับ (Support boundary conditions) คือ  
 

 ( ) ( )0 0 0,                             u u l= =   (3.11) 
 

 ใช้วิธีการขจัด (Elimination method) เช่นเดียวกับที่ ใช้ในวิธีการไฟไนท์อิลิเมนท์ เพ่ือ
ก าหนดเงื่อนไขที่ขอบของฐานรองรับ แถวและหลักที่แสดงถึง DOF (Degree of freedom) ของสติฟ
เนสเมตริกซ์ทั้งระบบ (Global stiffness matrix) และเวกเตอร์ของแรงภายนอกทั้งระบบ (Global 
force vector) จะถูกตดัออกตามเงื่อนไขที่ขอบของฐานรองรับ แสดงได้ดังนี้ 
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(3.12) 
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  (3.13) 
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จากสมการที่ (2.25) สามารถค านวณหาเวกเตอร์ของการเคลื่อนตัว d  ได้ดังนี้ 
 
 1

d K F
−=   (3.14) 

 
ดังนั้น การเคลื่อนตัวของจุดควบคุมส าหรับกรณีของคานช่วงเดียวธรรมดาที่ใช้ฟังก์ชันฐานดีกรี 2p =  
คือ 
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  (3.15) 
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บทท่ี 4 

ผลการศึกษา 
 

ส าหรับอิลิเมนท์คานทิโมเชนโกที่ใช้ฟังก์ชันเนิร์บส์เป็นฟังก์ชันฐานและพิจารณาบนพ้ืนฐาน
ของคานตรง มีการน าเสนอผลการทดสอบ 2 รูปแบบ คือ การทดสอบเชิงตัวเลข จะใช้คุณสมบัติของ
คานดังแสดงในตารางที่ 3.1 และการทดสอบแบบใช้งานจริง จะใช้คุณสมบัติของคานดังแสดงใน
ตารางที่ 3.2 ส าหรับการทดสอบทั้ง 2 รูปแบบ จะมีฟังก์ชันฐานแบบเดียวกัน คือ ฟังก์ชันฐานดีกรี 

1 2 3 4, , ,p =  ดังแสดงในรูปที่ 4.1 ถึงรูปที่ 4.4  
ส าหรับรูปที่ 4.1 เป็นฟังก์ชันฐานดีกรี 1p =  ที่สร้างจากน็อทเวกเตอร์  0 0 11, , , =  มีจุด

ควบคุม 2 จุด, รูปที่ 4.2 เป็นฟังก์ชันฐานดีกรี 2p =  ที่สร้างจากน็อทเวกเตอร์  0 0 0 111, , , , , =  
มี จุ ดค วบ คุ ม  3  จุ ด , รู ป ที่  4.3 เป็ น ฟั งก์ ชั น ฐ าน ดี ก รี  3p =  ที่ ส ร้ า งจ ากน็ อท เวก เตอร์ 

 0 0 0 0 1111, , , , , , , =  มีจุดควบคุม 4 จุด และสุดท้ายรูปที่ 4.4 เป็นฟังก์ชันฐานดีกรี 4p =  ที่สร้าง

จากน็อทเวกเตอร์  0 0 0 0 0 11111, , , , , , , , , =  มีจุดควบคุม 5 จุด 

จากฟังก์ชันฐานที่ได้ น าไปประยุกต์ใช้กับการค านวณที่แสดงในบทที่ 3 จะได้เวกเตอร์การ
เคลื่อนตัวของจุดควบคุม d  จากนั้นน าระยะแอ่นตัวที่ได้ไปเขียนเส้นโค้งดังที่น าเสนอไว้ในบทที่ 2 จะ
ได้รูปร่างของคานที่มีการเสียรูปแล้ว และสามารถวิเคราะห์ผลทดสอบในแต่ละกรณี ได้ดังต่อไปนี้ 
 

 

    
รูปที่ 4.1 ฟังก์ชันฐานดีกรี 1p =  ที่สร้างจากน็อทเวกเตอร์  0 0 11, , , =  ซึ่งแสดงน็อทด้วย ⚫ 

และแสดงจุดควบคุมด้วย ⚫ 
 

 

1N  
2N  
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. 

    
รูปที่  4.2 ฟังก์ชันฐานดีกรี 2p =  ที่สร้างจากน็อทเวกเตอร์  0 0 0 111, , , , , =  ซึ่ งแสดง 

น็อทด้วย ⚫ และแสดงจุดควบคุมด้วย ⚫ 
 

 

    
รูปที่ 4.3 ฟังก์ชันฐานดีกรี 3p =  ที่สร้างจากน็อทเวกเตอร์  0 0 0 0 1111, , , , , , , =  ซึ่งแสดง 

น็อทด้วย ⚫ และแสดงจุดควบคุมด้วย ⚫ 
 

 

    
รูปที่  4.4 ฟังก์ชันฐานดีกรี 4p =  ที่สร้างจากน็อทเวกเตอร์  0 0 0 0 0 11111, , , , , , , , , =  ซึ่ง

แสดงน็อทด้วย ⚫ และแสดงจุดควบคุมด้วย ⚫ 
 

1N  
3N  

2N  

1N  
4N  

2N  3N  

1N  5N  

2N  4N  
3N  
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4.1  คานยื่นที่มีแรงกระท าแบบจุดที่ปลายคาน 
ในกรณีแรก คือ คานยื่น ซึ่งจะพิจารณาระยะแอ่นตัวที่ปลายคานเท่านั้น ค่าระยะแอ่นตัวที่

ปลายคานทีค่ านวณด้วยวิธีเชิงวิเคราะห์ เป็นดังนี้ 
 

 
3

3

FL FL
u

EI GA
= +   (4.1) 

 
 ประยุกต์ใช้การค านวณจากบทที่ 3 และการเขียนเส้นโค้งจากบทที่ 2 จะได้ผลลัพธ์ของระยะ
แอ่นตัวที่ปลายคานยื่นของการทดสอบเชิงตัวเลขและการทดสอบแบบใช้งานจริง ดังแสดงในตารางที่ 
4.1 และตารางที่ 4.2 ตามล าดับ และสามารถพล็อตได้ดังแสดงในรูปที่ 4.5 และรูปที่ 4.6 ตามล าดับ 
 
ตารางที่ 4.1 ระยะแอ่นตัวที่ปลายคานของคานยื่นที่มีแรงกระท าแบบจุดที่ปลายคานของการ
ทดสอบเชิงตัวเลข 

ดีกรี 1p =  2p =  3p =  4p =  
ระยะแอ่นตัวที่ปลายคาน 0.000094 0.003131 0.004024 0.004024 

อัตราส่วนผลลัพธ์เชิงตัวเลขจากการ
ทดสอบต่อผลลัพธ์จากทฤษฎี 

0.023 0.778 1.000 1.000 

 
 Length 

D
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p
la

ce
m

en
t 

 

 
รูปที่ 4.5 ระยะแอ่นตัวที่ปลายคานของคานยื่นที่มีแรงกระท าแบบจุดที่ปลายคานของการทดสอบ
เชิงตัวเลข 
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ตารางที่ 4.2 ระยะแอ่นตัวที่ปลายคานของคานยื่นที่มีแรงกระท าแบบจุดที่ปลายคานของการ
ทดสอบแบบใช้งานจริง 

ดีกรี 1p =  2p =  3p =  4p =  
ระยะแอ่นตัวที่ปลายคาน 0.032447 0.815815 1.043657 1.043657 

อัตราส่วนผลลัพธ์จากการทดสอบ
แบบประยุกต์ต่อผลลัพธ์จากทฤษฎี 

0.031 0.781 1.000 1.000 

 
 Length 

D
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p
la
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m

en
t 

 

 
รูปที่ 4.6 ระยะแอ่นตัวที่ปลายคานของคานยื่นที่มีแรงกระท าแบบจุดที่ปลายคานของการทดสอบ
แบบใช้งานจริง 
 
 จากผลการทดสอบเชิงตัวเลขและการทดสอบแบบใช้งานจริง จะเห็นได้ว่าคานยื่นที่ใช้ฟังก์ชัน
ฐานดีกรี 1p =  จะได้ผลลัพธ์ที่ต่ ามากๆ เมื่อเพ่ิมดีกรีเป็น 2p =  ระยะแอ่นตัวที่ได้จะมีค่าลู่เข้าสู่
ผลลัพธ์จากทางทฤษฎีมากขึ้น และเมื่อใช้ฟังก์ชันฐานดีกรี 3p =  ขึ้นไป จะได้ระยะแอ่นตัวที่เท่ากับ
ผลลัพธ์จากทางทฤษฎี 
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4.2  คานช่วงเดียวธรรมดาที่มีแรงกระจายกระท าตลอดความยาวคาน 
ส าหรับคานช่วงเดียวธรรมดาจะพิจารณาระยะแอ่นตัวที่กึ่งกลางคานเท่านั้น ซึ่งค่าระยะแอ่น

ตัวทีก่ึ่งกลางคานสามารถค านวณด้วยวิธีเชิงวิเคราะห์ ไดด้ังนี้ 
 

 
4 25

384 8

qL qL
u

EI GA
= +   (5.1) 

 
 ประยุกต์ใช้การค านวณจากบทที่ 3 และการเขียนเส้นโค้งจากบทที่ 2 เช่นเดียวกับกรณีของ
คานยื่น จะได้ผลลัพธ์ของระยะแอ่นตัวที่กึ่งกลางคานของการทดสอบเชิงตัวเลขและการทดสอบแบบ
ใช้งานจริง ดังแสดงในตารางที่ 4.3 และตารางที่ 4.4 ตามล าดับ และสามารถพล็อตได้ดังแสดงในรูปที ่
4.7 และรูปที่ 4.8 ตามล าดับ 
 
ตารางที่ 4.3 ระยะแอ่นตัวที่กึ่งกลางคานของคานช่วงเดียวธรรมดาที่มีแรงกระจายกระท าตลอด
ความยาวคานของการทดสอบเชิงตัวเลข 

ดีกรี 1p =  2p =  3p =  4p =  
ระยะแอ่นตัวที่ปลายคาน 0.000000 0.001279 0.001334 0.001592 

อัตราส่วนผลลัพธ์เชิงตัวเลขจากการ
ทดสอบต่อผลลัพธ์จากทฤษฎี 

0.000 0.778 0.822 1.000 

 
 Length 
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รูปที ่4.7 ระยะแอ่นตัวที่กึ่งกลางคานของคานช่วงเดียวธรรมดาที่มีแรงกระจายกระท าตลอดความ
ยาวคานของการทดสอบเชิงตัวเลข 
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ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



41 
 

 
 

ตารางที่ 4.4 ระยะแอ่นตัวที่กึ่งกลางคานของคานช่วงเดียวธรรมดาที่มีแรงกระจายกระท าตลอด
ความยาวคานของการทดสอบแบบใช้งานจริง 

ดีกรี 1p =  2p =  3p =  4p =  
ระยะแอ่นตัวที่ปลายคาน 0.000000 0.199786 0.208852 0.248114 

อัตราส่วนผลลัพธ์เชิงตัวเลขจากการ
ทดสอบต่อผลลัพธ์จากทฤษฎี 

0.000 0.805 0.841 1.000 
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รูปที่ 4.8 ระยะแอ่นตัวที่กึ่งกลางคานของคานช่วงเดียวธรรมดาที่มีแรงกระจายกระท าตลอดความ
ยาวคานของการทดสอบแบบใช้งานจริง 
 
 จากผลการทดสอบเชิงตัวเลขและการทดสอบแบบใช้งานจริง จะเห็นได้ว่าคานช่วงเดียว
ธรรมดาที่ใช้ฟังก์ชันฐานดีกรี 1p =  จะได้ผลลัพธ์เท่ากับศูนย์ สาเหตุอันเนื่องมาจากจ านวนจุด
ควบคุม 2 จุดนั้น อยู่ที่ต าแหน่งฐานรองรับของคาน ส่งผลให้ไม่มีจุดควบคุมที่จะแสดงผลของระยะ
แอ่นตัวที่กึ่งกลางคานได้ แต่เมื่อเพ่ิมดีกรีของฟังก์ชันฐานเป็น 2p =  และ 3p =  ระยะแอ่นตัวที่ได้ก็
ลู่เข้าสู่ผลลัพธ์จากทางทฤษฎีเช่นเดียวกับกรณีของคานยื่น จนกระทั่งเมื่อใช้ฟังก์ชันฐานดีกรี 4p =  
เป็นต้นไป จะได้ระยะแอ่นตัวเท่ากับผลลัพธ์จากทางทฤษฎี 
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บทท่ี 5 

สรุปผลการศึกษา 
 

ในงานวิจัยนี้ได้น าเทคนิค Isogeometric ที่มีฟังก์ชันเนิร์บส์เป็นฟังก์ชันฐานมาใช้ในการ
วิเคราะห์คานแบบทิโมเชนโก ซึ่งฟังก์ชันเนิร์บส์มีข้อดี คือ มีความต่อเนื่องของสมการสูง ผลลัพธ์เชิง
ตัวเลขที่ได้จากการวิเคราะห์ถูกน ามาเปรียบเทียบกับผลลัพธ์จากทฤษฎี จะเห็นได้ว่ าในกรณีของคาน
ยื่น จะพบปัญหาเมื่อใช้ฟังก์ชันฐานที่มีดีกรี 3p   และจะได้ผลลัพธ์ที่เท่ากับทฤษฎีก็ต่อเมื่อใช้
ฟังก์ชันฐานดีกรี 3p   เป็นต้นไป แต่ในกรณีของคานช่วงเดียวธรรมดา จะพบปัญหาเมื่อใช้ฟังก์ชัน
ฐานดีกรี 4p   และจะได้ผลลัพธ์ที่เท่ากับทฤษฎีก็ต่อเมื่อใช้ฟังก์ชันฐานดีกรี 4p   เป็นต้นไป 
ส าหรับทั้งสองกรณีเมื่อใช้ฟังก์ชันฐานที่มีดีกรีสูงขึ้น จะท าให้อัตราการลู่เข้ามีแนวโน้มที่ดีขึ้นเช่นกัน 
และจะสังเกตุได้ว่าเมื่อดีกรีของฟังก์ชันฐานเท่ากับดีกรีของฟังก์ชันของผลลัพธ์จากทางทฤษฎี จะท าให้
ผลลัพธ์ที่ได้นั้นถูกต้องแม่นย า กล่าวคือเท่ากับผลลัพธ์จากทฤษฎี และจุดสังเกตุอีกอย่างหนี่งที่เห็นได้
อย่างชัดเจน คือ หากพบปัญหา Shear locking การเพ่ิมดีกรีของฟังก์ชันเนิร์บส์อาจช่วยให้ปัญหา 
Shear locking บรรเทาลงได้ อย่างไรก็ตามงานวิจัยนี้เป็นเพียงการศึกษาขั้นต้น ยังคงต้องมีการศึกษา
ในรายละเอียดเชิงลึกเพ่ิมเติม ซึ่งอาจจะมีการใช้เทคนิคเพ่ิมเติมเพ่ือที่จะแก้ปัญหา Shear locking ได้
ดียิ่งขึ้น 
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ภาคผนวก ก 

ชุดค าสั่งที่ใช้กับซอฟท์แวร์ช่วยค านวณทางคณิตศาสตร์ 
 

ก.1  Procedure 
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ก.2  Input data 
 

 
  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆท้ังสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกคร้ังที่มีการนำไปใช้



46 
 

 
 

ก.3  Basis function 
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ก.4  Mapping 
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ก.5  Stiffness matrix 
 

ก.6  Force vector 
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ก.7  Modify matrix 
 

 

ก.8  Solve 
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