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ABSTRACT 

 

This thesis was purposed to present the sampling method to calculate root mean square 

(RMS) of periodic signals in application parts of alternating current signals or other wave signals 

which require to calculate RMS by generating periodic signals from various periodic functions 

synthesized by Fourier series, then the functions will be calculated to obtain RMS. Later, the 

experimental results will introduce the same properties of such periodic functions in error 

calculation, finally the same error properties will support to calculate RMS to conclude a formula 

more conveniently and use lower sampling size than popular Calculus integration techniques of 

midpoint rule, trapezoid rule and Simpson’s rule. 
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1.1  	
���
� ������	
�����	��������
����  
����������	
��

����� (root mean square : RMS) ��
�	�������� ��������	�
�� �������

����!
����	
��
�	�����	" �#��$����$������
%��
&' *'���+,�����" -�����#&�
�.� �
���� �
�������	� /!� 
-�����#�
�%����������� ������
'	����� �
����	"� ���0�	�12 ����$��#�$�2 �%."�3��
��
���� ��������	� ���
����#�������������� ������
'	����� ��������	��	"�-�$����

���������
+�$
#�� �!"���2��	��0��
-����	��������	�������#�4��������
���$��#�
�0��
-���-����&0��	�����#$����'�-���#�
�#	'�!"��
�$�$������������� ��
��	" 
��--���	��#�
���2
+�����$�+�$�	�5����
�	��������#$�	��	" � �+�-�+��

�,'��	��	�/�" �6&�7�#

#��
���������
��-�
����7�#

#�������������" #�� ��� (period) 0�.����
#�� (cycle) 0���	�����	
�


�,'���&0$���-�$��2����
0�.����/�" ��	��	�������
�,'&������� ��
�.���6�����" -�
�����	�������
$��	�5��/�" �6�����" #�� �	�������$���� (periodic signal) [1]  +�$�������#&����
+��#��
�	�������� ��������	�-�$��������$�������/!� 
-�
���������
+�$
#�� 
��-!
+��
$�������
�� �+	#
������-�����!
����	
��
�	�������� ��	" � *'��	�#�����0����+	#�����
��9�$���$2����

���������
��$� ��--�&7����
�����
����,+
�� �+	#�����
��9�$���$2�'	
����# �+����
�����
��
��,+�$���$������$�&7��	��	�������� ��������	��'�
%����9��$�	+,�����#�
�#	'�!"��
��
$���
�������������
'	�$���,$�����
����	����&0�1��#$��
���
�����
����,+$����
�� �;2��< /!� 
���
&0��$���$����������	
��
�	�����'�
�� -!
���&0��	��, �,��<
�.�����-����������'��
�����
�����
'	����� ��������	�'�#�����������	
��

�����$�
�� �+	#���&����
�������'��
�����
�����
'	���
���� ��������	�������
�����
����,+ 
       ���
�,'�!"���
�	�������$�����	�#�� -�
�,'�!"�$�-������#$�	���
��.���	�����2��/�<
0�����#����$��#�$����+�+��
�	������ *'������.���	���������+�����#�-�
�� ���.���2��/�<���
$��#�$���
�� �-���#��	�
�����
�#�$���0�	�$2� (fundamental frequency) /!� 

�� ���+�$0�	����
��
�������
�	�������$����'�#����&7�79'��9��$�2
����<��
�	����$��	

����0<�	�������$�
���*'����-�
�� ���+�$�=5>���9��$�2
����< [2] 
       ����������	
��

������$�&7�
�� �����������!
����	
��
�	�������� ��������	�
%��
����

'��#

����	"� �+�-��
��#,-	�$��$���'�$�����������������	
��

�������&7�
���2�����.��
7�� ���
���
$,��9�4�%��
�	�������� �&�7�#

#�����%,-����
%.������� �
�	��	�0���� RMS ��
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�	����
�,�$�+�3�������$�	��'� [3,4]  ����	
$������������
'	����� � RMS ��&7�&����
�������#�$���'4	���
�0��
-����� [5] 
�� �+�� 
       &��������#�0�����������	
��

�������
�	�������� ��������	��	"��'�$�������0�	
-��
����$
�,"� ����
'�< ���%�#�����
���������
��
���$�$�
0������&0�
�,'��

��.������� ��	�
������2����
�,'��������� �&���  �.;. 1831 [6] /!� 
-�0����*'�#,G������
��,+;��+�<�.����0�
��,%	�G< /!� 
������
7.���.��'�-�
�� �������$����
%,�$-���#����$2����$������9' �,�

%,�$$��
���&' ��-�
���
7.���.�$���!"�
����	" � /!� 
�'�$����0�
�.� ��$�-��!
��  �.;. 1998 *'� �+�
#�� 
�. ��$���<'�"  
(Steven A. Lombardi) ���'�$����-'�,�G,�	+����&7�0�	�
��J</,$�< �	� 
%.��&7�&��������#�0���� 
RMS [7]  ������������� ���#��'�-	'���
�� ����$�+�3����
+� /!� 
&��	--9�	���" �������#�0���� 
RMS *'�&7�0�	�
��J</,$�< �	��'�&7���$%,#
+��<7�#�����#�
%.��0����$�+�3����
 RMS 
��--��$��9�
���
0$.��&��'�+��-�,
 �+�������$#�1��9���	" 
 ���
��+��
������$2�����2�+��
 
��
-�+��
���$#�1�'�#����$2����$��$��
�� �-���#����0�.��������$2��!"���/!� 
�$���'#����

���
#��&�������
7���	"��9���	" 
 0��+��
����#�$�#'
��# 
����+��
�'-���#����$2����+��

��$�	��	�����#�$�#�$���'
��.������
�,'�!"���2����

%.���#�$�#'
��#����	�+��+�����&7�
�� �	�

�� ���
-2
&-���� ��&0�12 �� ��#,-	�����-�0�#,G�������&7����$2������#���+�����$���0���� RMS �'�
�2�+��

7��
'��#�	�#,G������
 �+�
#�� 
�. ��$���<'�"  
 
1.2  
����
����	�������
���� 
 1.2.1  
%.��;!�5��	"�+�����#,G����
�.��+	#����
���$2�����'�-���	����0�.��	
�<7	����$������� 
           -9'
�,�$+�����-9'�,"��9'
�� �;2��< 
 1.2.2  
%.��;!�5�0�����������	
��

�������
�	�������$����*'�#,G����&7�0�	�
��J</,$�< �	� 
           �#$�!
#,G��.��
�����	�#,G����
�.��+	#����
              
 1.2.3  
%.��;!�5�0��2+��#�$���'
��.���-���������#�����������	
��

�������
�	������� 
          �'�-��#,G����
�.��+	#����
 
           
1.3  ������������
���� 
       &�#,����,%�G<��" 
�� ����+����'#,G������
 �+�
#�� 
�. ��$���<'�"����'�-'�,�G,�	+��#����-�

�����
����1�����'��	�#,G����'	
����#/!�
�'����0�'���
�+
�."�0��#�'	
��"  

1.3.1  ;!�5����#�$���
����#�	�����������	
��

�������
�	����0�.��	
�<7	����$���� 
1.3.2  ;!�5��
�<���������+	#���&����0�����������	
��

�������
�	����0�.��	
�<7	� 
          ���$���� 
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1.3.3 ;!�5�-���#�+	#����
��� 
0$���$&����
�.��&7�&�#,G����
�.��+	#����
��
 
                   �	����0�.��	
�<7	����$���� 

1.3.4  ;!�5��	���������2�&������#�$��� 20 
�����
�#�$���0�	�$2�����	�������$�-9'
�,�$+�� 
          ���-9'�,"��9'
�� �;2��< 
1.3.5  ;!�5�1�����'�
�����
�����	���0#��
���&7�#,G�
��J</,$�< �	����#,G����
�.��+	#����
 

                   ���0�������'
��.���
�����
�����	� 
 
1.4  
��!�"�����	�#
$���%#&�����'���
���� 
        1.4.1  ��$����G,���#,G����
�.��+	#����
���$2�����'�-���	����0�.��	
�<7	����$������� 
                  -9'
�,�$+�����-9'�,"��9'
�� �;2��< 
       1.4.2  ��$����G,���#,G����0�����������	
��

�������
�	�������$����*'�#,G����&7� 
                  0�	�
��J</,$�< �	�
�����	�#,G����
�.��+	#����
 
 1.4.3  ��$���0��2+��#�$���'
��.���-���������#�����������	
��

�������
�	������� 
                  �'�-��#,G����
�.��+	#����
 
 1.4.4  ��$�������������'��
 
%.��&0��'�1�����'��
���$�����,�G,4�% 
 1.4.5  ��$������1�����'��
����'�������9�+<&7��	�
���.��6 �'� 
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���		
���
���������	�������� 

 

2.1  ��
���������
�	
��
�!
�
		"
���#���$�������#�%%
&'((� 
	�
�##��� 

       ��������	�
�
�
������ �	������������������� (root mean square : RMS) ������������� �

��������� !�"�����������	��
	��	�� ��#� (effective) �$% ��	�������&'������������������*�
	�+��	�

+�������,���
- .'� ���
�-�	���,����������� �������-������ ���	���*� ���,�
	��	���������� �

������-������ ������������*���+��	��$������$��/�+�
�� �'*���0	����!�	��	�����������

���������
�1������������+��
��!�	��	�������
!��������
+����-�����
	��
�-�'*����+	+�

�	������	��� ������* �����������
����0�/����$+�/�+���2���������������
+�����*� �/	

��/�����3-�������.�* �4
�5	
��
����	����������������5	
��
�������	�����* 
	� ��� (period) !�"�

����
�� (cycle) !���������������3-���
!+	�%��+��0$�	��!�"��	�.�* ���������������3-
����

��� �$��"���4�����* ����������������+����2��.�* �4�����* 
	� ���������+���� (periodic signal) 

[1]  /�+�����	�

�����/��
	����������� ������������+��	�����+	��	���.'� ����$������$��/�+

�
�� ����'�/���+��	�����$% �/�
�����������&'�������������������� ���*� 7-����
�$���!��	�/�


��������8	+���+0�����$������$���$+� �����
5��	������������3/�$% �/�
��������8	+���+0�

-����	�
 �/	�	������������3/�+	��+��&���+�
5�������������� �����������-��,����8��+��/3

�����
	��
�-�'*����$+�����	������������-��+�$�3+�������	�������
!�#��
+����	����������

��3/+��	��$% �90��; .'� ����
!��+	��+��&�������������������-���� �'����
!�����3 �3��;��"�������

���������-��������������-������ ����������-�
��	�������������������+��$% �/�
���
�

�����������-��������������-��������� ��������������	������������3/ 

       �	������������������� (root mean square : RMS) &0����+�
5������	���,�	!���
��������� �

�$% ��
��!���$�  7-����������	���������������/�� .'� ��	� RMS ��&0����+��$% �/�
������

��������������� !���0$������+����2���������$% ��0$�.�;��	�������3� (pure sinusoidal 

shape) -���0$��� 2.1 �����
!��	� 
2
0VRMS �   

7-����
�$���
����3����!�$�3 ,��>;�������0�����&0�
5���	���,�	 !���
����

����
�!� RMS �������������+������ (2.1) /�+�3��+��� RMS [1] �������;5��!�"�������

���+����/�+�0$��� 2.2 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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�
�

�
TT

T

dttf
T

RMS
1

1

)(1 2      (2.1) 

!�"����-�
	� 

�
�

�
TT

T

dttf
T

RMS
1

1

)(1 22       (2.2) 

 

�+"�� )(tf  �"�����;5�������!� RMS,   T1 �"� �
����3�+/��,    T �"� ��������������*� 

 

 
 

��)��� 2.1 ��-��	� RMS ����������0$�.�;��� 
2
0VRMS �  [8] 

 

 
��)��� 2.2 ��-�������+���� T .'���	���������������������&0�����
���!
	�� T1 ��� T1 + T 

 

�����3�+�����3��+����	���-!
��!�"��	��������������;5����!
	��5	
��
�� T1 ��� T1 + T 

���$% �-���+������ (2.3) ��-�
!��!%��-�7-� 
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�
�

�
TT

T

dttf
T

tf
1

1

)(1)(     (2.3) 

-����*��	���������� )(2 tf  ��!��-���� 

�
�

�
TT

T

dttf
T

tf
1

1

)(1)( 22 .     (2.4) 

 !�"����-�
	� 

)(22 tfRMS � .      (2.5) 

 

����+������  (2.3) ��� (2.5) �	��������������;5���0$�.�;��!��	�/�+/������� 2.1 

 

*
�
���� 2.1 ��-��	� RMS �������;5���0$�.�; 7-���� w, a ��� b �$% ��	������
-4 �����$��+��


!� 707107.0
2

1
�  

 
 

&'��+�
	�
��������
�-�
�
3>����$�3,��>;��������
!��	� RMS ����-��	��5"��&"��,������

/�+�3��+7-�/�� �/	�
	����-��	�����	��5"��&"��-���*�/���
5��
�+������-!�"�����
����+0�+��+�� 

&��/�������
�+������-!�"��
�+&0�/�������	� RMS +��4 �%��/����,3�+����
����+0������$+��

�'*������
!��	� RMS ����-��	��5"��&"�+���3���'*� 

 

2.2  *����!
����	
��"
�!
�
		"
���#���$����')+,��
� 

2.2.1 	
��
�!
�
�
��
�)��-/��+�	
���	��� ���!�0!
�'( 

 
���������� �!�	��	���� ����$% ������/�������	
����+��
�+/	��9���;���� ��0�
!�!	��

������#0 �
5�-��/������� 2.2 

 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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*
�
���� 2.2 ��-��	� RMS �,"��������$����
�!��	������
�+$��-1�� clearance /�++�/�E�� 

IEC60950 [5] 

 
 2.2.2 +,�*��0#����
�������3
�4���5	 (harmonic distortion) ��������#�%%
& 

 7-�$�/3���
�	� RMS �������������$% ���"���0$�.�;��+��	��$% ���-�	
� 0.707107 ���

�	��0��8- �/	!��+��������������-����
,�
	���-�	
��	��0��8-����	� RMS �+	�$% ��$/�+/�
���

-����	�
��-�
	���������*����&0����
�!�"����
!��	�#3-�,�*������$ 7-�$�/3���
���!��
�+

#3-�,�*����������� �����/���
5�
3>����������� �N	 ��#�3/O .'� ��-���������	��������
� �	�

�
�+�,�*��P��;+��3��
+ (total harmonic distortion : THD) .'� ��%�"� ��/���	
���!
	���	�������

������#��
���� ������ (root sum square) ����	� RMS ����	
�$�����P��;+��3� (harmonic 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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component) ����	� RMS ����	
�$������
�+&��!���+0� (fundamental component) ������$% �

������ -����-�
��+��� (2.6) ��� (2.7) .'� �!��-���� 

 

1

2
4

2
3

2
2 ...

)(
V
VVV

voltageTHD
���

�   (2.6) 

 

1

2
4

2
3

2
2 ...

)(
I
III

currentTHD
���

�   (2.7) 

 

V1, V2, V3, V4, …  �"� �	� RMS ������-������ � P��;+��3���� 1, 2, 3, 4 …/�+���-��  

I1, I2, I3, I4, …      �"� �	� RMS ��������� � P��;+��3���� 1, 2, 3, 4 …/�+���-�� 

.'��7-�$�/3���
+�/�E�������+����
�+�,�*��P��;+��3����+	��3������� 1.5 [9] 

 

2.3  	
�����	*����!
� (sampling) 

        �����"��/�
��	�� (sampling) �$% �������
!��-�+�.'� ���8	+/�
��	������$% �/�
���$��5��� �,"��


5�9'�2����+0����$��5��� 
3>������"��/�
��	���'��$% �
3>�������� ��
!��-�+�.'� ���8	+/�
��	������$% �

/�
��� .'��$���1����
3>������"��/�
��	�� ����������$% � 2 $���1�
!�	 4 -����*  

�. �����"��/�
��	��7-���9���
�+�	����$% � (probability sampling) �$% ������"��/�
��	��

7-�����'�&'��
�+�	����$% �����/	��!�	
�$��5���������-���������"�� .'� ����$% ��$
�

����8	+�+	��,�������� �,"�����#��$
5���8$�����3� (inference) &'�$��5����$� �!+�� 

�. �����"��/�
��	��$��5���7-��+	��9��!����
�+�	����$% � (non – probability sampling) 

�$% ������"��/�
��	��7-��+	� ���'�&'��
�+�	����$% ����$��5����/	��!�	
�������-����

�����"�� �'��$% ������"��/�
��	��$��5������������ (purposive sampling) !�"����

��"��/�
��	��$��5������+���/�� �	
�+��
5�
����9'�2�����+	��+��&�����!�-

�����/���$��5����-���	��� +��
������3� �����
��
�+��-
������- ��9�����

/�-�3�
�/�+�
�+��-
����#0 �
3����$% �!���   �5	� ���9'�2�#0 �/3-����,/3- ��$	 
����

7���3/$����� �����"��9'�2���,����������7������� �. !��� �. �$% �/�� �'��+	� ���'�&'�

������#��$
5������3�&'�$��5����$� �!+�� 

       
����
3�����	+��* ����	�
&'���,��
3>� ��"��/�
��	��7-���9��!����
�+�	����$% � 

(probability sampling) ����$% �
3>���"��/�
��	�������+������7-����
�$
����
3���.'� ��3�+


5���� 5 
3>� -��/	��$��*  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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(1) 
3>���"��/�
��	������	�� (simple sampling) �$% ������"��/�
��	��$��5�������$3 -7����


!�$��5����8�!�	
�+��3�>3V �-���������"����	� 4 ���7-�+����5����5"�����$��5����8�

!�	
����
�������������!�"�
5�/��������8	+ (random number table) ���-���8	+/�
��	��

$��5������/�+/������ 

(2) 
3>���"��/�
��	�����+����� (systematic sampling) �$% ������"��/�
��	��$��5������

�8	+�$% �5	
� 4 7-�+����5����5"�����$��5����8�!�	
� (sampling frame) �������8	+!�

/�
�8	+��3�+/�� (random start) ���
����$/�+5	
��������8	+ (random interval) �5	� 

/�������8	+�������� 200 �� �������������*�!+- 1,000 �� -����*��'��8	+�8�4 5 �� ���+� 

1 �� �++8/3�+"���8	+#0 ����/��$% �/�
��	��$��5���������-�!+�����  003 ��������/��$% �

/�
��	���-���	!+����� 008 ���!����������+�����/	� 4 �$ ���-���	!+����� 

013,018,023,….,998 �
+��8	+/�
��	��$��5�����*��3*� 200 �� �$% �/�� 

(3) 
3>���"��/�
��	���������8	+ (cluster sampling) �$% ������"��/�
��	��$��5���������

$��5�����0	�
+����$% ���8	+ 4 ���+����2��1��
�
����������� !�"��������'����/�+

��"��������/������ �5	� 
5�!�������� !�������$% �/�
��	�� �$% �/�� ����
������8	+/	�� 4 ��

&0��8	+�'*�+�������9'�2� �+"���8	+�-���8	+
-�%������+�53������0	
���8	+��*� 4 ��*�!+-+�

������9'�2� �5	� ���9'�2������
������
��" ��
�$����9��� ��������	����
��" ��

����$% ���8	+7-�
5�/ �����$% �!��� ���
�������8	+/���� �+"���8	+�-�/ �������
 �%��������%�

�
��
+���+0�����8����
��"�������0	
�/��������8	+�-���*� 4 �$% �/�� &�������-��8	+���

$��5����$% ���8	+�	�� 4 7-�
5�����������10+39��/�; (geographic subdivision) �$% �!��� 

�����"��/�
��	��$��5���7-�
3>���*  �%+�5"������������	��!�'��
	� area sampling 

(4) 
3>���"��/�
��	�������	�5�*� (stratified sampling) �$% ������"��/�
��	��$��5������

��	�$��5�������$% �,
�!�"�5�*� (stratum) /�+
�/&8$�����;������9'�2� 7-�
!�+�

���2��1��
���������!�"��$% ����-���-��
��� (homogeneous) +������8- �/	���/�/	��

�����!
	��5�*� �����*��'��������8	+����/	��5�*��'*�+�������9'�2� 7-�
5���-�	
����

��8	+/�
��	��$��5�������8	+�'*�+���	����!�"��+	��	�����%�-� ��*���*�'*���0	����
�+�!+���+ 

(5) 
3>���"��/�
��	�����!�����*�/�� (multi – stage sampling) �$% ������"��/�
��	��

$��5���������	�$��5�������$% ����-��5�*�/	�� 4 �5	� 1�� ���!
�- ����1� /���� 

!+0	���� �$% �/�� ���
�������8	+$��5������!�	
�!�"����-��5�*����
!�	�	�� ���!�	
����

�8	+�-��%�������8	+!�	
����+�� ��-��
!�	������$�����5�*� 4 ��&'���8	+/�
��	��
�5�*����

/������ ����8	+�����* �'�+����2������������$% ��	���!�����������$��"� �� 4 ��&'�

!�	
����/��������%��
��
+���+0� &��
5�����8	+ 2 ���* � �%����� two-stage sampling &�� 3 

���* � �%�$% � three-stage sampling �$% �/�� 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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       ���!������-�����8	+/�
��	�� .'� �
3>�
�������!�-���-�����8	+/�
��	�� #0 �
3�����+��&

-����3�����-� 7-����
5��0/�����
����-�����8	+/�
��	�� !�"������"��
5�/�+/���������%��0$���

+�#0 ��-�������
����
  

���
5��0/�����
�!����-�����8	+/�
��	�� 
������* ����	�
&'� �0/���� Taro Yamane : 

 

  21 Ne
Nn

�
�  (2.8) 

 

 n   �"�  ���-���/�
��	�� 

 N  �"�  ���-�������
�$��5��� 

 e   �"�  �	��
�+���-���"��� 

       
�
3����3,�>;������* ��
5������"��/�
��	�����+�����
������%����+0��,"������
�!��	� 

RMS [10] 

 

2.4  ��:	��(������4  (Fourier series) 

       �	�����* �������
3���9��/�;���
39
��/���������0 ��1�,���>��+5�/3 �5	� ����������� .'� �+�

,Z/3���+�$% ���� 4 �����+��&�����
����2���$% �����;5�� g(x) 
�5	
�����!�	���*��"� 

 

� � � �xgpxg ��  (2.9) 

 

���!����8� 4  x  �+"�� Rx�  !�"� RDx �� ��� 	
D   ����	� P �����
	� ��� �������;5��  

       ,3���������;5����� 2�  &�� g(x) +���� P -����*� ( ) ( / 2 )f x g Px �� ���$% ���� 2� ���

��+��&/�
�����-�7-������/��� 

 

� �( 2 )
2 2
Px Pxf x g P g f x�
� �

� 
 � 
� � � � �� � � �
� � � �

         (2.10) 

 


��	
�/	��$��*  ������++8/3
	� ( )f x �"�����;5�����+���� 2�  -����*  

 

� �( 2 )f x f x�� �                             (2.11) 

 

�++/3���� ( )y f x� �-�+�7-� �����	��������+����2���!+"���������$% ���� 4 7-��/	�����

��+���������$% � 2�  เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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       /�
��	���������;5�����+���� 2�  �"� sin( )jx ��� cos( )jx �+"�� j �"�����
��/%+�
� ���

��+��&���������;5����� 7-��
+���+���+� cos( )ja jx ��� sin( )jb jx  

       �++/3
	� ( )f x  �$% �����;5�����+���� 2�  ��� ( )f x �"� piecewise continuous �� [ ,� �� ]  

��8��+�0�����; ( )S x ���!��� ( )f x  �"� 

 

� � � �� �0

1
( ) cos sin ,

2 j j
j

aS x a jx b jx
�

�

� � ��                                 (2.12) 

 

�+"�� ��+$���3�>3V  aj ��� bj � ���
��-�7-�
5��0/���� �������; (Euler’s formulas) 

 

� � � �1 cosja f x jx dx
�

�� �
� �      ���!��� j = 0 , 1 , ......    (2.13) 

��� 

� � � �1 sinjb f x jx dx
�

�� �
� �        ���!��� j = 1 , 2 , ......       (2.14) 

 

 2.4.1 	
�	�
0
����(������4  (Fourier expansion)  

      �++8/3
!� ( )S x �"� ��8��+�0�����;���!��� ( )f x 
�5	
� [ , ]� ��  &�� '( )f x +��
�+�+	

/	���"��� (piecewise continuous) ��[ , ]� ��  �������/	���8-+��	���*�.�������
�
�5	
� -����*���� 

( )S x ���0	�����8� 4 x ����$% ��+�53�
� [ , ]� ��  ���+��
�+��+,��>;  ( ) ( )S x f x� ����8� 4 �8-��� x 

�$% ��+�53�
� [ , ]� ��  , �+"�� ( )f x  +��
�+/	���"��� ���&�� x = a �$% ��8-����+	/	���"����� f

-����* �  
( ) ( )( )

2
f a aS a

� ��
�   �+"�� ( )f a�  ��� ( )f a� !��	��-� .'� ���-�
	�+������/��* �

���.�������
� /�+���-��. ������-��������������0�����; (Fourier expansion) �$% �-����*  

 

0

1
( ) ( cos( ) sin( )).

2 j j
j

af x a jx b jx
�

�

� � ��            (2.15) 

 

*����!
���� 2.4. 1 ����-�����;5�� ( ) / 2f x x�  ���!��� x� �� � �  
	��$% ��	
�$��������

�������-�����+��� ( 2 ) ( )f x f x�� � 7-���-�
3>�� ���������&'���8��+�0�����;  

 

 
1

1

( 1) sin(2 ) sin(3 )( ) sin( ) sin( ) ...
2 3

j

j

x xf x jx x
j

��

�

�
� � � � ��  

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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5��0/�����������; ����3��3�����������	
� (by part) ������-� 

 

2

1 sin( ) cos( )cos( )             0
2 2 2j
x x jx jxa jx dx

j j

�
�

�
�� � ��

�

� � � ��  

 

���!��� j = 1 , 2 , 3 , …………��� 

 

1

2

1 cos( ) sin( ) ( 1)sin( )          
2 2 2

j

j
x x jx jxb jx dx

j j j

�
�

�
�� � �

�

�
�

� �
� � � ��  

 

���!��� j = 1 , 2 , 3 , ………… ��+$���3�>3V  0a �"��	�����-�+�7-�
3>��������
���������� 

 
2

0
1        0

2 4
x xa dx

��

� �� �� �
� � ��  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

��)��� 2.3 ��-�
!��!%�����
+��������"���.�;!�����
� ����"��
������������0$���/������ 

 

       �������
��!�	���* ��-�
!��!%�
	��	���+$���3�>3V �8��	�
�����;5��7��.�;+��	��$% �90��; ���

���� ( )f x ��� �$% �����
+�	������	��	
� (partial sums) ���-�  

 

2
sin(2 )( ) sin( ) ,

2
xS x x� �  

3
sin(2 ) sin(3 )( ) sin( ) ,

2 3
x xS x x� � �  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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��� 

4
sin(2 ) sin(3 ) sin(4 )( ) sin( )

2 3 4
x x xS x x� � � �  

 

 2.4.2 ��:	��(������4;�'<�4  

                 &�� ( )f x +��+��/3�$% �����;5���0	���
 �+"�� ( )f x� = ( )f x 
��8� x .��� ( )f x +���� 2�

���&�� ( )f x ��� '( )f x �$% �����;5�����/	���"����$% �5	
�4 (piecewise continuous) -����*���8��+�0

�����;���!��� ( )f x  �����
!��-�,��;���7��.�;��	���-��
 

 

0

1
( ) cos( ),

2 j
j

af x a jx
�

�

� ��                                                           (2.16) 

�+"��   

   
0

2 ( ) cos( )ja f x jx dx
�

�
� �                                (2.17) 

���!���   j  =   0 , 1 ,… 

 

 2.4.3 ��:	��(������4'<�4  

                  &�� ( )f x +��+��/3�$% �����;5��������
 �+"�� )()( xfxf ��� 
��8� x .��� ( )f x +���� 

2� ���&�� ( )f x ��� '( )f x �$% �����;5�����/	���"����$% �5	
�4 (piecewise continuous) -����*�

��8��+�0�����; ���!��� ( )f x  �����
!��-�,��;��� sine ��	���-��
 

 

1
( ) sin( ),j

j
f x b jx

�

�

��                                       (2.18) 

�+"��    

0

2 ( )sin( )jb f x jx dx
�

�
� �   (2.19) 

���!��� j = 1 , 2  , … 

 

*����!
� 2.4.2 ����-�����;5�� ( )f x x�  ���!��� x� �� � �  ���$�����-�
��������+��� 

( 2 ) ( )f x f x�� � �����-�
3>�� ��7-�����&'���8��+�0�����;7��.�;   

 

2
1

4 cos((2 1) )( )     
2 (2 1)j

j xf x
j

�
�

�

�

�
� �

��        

          2 2

4 cos(3 ) cos(5 )     cos( ) ... .
2 3 5

x xx�
�

� 
� � � � �� �
� �

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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����;5�� ( )f x  �$% �����;5���0	 -����*������
5��	���+$���3�>3V  � � :ja 
��������
���	���*� 

 

20 0

2 2 sin( ) 2 ( )cos( )j
x jx cos jxa x jx dx

j j

��

� � �
� � ��  

 

  2 2

2cos( ) 2 2(( 1) 1)jj
j j
�

� �
� � �

� �    ���!��� j = 1 , 2 , 3 , … 

7-� (( 1) 1) 0j� � � �+"�� j �$% �����
��0	 �����8��+ cosine �����
!���3-���+����,�����	���-��
 

�0$������$���3�>;
�����;5����� �$% �-����*  

  1
4 ,a

�
�

�   2 2

4 ,
3

a
�
�

�   5 2

4 ,
5

a
�
�

�  …… 

��+$���3�>3V  0a �-�����������
������� (separate calculation) 

 

   
2

0 0 0

2 .xa xdx
��

�
� �

� � ��  

 

-����*������������	���+$���3�>3V ���/�������-�����+��� (2.17) 

 
 2.4.4 �5#�0�4 #�*�����������4  7-���������/����0	����
���8��+�0�����;7-�������#3-���

&0� ���!���+$���3�>3V  0a  �-������� �3��3���� �+������ (2.15) ��*�������� ���-� 

� �0

1
( ) cos( ) sin( )

2 j j
j

af x dx a jx b jx dx
� �

� �

�

� �
�

� 

� � �� �

� �
�� �  

                                     0

1 1
cos( ) sin( )

2 j j
j j

a dx a jx dx b jx dx
� � �

� � �

� �

� � �
� �

� � �� �� � �  

                         0 0 0.a�� � �  

�����*�����������+����,"��!��	���� 0a �%���-�-����*�"� 

 

0
1 ( ) .a f x dx

�

�� �
� �  (2.20)

  

 
����!� ma ���
!� 0m � ����$% �����
��/%+ ��� cos( )mx +��0���*������������+���

��� (2.15) ����3��3������*�������� ���-� 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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0

1

1

( ) cos( ) cos( ) cos( ) cos( )
2

                                 sin( )cos( ) .

j
j

j
j

af x mx dx mx dx a jx mx dx

b jx mx dx

� � �

� � �

�

�

�

� � �
�

�

�
�

� �

�

�� � �

� �
 (2.21) 

 

�+"�����
5��8��+��/3����;5��/�*����(orthogonal) �������;5��/��7��+3/3 .'� ��0 ��	������������ ���-��	�

������+���-����
�+"� ����+������ (2.15) �$% �-����*   

 

   0 0 sin( )cos( ) 0.
2 2
a a mxmx dx

m

��

� ��
�

� ��  

 

�	�����-�
����+  cos( ) cos( )jx mx !��-�������
5�/��7��+3/3 �5	��-��
��� 

   
1 1cos( ) cos( ) cos(( ) ) cos(( ) ).
2 2

jx mx j m x j m x� � � �  

�+"�� j m
 
5��+������ (2.15) ���-� 

 
1cos( ) cos( ) cos(( ) )
2j ja jx mx dx a j m x dx

� �

� �� �
� �� �  

                                                             
1 cos(( ) ) 0 0 0.
2 ja j m x dx

�

��
� � � � ��  

�+"�� j m� �	��������3��3�������-�  

  cos( )cos( )m ma jx mx dx a
�

�
�

�
��  

 

�	�
�,��;-����
�+"�����+������  (2.15) ���
!��-� sin( )cos( )jx mx ���!��-�������
5�

/��7��+3/3 �5	���� 

  
1 1sin( ) cos( ) sin(( ) ) sin(( ) ).
2 2

jx mx j m x j m x� � � �  

���!����8��	���� j ��� m 
��+������ (2.21) ������-�
	� 

1 1sin( )cos( ) sin(( ) )  sin(( ) )
2 2

                                    0 0 0.

j j jb jx mx dx b j m x dx b j m x dx
� � �

� � �� � �
� � � �

� � �

� � �  

                        

�+"�����
5����+0�����+�������/�� ������!%��-�
	�  

  ( )cos( ) ,ma f x mx dx
�

�
�

�
� �   ���!��� m = 1 , 2 , …… 

-����*�����-�+�.'� �58-��8��+�0�����; �%
5��,�����	 a0, am ��� bm ��	���*� [11] �/	
��������
�!�

��+$���3�>3V �0�����;������������
5�
�
3����3,�>;������* ���$% ������������!;58-��8��+�0�����;

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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�'*�+��������++/3��+$���3�>3V �0��� ��;��������	�.'� ����+	��3� 20 P��;+��3��,"����-�����/�+

+�/�E�������+����
�+�,�*��P��;+��3� [9] 

 

2.5  	
�)�
�
&�!
)�5���>40"
	�-��* 

���$��+���	�$�3,��>;� ����-��/7-�
5��Z2 �̀,"*�E���������0���+�!���
3>� �/	#0 �
3�����

������� 3 
3>�+��$������������
3>������"��/�
��	�����
3����3,�>; .'� ��������
�!��	�$��+��

$�3,��>;� ����-��/���!+������������;5������+	��+��&$�3,��>;� ����-��/�-� !�"�!��-��/	��� -����*�


����!�$�3,��>;� ����-��/�'�/���
5����$��+���	� .'� �
�
3����3,�>;������* ��������������

$��+���	� �
b

a

)( dxxf  3 
3>� -����*  

 2.5.1  	�0:-	?��	�
� (Midpoint Rule) 

     
!� P = {x0, x1, x2, … , xn} �$% ��./����8-�+	/	���"���
�5	
�$3 - [a , b] �+"�� a = x0 < x1 

< x2 < … <  xn = b  �����"������	�5	
�$3 - [a , b] ����$% � n  5	
��	�� �++8/3
	��/	��5	
��	��        

[xi – 1, xi]  +��
�+�
�����	� 4 ��� �"�  �x = 
n
abxx ii

�
�� �1  

     
!�  xi* �$% ��8-�'���������5	
��	�� [xi – 1, xi]  �+"�� i = 1, 2, 3, … , n  -����*� ,"*��������0$

����!����+#"�#��
�5	
�  [xi – 1, xi]  ��	���� f(xi*) �x 

 

 
 

��)��� 2.4  ��-����!�,"*����
/�����7-�
3>��`�8-�'������ 

 

�,�������*� xxfxxfxxfdxxf n �������� )()()()( **
2

*
1

b

a

�  

       )]()()([ **
2

*
1 nxfxfxfx ����� �  

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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 2.5.2  	�#����������
���� (Trapezoid Rule) 

     
!� P = {x0, x1, x2, … , xn} �$% ��./����8-�+	/	���"���
�5	
�$3 - [a , b] �+"�� a = x0 < x1 

< x2 < … <  xn = b .'� ��/	��5	
��	�� [xi – 1, xi]  +��
�+�
�����	� 4 ��� �"�  �x = 
n
abxx ii

�
�� �1  

���-�
	�  ,"*��������0$��� �!����+���!+0
�5	
�  [xi – 1, xi]  ��	���� � �)()(
2 1 ii xfxfx �
�

�  -����*�

 � �))()(())()(())()((
2

)( 12110

b

a
nn xfxfxfxfxfxfxdxxf ������

�
� �� �  

      � �)()(2)(2)(2)((
2 1210 nn xfxfxfxfxfx

�����
�

� ��  

 

 
 

��)��� 2.5 ��-����!�,"*����
/�����7-�
3>��`����!����+���!+0 (Trapezoid Rule) 

 

 2.5.3 ���	�	&@4<5�)4 #�� (Simpson’s Rule) 

    
!� P = {x0, x1, x2, … , xn} �$% ��./����8-�+	/	���"���
�5	
�$3 - [a , b] �+"�� a = x0 < x1 < 

x2 < … <  xn = b .'���/	��5	
��	�� [xi – 1, xi]  +��
�+�
�����	� 4 ��� �"�  �x = 
n
abxx ii

�
�� �1  

���$��+���	�$�3,��>;� ����-��/7-�
5��`��� �!����+���!+0���
5�7�������$% ��	
��������/�� �	
�

�`.3+$; �����
5�����;5����������� (quadratic function) /�+�0$��� 2.6 7-�
!� n  �$% �����
��/%+�0	 


����5	
��	��/3-��� ��������,���7��� y = Ax2 + Bx + C  #	���8- (xi – 1, yi – 1) , (xi , yi)  ��� (xi + 

1, yi + 1)  �+"�� yi = f(xi) ��� xi – 1 = xi – �x , xi + 1 = xi + �x  �+"�� i = 1, 2, … , n [12] 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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��)��� 2.6 ��-����!�,"*����
/�����7-����$��+��-�
�!�������;.3+$; ��� 

 

��"������ yi – 1  = A(xi – �x)2 + B(xi – �x) + C 

   yi   = Axi
2 + Bxi  + C 

yi + 1  = A(xi + �x)2 + B(xi + �x) + C 

���-�
	�  yi – 1+ 4 yi + yi + 1 = A[6 xi
2+ 2(�x)2] + 6Bxi + 6C 


!�   Ai =  ,"*����
/�����,���7��� y = Ax2 + Bx + C ��� xi – 1 &'� xi + 1 

���-�
	�  Ai =  �
��

��

��
xx

xx

i

i

dxCBxAx )( 2  

                                =  
xx

xx

i

i

CxxBxA
��

��

��
23

)
23

(  

       =  
xx

xx

i

i
CxBxAx

��

��
�� 23 )632(

6
1

 

       =  ��
�

 !
" �������� )(6)(3)(2(
6
1 23 xxCxxBxxA iii  

            ��
�

 !
" ��������� )(6)(3)(2(
6
1 23 xxCxxBxxA iii      

                                =  � �CBxxxAx ii 66])(26[
3

22 ����
�

       

       =  )4(
3 11 �� ��
�

iii yyyx  

       =  )]()(4)([
3 11 �� ��
�

iii xfxfxfx  
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�+"���
+����8� 2 5	
� ���-�
	� 

b /2

1a

0 1 2 2 3 4

2 1

0 1 2 3 4

( )   

                 [ ( ) 4 ( ) ( )] [ ( ) 4 ( ) ( )]
3 3

                     [ ( ) 4 ( ) ( )]
3

                [ ( ) 4 ( ) 2 ( )] 4 ( ) 2 ( ) 2 (
3

n

i
i

n n n

f x dx A

x xf x f x f x f x f x f x

x f x f x f x

x f x f x f x f x f x f x

�

� �

�

� �
� � � � � �

�
� � � �

�
� � � � � � �

��

�

� 2

1

)

                    4 ( ) ( )]

n

n nf x f x

�

�� �

 

                          

*����!
� 3.5.1  ��!�$��+���	���� dxex�
2

0

2

 ��*� 3  
3>�  7-�
5� n = 4 

 

 
 

��)��� 2.7 ��-���������+��� 
2

)( xexf �  

�5>��"
 �+"��
5�7$����+�!+%/�!�%�����
����-�
	� 6550723116.4526277
2

0

2

�� xe   

 
!�  n = 4  ���-�
	� 5.0
4

02
�

�
��x ����-�5	
��	�� [0, 0.5] , [0.5, 1] , [1, 1.5] ,  

              [1.5, 2] �+"��
5��`��*���+����-���	�
+����
���-��	�-����*  

 1.  �`�8-�'������ 

  48561253.14][5.0
22222 )75.1()25.1()75.0()25.0(

2

0

������ eeeedxex  

  -����*� �	��
�+�/�/	����	���� 1.96701523 

 2. 
5��`����!����+���!+0 

  64455905.20][
2
5.0 222222 )2()5.1()1()5.0()0(

2

0

������� eeeeedxex  

-����*� �	��
�+�/�/	����	���� 4.19193129 

 

 
2

)( xexf �  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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 3. 
5��`���.3+$; ��� 

  35362645.17]424[
3
5.0 222222 )2()5.1()1()5.0()0(

2

0

������� eeeeedxex  

  -����*� �	��
�+�/�/	����	���� 0.90099869   

&��
!� n  +��	�+���'*����-��	�/	�� 4 -����*  

 

*
�
���� 2.3 ��-�#�������!�$�3,��>;� ����-��/�����*� 3 
3>���������,�
	�
3>����
5� ����;.3+$;

�����
!��	����$�3,��>;� ����-��/�-�
������������8-����	�����$% �+�/�E�� [13] 

n 
Midpoint Trapezoid Simpson’s 

Approx. Diff. Approx. Diff. Approx. Diff. 

8 

16 

32 

64 

128 

15.9056767 

16.3118539 

16.4171709 

16.4437469 

16.4504065 

0.5469511 

0.1407739 

0.0354568 

0.0088809 

0.0022212 

17.5650858 

16.7353812 

16.5236176 

16.4703942 

16.4570706 

1.1124580 

0.2827535 

0.0709898 

0.0177665 

0.0044428 

16.5385947 

16.4588131 

16.4530297 

16.2426531 

16.45262940 

0.0859669 

0.0061853 

0.0004019 

0.0000254 

0.0000016 
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����� 3 

����	
��
�
��
����� 
 

��������	
��
��������	�
�	��
�����	����		��������������	��������������� 1, 2, 3, 10 �!� 20 
"�������	 ���!#��
� $�����	 #�%��&%� n '(� �#�����
������ , T '(� '����!� �2 , Tm '(� ��!����
)� ��&���*��+)�)
 ��
��)����*���
�	��
���		�������!#��
� m = 1 -.� m = n, /.� � Tm = T1+(m-1)r 

r       '(�  '���!������*����!����)� ��&���*��+)&��
�	��
�  r = T/(n-1) 
Calculated RMS '(� '�� RMS ���' #���9+�� /.� �������	
� (Average)0.5  
Error '(� '��'���'!���'!(������' #���9+�� /.� � Error = Standard RMS - Calculated RMS 
PPM Error '(� '��'����'!(�����(�������	
�'������<�����%�.��!���, /.� � PPM Error  = 

(Error/Standard RMS) x 1000000 
 
3.1  �����������	�����������������������!"����#���$%�
���!��&���'��!(��)���!"� 
 3.1.1 #���$%�
 ttf sin)( � *
%���'�� 0 (�� �2  

    /.� �� #����*����!��������������������	
�'(� n = 4 �)
 ����+) %�	������	
���� n = 2 %�(�      
n = 3 ���#�&%���	*����!��'���)
 �?�����
@�%�� /.��+���)
 �)��$����&�	���#�+)&����� 

 

 
 

�"+��� 3.1 ����	���	
� 4 *����!�)
 ����������*�� ttf sin)( �  
 
 
 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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 3.1.2 #���$%�
 1sincos)( ��� tttf *
%���'�� 0 (�� �2  
                 $���!(�	�
BB�9������������	'���-��%!
	��! /.���!(�	'�����������!���@�����)
 �?���� �
�
��)��� 3.2 

 
 

�"+��� 3.2 ����	���	
� 4 *����!�)
 ����������*�� 1sincos)( ��� tttf  
 

 3.1.3 #���$%�
 5.3sin8.12cos5.3)( ��� tttf *
%���'�� 0 (�� �2  
      $���!(�	�
BB�9������������	'���-��%!
	��! ���&%�'�� Amplitude *�����!�!�	'!(��
����	
��!�+���
�D
�F�	
��)
 ��#������
� $�����'�����������!���@�����)
 �?���� �
���)��� 3.3 
 

 
 

�"+��� 3.3 ����	���	
� 4 *����!�)
 ����������*�� 5.3sin8.12cos5.3)( ��� tttf  
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3.2  �����������	�����������������������!"����#���$%�
���+�,���	���-��$!�
��/"� 
       /4	�+5 
 2 �������'��!(��)���!"� 
 3.2.1 �����������	�����������������������!"���� 2 #���$%�
*
%���'�� 0 (�� �2  
      $���!(�	�
BB�9������������	'���-�� 2 "�������	 ���&%�'�� Amplitude *�����!�!�	
'!(������	
��!�+���
�D
�F�	
��)
 ��#������
� $�����'�����������!���@�����)
 �?���� �
���)��� 3.4 

     �# � % �
 � �
 � 	� �
 � * � �  tttttf 2sin3.0sin7.02cos6.4cos4.12.3)( �����  
�����-'#���9%�'��  RMS +������	
�  4.700000  

    �����
�	��
�*�� tttttg 2sin3.8sin1.32cos6.5cos3.29.7)( �����  �����-
'#���9%�'��  RMS +������	
� 10.953766 

 

 
 
�"+��� 3.4 �����
�	��
� f(t) �!� g(t) ����	����		�����������'!(�� 2 "�������	$�����"�������	������
����'���-���)
 � 2 ����*���
���	 $����� f(t) �!� g(t) ����'�� Amplitude *��'!(������+���
�D
�F�
	
���������&� 
 
3.3  �����������	�����������������������!"����#���$%�
���+�,���	���-��$!�
��/"� 
      /4	�+5 
 3 �������'��!(��)���!"� 
 3.3.1 �����������	�����������������������!"���� 2 #���$%�
����+
�7 *
%���'�� 0 (�� �2

          $���!(�	�
BB�9������������	'���-�� 3 "�������	 ���&%�'�� Amplitude *�����!�!�	
'!(������	
��!�+���
�D
�F�	
��)
 ��#������
� $�����'�����������!���@�����)
 �?���� �
���)��� 3.5 

    �#�%�
��
�	��
�*��
tttttttf 3sin1.12sin7.0sin4.03cos8.02cos9.2cos1.16.2)( �������  �����-

'#���9%�'��  RMS +������	
�  3.580503  �!��
�	��
�*�� 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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tttttttg 3sin1.12sin3.8sin1.33cos7.42cos6.1cos7.20.9)( �������  �����-
'#���9%�'��  RMS +������	
�  11.697222 
 

 
 
�"+��� 3.5 �����
�	��
� f(t) �!� g(t) ����	����		�����������'!(�� 3 "�������	$�����"�������	��� 2 
�!� 3 ����'���-���)
 � 2 �!� 3 ���� ���!#��
�*���
���	 
 
3.4  �����������	�����������������������!"����#���$%�
���+�,���	���-��$!�
��/"� 
      /4	�+5 
 10 �������'��!(��)���!"� 
 3.4.1 �����������	�����������������������!"���� 2 #���$%�
����+
�7 *
%���'�� 0 (�� �2

          $���!(�	�
BB�9������������	'���-�� 10 "�������	 ���&%�'�� Amplitude *�����!�!�	
'!(������K	
� $�����'��*���
�	��
����������!���@�����)
 �?���� �
���)��� 3.6 

( ) 0.7 1.3cos 2.9cos 2 0.9cos3 3.1cos 4 0.4cos5 2.7cos 6
          1.5cos7 0.5cos8 0.5cos9 0.5cos10 0.4sin 0.7sin 2 1.1sin 3
          1.3sin 4 2.8sin 5 3.4sin 6 2.3sin 7 2.9sin8 1.4sin 9

f t t t t t t t t
t t t t t t t
t t t t t t

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �1.1sin10t

 

�����-'#���9%�'�� RMS *�� )(tf  +������	
�  5.990409 
 
      
      
�����-'#���9%�'�� RMS *�� ( )g t  +������	
�  21.612381 
 

( ) 13.0 11.9cos 0.1cos 2 0.8cos3 0.7 cos 4 1.1cos5 cos 6
         1.5cos 7 2.3cos8 1.6cos9 3.2cos10 0.1sin 0.2sin 2 1.3sin 3
         1.4sin 4 2.5sin 5 3.6sin 6 1.2sin 7 2.7sin 8 1.8sin 9 19.

g t t t t t t t t
t t t t t t t
t t t t t t

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � � 9sin10t

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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�"+��� 3.6 �����
�	��
� f(t) �!� g(t) ����	����		�����������'!(�� 10 "�������	$�����"�������	��� 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 �!� 10 ��'���-���)
 � 2 -.� 10 ���� ���!#��
�*���
���	 
 

3.5  �����������	�����������������������!"����#���$%�
���+�,���	���-��$!�
��/"� 
       /4	�+5 
 15 �������'��!(��)���!"� 
 3.5.1 �����������	�����������������������!"���� 2 #���$%�
����+
�7 *
%���'�� 0 (�� �2

     $���!(�	�
BB�9������������	'���-�� 10 "�������	 ���&%�'�� Amplitude *�����!�!�	
'!(������K	
� $�����'��*���
�	��
����������!���@�����)
 �?���� �
���)��� 3.7 
 

( ) 0.7 1.3cos 2.9cos 2 0.9cos3 3.1cos 4 0.4cos5 2.7cos6
          1.5cos 7 0.5cos8 0.5cos9 0.5cos10 0.4sin 0.7sin 2 1.1sin 3
          1.3sin 4 2.8sin 5 3.4sin 6 2.3sin10 2.9sin11 1.4sin1

f t t t t t t t t
t t t t t t t
t t t t t

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � 3 1.1sin15t t�

 

�����-'#���9%�'�� RMS *�� )(tf  +������	
�  5.990409 
 

( ) 0.7 1.2cos 2.9cos 2 1.0cos3 2.3cos 4 0.4cos5 1.9cos6
         2.5cos7 0.5cos8 1.0cos9 1.0cos10 0.4sin 0.7sin 2 1.1sin 3
         1.3sin 4 2.8sin10 3.4sin11 2.3sin12 2.9sin13 1.4sin1

g t t t t t t t t
t t t t t t t
t t t t t

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � 4 1.1sin15t t�

 

�����-'#���9%�'�� RMS *�� ( )g t  +������	
�  5.882601 
 

 
 

�"+��� 3.7 �����
�	��
� f(t) �!� g(t) ����	����		�����������'!(�� 15 "�������	$�����"�������	��� 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 �!� 15 ��'���-���)
 � 2 -.� 15 ���� ���!#��
�*���
���	 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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3.6  �����������	�����������������������!"����#���$%�
���+�,���	���-��$!�
��/"� 
      /4	�+5 
 20 �������'��!(��)���!"� 
 3.6.1 �����������	�����������������������!"���� 2 #���$%�
����+
�7 *
%���'�� 0 (�� �2

      $���!(�	�
BB�9������������	'���-�� 20 "�������	 ���&%�'�� Amplitude *�����!�!�	
'!(������K	
� $�����'��*���
�	��
����������!���@�����)
 �?���� �
���)��� 3.8 
 

( ) 0.7 1.3cos 2.9cos 2 0.9cos3 3.1cos 4 0.4cos5 2.7cos6
          1.5cos17 0.5cos18 0.5cos19 0.5cos 20 0.4sin 0.7sin 2 1.1sin 3
          1.3sin 4 2.8sin15 3.4sin16 2.3sin17 2.9sin18 1.

f t t t t t t t t
t t t t t t t
t t t t t

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � 4sin19 1.1sin 20t t�

 
�����-'#���9%�'�� RMS *�� ( )f t  +������	
�  5.990409 
 
 
 
�����-'#���9%�'�� RMS *�� ( )g t  +������	
�  21.612381 
 

 
 
�"+��� 3.8 �����
�	��
� f(t) �!� g(t) ����	����		�����������'!(�� 20 "�������	$�����"�������	��� 2 
-.� 20 ��'���-���)
 � 2 -.� 20 ���� ���!#��
�*���
BB�9�
���	 
 
3.7  �����������	���� '4</!����������
����/�����#���$%�
 ttf sin)( �   
       ��(��&��*���*���
�������D���*.@�+)��(���K ��	 n = 4  /.� ����*���&���)*��L!��	+���
���@  
 

)2(sin)
1
2)2((sin...)

1
6(sin)

1
4(sin)

1
2(sin)

1
2(sin 2222

1

1
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�

�
�
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�

�
�
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�

�
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�

� n
n

nnnn
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4�n , ��)��	������, )2(sin)
3

4(sin)
3

2(sin)0(sin 2222 ���
���  

( ) 13.0 11.9cos 0.1cos 2 0.8cos3 0.7cos 4 1.1cos5 cos6
         1.5cos17 2.3cos18 1.6cos19 3.2cos 20 0.1sin 0.2sin 2 1.3sin 3
         1.4sin 4 2.5sin 5 3.6sin 6 1.2sin17 2.7sin18 1.8sin1

g t t t t t t t t
t t t t t t t
t t t t t

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � 9 19.9sin 20t t�
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5�n , ��)��	������, )2(sin)
4

6(sin)
4

4(sin)
4

2(sin)0(sin 22222 ����
����  

6�n , ��)��	������, )2(sin)
5

8(sin)
5

6(sin)
5

4(sin)
5

2(sin)0(sin 222222 �����
�����  

. 

. 

. 
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1
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����� 4 

���	
����
����	
����
	������	
����
 

 
           �������	
���
����
��	��	�����������������	��	
�
�	�����
���
����
��
������ 1, 2, 3, 10 
��! 20 "	
��
��� �	��#	��$ %������ #	&��'&� n (�
 �#	������
��	� , T (�
 (	$���	 �2 , Tm  (�
 
���	���)� 
�'���*�	+)�)- �����)
���*
����������	��	
�
����#	��$ m = 1 ./� m = n, 4/� � Tm = 
T1+(m-1)r 

r   (�
 (�	��!�
���*
����	���)� 
�'���*�	+)'��������� r = T/(n-1) 
Calculated RMS (�
 (�	 RMS ���( #	��:+�� 4/� ��!���	��$ (Average)0.5 , Error (�
 (�	
(�	�(�	��(���
����( #	��:+�� 4/� � Error = Standard RMS - Calculated RMS 
PPM Error (�
 (�	(�	��(���
�����
����$��$(�	�	�
>	���
&�/����	�, 4/� � PPM Error 
( #	��:+���	�  (Error/Standard RMS) x 1000000 
 

4.1  ���������	��	
�����������	
����!���
"�
��#�$ ttf sin)( �  %$#��
�	� 0 &'
 �2  

        4/� �� #	���*�
�����
�����������!��
���-$(�
 n = 4 �)- ����+) &	��
�����-$��� n = 2 &
�
 n = 3 �!
�#	'&����*�
�����(�	�)- �@������B�&�� 4/� �+���)- �)
!%����'��	
�#	+)'���	� �	�'�$���� 1 (�	 
RMS ���( #	��:�)- �(�	�	�
>	� (Standard RMS) *
� ttf sin)( �  (�
  707107.0

2
1

� , 

�#	&��'��(�	�	�
>	�*
� 1415927.3�� �)- �(�	���'��'��	
(#	��:  
 
�	
	
��� 4.1 �����	
&	 RMS  *
���DD	: ttf sin)( �  ����
'��*�
����#	��� n = 4 
 

 
 
 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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�	
	
��� 4.2 �����	
&	 RMS  *
���DD	: ttf sin)( �  ����
'��*�
����#	��� n = 5 
 

 
 

�	
	
��� 4.3 �����	
&	 RMS  *
���DD	: ttf sin)( �  ����
'��*�
����#	��� n = 6 
 

 
 
�	
	
��� 4.4 �����	
&	 RMS  *
���DD	: ttf sin)( �  ����
'��*�
����#	��� n = 7 
 

 
 
 
 
 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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�	
	
��� 4.5 �����	
&	 RMS  *
���DD	: ttf sin)( �  ����
'��*�
����#	��� n = 10 
 

 
 

�	
	
��� 4.6 �����	
&	 RMS  *
���DD	: ttf sin)( �  ����
'��*�
����#	��� n = 20 
 

 
 

�	
	
��� 4.7 �����	
&	 RMS  *
���DD	: ttf sin)( �  ����
'��*�
����#	��� n = 50 
 

 เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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�	
	
��� 4.8 ����(�	 PPM Error ���+���	��	
&	 RMS  *
���DD	: ttf sin)( �  ����
'��*�
���
�#	�����B���� n = 4 ./� n = 50 
 

 
 
4.2  ���������	��	
�����������	
����!���
"�
��#�$ 1sincos)( ��� tttf   %$#��
�	� 

       0 &'
 �2  
        %�����
���DD	:����
�	��	�	�(�	�.��&������ 4/�����
�(�	�
��������!��B�����)- �@���� �	�$�
��� 1 (�	 RMS ���( #	��:�)- �(�	�	�
>	� (Standard RMS) (�
  414214.12 �  
 
�	
	
��� 4.9 �����	
&	 RMS  *
���DD	: 1sincos)( ��� tttf  ����
'��*�
����#	��� n = 4 
 

 เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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�	
	
��� 4.10 �����	
&	 RMS  *
���DD	: 1sincos)( ��� tttf  ����
'��*�
����#	��� n = 5 
 

 
 

�	
	
��� 4.11 �����	
&	 RMS  *
���DD	: 1sincos)( ��� tttf  ����
'��*�
����#	��� n = 6 
 

 
 
�	
	
��� 4.12  �����	
&	 RMS  *
���DD	: 1sincos)( ��� tttf  ����
'��*�
����#	��� n = 7 
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�	
	
��� 4.13  �����	
&	 RMS  *
���DD	: 1sincos)( ��� tttf  ����
'��*�
����#	��� n = 10 
 

 
 
�	
	
��� 4.14 �����	
&	 RMS  *
���DD	: 1sincos)( ��� tttf  ����
'��*�
����#	��� n = 20 
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�	
	
��� 4.15 �����	
&	 RMS  *
���DD	: 1sincos)( ��� tttf  ����
'��*�
����#	��� n = 50 
 

 
 
            �	����	
���
�.�	���
�*�
�����B���� 4 *�
����)- ����+) �!'&�(�	 PPM Error 

��	
���	��$�	
���
����
��	�*
� ttf sin)( �  
 
4.3  ���������	��	
�����������	
����!���
"�
��#�$ 5.3sin8.12cos5.3)( ��� tttf   

       %$#��
�	� 0 &'
 �2  

       %�����
���DD	:����
�	��	�	�(�	�.��&������ ���'&�(�	 Amplitude *
�����!���(������	����
��!+�����H��I�����)- ��#	�����-� %�����(�	�
��������!��B�����)- �@����  �	�$���� 1 (�	 RMS ���
( #	��:�)- �(�	�	�
>	� (Standard RMS) ���( #	��:+�� (�
 10.014739  
 

�	
	
��� 4.16 �����	
&	 RMS  *
���DD	: 5.3sin8.12cos5.3)( ��� tttf  ����
'��*�
��� 
�#	���  n = 4 

 เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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�	
	
��� 4.17 �����	
&	 RMS  *
���DD	: 5.3sin8.12cos5.3)( ��� tttf  ����
'��*�
���
�#	��� n = 50 
 

 
 
           �	����	
���
�.�	���
�*�
�����B���� 4 *�
����)- ����+) �!'&�(�	 PPM Error 

��	���	��$
�	
���
����
��	�*
� ttf sin)( �  
 
4.4  ���������	��	
�����������	
����!���
 2 "�
��#�$�����(	
���$��)!
)*��+, $ 2 ���	��
 

       ��	�&�������!� %$#��
�	� 0 &'
 �2  

        ���
���DD	:����
�	��	�	�(�	�.�� 2 "	
��
��� ���'&�(�	 Amplitude *
�����!���(�������
�
����'��%��+����&�����:K�'�L %�����(�	�
��������!��B�����)- �@����) 4/� ����������!�)- � )(tf ��!

)(tg �����
+)��B  
tttttf 2sin3.0sin7.02cos6.4cos4.12.3)( ����� , (�	 RMS *
� )(tf  �!(#	��:+�� 

4.700000 
tttttg 2sin3.8sin1.32cos6.5cos3.29.7)( ����� , (�	 RMS *
� )(tg �!(#	��:+�� 

10.953766  
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�	
	
��� 4.18  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 2 "	
��
��� ����
 n = 4 
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��� 4.19  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 2 "	
��
��� ����
 n = 5 
 

 
 
�	
	
��� 4.20  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 2 "	
��
��� ����
 n = 6 
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�	
	
��� 4.21  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 2 "	
��
��� ����
 n = 7 
 

 
 
�	
	
��� 4.22 �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 2 "	
��
��� ����
 n = 10 
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�	
	
��� 4.23  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 2 "	
��
��� ����
 n = 20 
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�	
	
��� 4.24  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 2 "	
��
��� ����
 n = 50 
 

 
 
              �	����	
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�.�	���
�*�
�����B���� 6 *�
����)- ����+) �!'&�(�	 PPM Error 

��	
���	��$�	
���
����
��	�*
� ttf sin)( �  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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4.5  ���������	��	
�����������	
����!���
 2 "�
��#�$����+$�- %$#��
�	� 0 &'
 �2     

       %�����
���DD	:����
�	��	�	�(�	�.�� 3 "	
��
��� ���'&�(�	 Amplitude *
�����!���(����
��	������!+�����H��I�����)- ��#	�����-� %�����(�	�
��������!��B�����)- �@���� 

tttttttf 3sin1.12sin7.0sin4.03cos8.02cos9.2cos1.16.2)( ������� , (�	 RMS 
*
� )(tf  �!(#	��:+�� 4.580503 

tttttttg 3sin1.12sin3.8sin1.33cos7.42cos6.1cos7.20.9)( ������� , (�	 RMS *
� 
)(tg �!(#	��:+�� 11.697222 
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��� 4.25  �����	
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� 2 ��DD	:��������	��	

����� 3 "	
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��� ����
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��� 4.26  �����	
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����� 3 "	
��
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เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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�	
	
��� 4.27  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 3 "	
��
��� ����
 n = 6 
 

 
 
�	
	
��� 4.28  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 3 "	
��
��� ����
 n = 7 
 

 
 
�	
	
��� 4.29  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 3 "	
��
��� ����
 n = 8 
 

 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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�	
	
��� 4.30  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 3 "	
��
��� ����
 n = 10 
 

 
 
�	
	
��� 4.31  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 3 "	
��
��� ����
 n = 20 
 

 
 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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�	
	
��� 4.32  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 3 "	
��
��� ����
 n = 50 
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เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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4.6  ���������	��	
�����������	
����!���
 2 "�
��#�$����+$�- %$#� �
�	� 0 &'
 �2   

      %�����
���DD	:����
�	��	�	�(�	�.�� 10 "	
��
��� ���'&�(�	 Amplitude *
�����!���(����
��	������!+�����H��I�����)- ��#	�����-� %�����(�	�
��������!��B�����)- �@���� 
 

( ) 0.7 1.3cos 2.9cos 2 0.9cos3 3.1cos 4 0.4cos5 2.7cos 6
          1.5cos7 0.5cos8 0.5cos9 0.5cos10 0.4sin 0.7sin 2 1.1sin 3
          1.3sin 4 2.8sin 5 3.4sin 6 2.3sin 7 2.9sin8 1.4sin 9

f t t t t t t t t
t t t t t t t
t t t t t t

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �1.1sin10t

 

, (�	 RMS *
� )(tf  �!(#	��:+�� 5.990409 
 
 
 
, (�	 RMS *
� )(tg �!(#	��:+�� 21.612381 
 
�	
	
��� 4.33 �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 10 "	
��
��� ����
 n = 21 
 

 
 
 

( ) 13.0 11.9cos 0.1cos 2 0.8cos3 0.7 cos 4 1.1cos5 cos 6
          1.5cos 7 2.3cos8 1.6cos9 3.2cos10 0.1sin 0.2sin 2 1.3sin 3
          1.4sin 4 2.5sin 5 3.6sin 6 1.2sin 7 2.7sin 8 1.8sin 9 1

g t t t t t t t t
t t t t t t t
t t t t t t

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � � 9.9sin10t

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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�	
	
��� 4.34  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 10 "	
��
��� ����
 n = 22 
 

 
 

�	
	
��� 4.35  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 10 "	
��
��� ����
 n = 23 
 

 เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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�	
	
��� 4.36  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 10 "	
��
��� ����
 n = 50 
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��	
���	��$�	
���
����
��	�*
� ttf sin)( �  
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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4.7 ���������	��	
�����������	
����!���
 2 "�
��#�$����+$�- %$#��
�	� 0 &'
 �2  

      %�����
���DD	:����
�	��	�	�(�	�.�� 15 "	
��
��� ���'&�(�	 Amplitude *
�����!���(����
��	������!+�����H��I�����)- ��#	�����-� %�����(�	�
��������!��B�����)- �@���� 
 

( ) 0.7 1.3cos 2.9cos 2 0.9cos3 3.1cos 4 0.4cos5 2.7cos6
         1.5cos 7 0.5cos8 0.5cos9 0.5cos10 0.4sin 0.7sin 2 1.1sin 3
         1.3sin 4 2.8sin 5 3.4sin 6 2.3sin10 2.9sin11 1.4sin13

f t t t t t t t t
t t t t t t t
t t t t t t

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � 1.1sin15t�

 

 

, (�	 RMS *
� )(tf  �!(#	��:+�� 5.990409 
 

( ) 0.7 1.2cos 2.9cos 2 1.0cos3 2.3cos 4 0.4cos5 1.9cos6
         2.5cos7 0.5cos8 1.0cos9 1.0cos10 0.4sin 0.7sin 2 1.1sin 3
         1.3sin 4 2.8sin10 3.4sin11 2.3sin12 2.9sin13 1.4sin1

g t t t t t t t t
t t t t t t t
t t t t t

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � 4 1.1sin15t t�

 

, (�	 RMS *
� )(tf  �!(#	��:+�� 5.882601 
 
�	
	
��� 4.37  �����	
&	 RMS *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 15 "	
��
��� ����
 n = 31 

 
 เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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�	
	
��� 4.38  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 15 "	
��
��� ����
 n = 32 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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�	
	
��� 4.39  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 15 "	
��
��� ����
 n = 33 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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�	
	
��� 4.40  �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 15 "	
��
��� ����
 n = 50 
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เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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4.8 ���������	��	
�����������	
����!���
 2 "�
��#�$����+$�- %$#��
�	� 0 &'
 �2  

      %�����
���DD	:����
�	��	�	�(�	�.�� 20 "	
��
��� ���'&�(�	 Amplitude *
�����!���(����
��	������!+�����H��I�����)- ��#	�����-� %�����(�	�
��������!��B�����)- �@���� 
 

( ) 0.7 1.3cos 2.9cos 2 0.9cos3 3.1cos 4 0.4cos5 2.7cos6
          1.5cos17 0.5cos18 0.5cos19 0.5cos 20 0.4sin 0.7sin 2 1.1sin 3
          1.3sin 4 2.8sin15 3.4sin16 2.3sin17 2.9sin18 1.

f t t t t t t t t
t t t t t t t
t t t t t

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � 4sin19 1.1sin 20t t�

 

, (�	 RMS *
� )(tf  �!(#	��:+��(�
 5.990409 
 
 
 
, (�	 RMS *
� )(tg �!(#	��:+��(�
 21.612381 
 

�	
	
��� 4.41 �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 20 "	
��
��� ����
 n = 41 

 

( ) 13.0 11.9cos 0.1cos 2 0.8cos3 0.7 cos 4 1.1cos5 cos 6
         1.5cos17 2.3cos18 1.6cos19 3.2cos 20 0.1sin 0.2sin 2 1.3sin 3
         1.4sin 4 2.5sin 5 3.6sin 6 1.2sin17 2.7sin18 1.8sin1

g t t t t t t t t
t t t t t t t
t t t t t

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � 9 19.9sin 20t t�

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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�	
	
��� 4.42 �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 20 "	
��
��� ����
 n = 42 

 
 
 
 
 
 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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�	
	
��� 4.43 �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 20 "	
��
��� ����
 n = 43 

 
 
 
 
 
 
 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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�	
	
��� 4.44 �����	
&	 RMS  *
� 2 ��DD	:��������	��	

����� 20 "	
��
��� ����
 n = 50 
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เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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��� 4.45 ���� PPM Error ����
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�
 �#	���"	
����������H����	�*/B��!�#	'&��	
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!+��� 4.1 ����%H��%�������#	����
�����!�#	�	)
!�	:(�	����H��I�*
� P ��! n 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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)2(sin)
1
2)2((sin...)

1
4(sin)

1
3(sin)

1
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�	
	
��� 4.46  ����(�:��$�����$���#	����
�*
��������� ttf sin)( �  ����
'��*�	�*
����
��	�
�H���*/B�+)�
��
�L+) �	� n = 4 

 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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      ����
�#	���
 PPM Error ���+��+)�)
��$����$��$�����+���	��	
���
� �!+���)- �����	
	���� 4.46 
PPM Error     =    [Standard RMS – Calculated RMS] x 1,000,000/(Standard RMS) 
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1. �Q����/����	� (Midpoint Rule) 
2. �Q����&�����(	�&�� (Trapezoid Rule) 
3. &�����:K�4��)� ��� (Simpson’s Rule) 
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( ) 0.7 1.3cos 2.9cos 2 0.9cos3 3.1cos 4 0.4cos5 2.7cos6
          1.5cos17 0.5cos18 0.5cos19 0.5cos 20 0.4sin 0.7sin 2 1.1sin 3
          1.3sin 4 2.8sin15 3.4sin16 2.3sin17 2.9sin18 1.

f t t t t t t t t
t t t t t t t
t t t t t

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � 4sin19 1.1sin 20t t�
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1. %#��@�*��'�
��	
 (Midpoint Rule) 
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	� 4.8 (�
 6.28318532 ��  � #	������
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  n 
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����
��	��	����� t = 0 ./�                        
t = 6.28318532 ��  �H��
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2. �@)����������	
��! (Trapezoid Rule) 
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3. ������;C�D��+� )�$ (Simpson’s Rule) 

(	$���+���!&	+���	�
�)�
	� 4.8 (�
 6.28318532 ��  � #	������
��	�����&�	!��(�
  n 
= 43 ����!�#	'&��	
��(�	�	����� t = 0 ./� t = 6.28318532 ��  +��H
�� 

4. ��=��	
�����������	
 (Sampling) 

(	$���+���!&	+���	�
�)�
	� 4.8 (�
 6.28318532 ��  � #	������
��	�����&�	!��(�
   
n = 42 ����!�#	'&��H���H
��$�	
'���	
	�(�	�(�	��(���
� 
 
 เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



59 
 
�	
	
��� 4. 47 �����	
(#	��:&	 RMS *
� f(t) %��'����I��Q����/����	� (Midpoint Rule) 
 

 
 
 
 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



60 
 
�	
	
��� 4. 48  �����	
(#	��:&	 RMS *
� f(t) %��'����I��Q����&�����(	�&�� (Trapezoid Rule) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



61 
 
�	
	
��� 4. 49 �����	
(#	��:&	 RMS *
� f(t) %��'����I�&�����:K�4��)� ��� (Simpson’s Rule) 
 

 
 
 
 
 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



62 
 
�	
	
��� 4. 50  �����	
(#	��:&	 RMS *
� f(t) %��'����I��	
���
����
��	� (Sampling Method) 

 
 

�	
	
��� 4. 51  ����(�	 PPM Error �	
(#	��:&	 RMS *
� f(t) �)
��$����$���*
�����!��I� 
 

Method n Calculated RMS PPM Error 
Midpoint 43 5.666127 54133 
Trapezoid 42 5.990409 0 
Simpson 43 5.884301 17713 
Sampling 42 5.990409 0 
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Abstract 

This paper proposes a technique of sampling method to calculate root mean square (RMS) of periodic 
functions with error analysis. This proposed method will be quite useful for computational technique which is 
done by running a sequential time domain with exact resolutions to generate discrete values of periodic 
functions. Error analysis from arbitrary data collecting of sinusoidal functions will be standardized to apply for 
any function. In the end, the errors from this method have been shown that they will be approached to the result 
computed from the calculus integration technique when the number of sampling has been increased. From the 
experiment, we can find the formula of error analysis to calculate correct RMS by using low sampling size. 
  
 
Keywords: Root mean square, periodic function, sampling method 

 

 
1. Introduction 

 
Root mean square (RMS) has been widely used in power electric systems for many years, it has been 

mentioned to be equivalent to direct current signal. RMS has been used as the representative for alternative 
current signal, which fluctuates with time domain. This paper proposes a technique of sampling method to 
calculate root mean square (RMS) of a periodic function with error estimation formula, it will be better than 
complicate calculus integration technique which is never mentioned about error estimation formula. The 
interesting point from the paper is the discovery of error estimation formula for sinusoidal function which can 
be the basic of all periodic functions when the Fourier’s series analysis is applied to distribute the periodic 
functions. 
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Fig. 1. The figure shows us that RMS equals 0.707107. 
 

Generally calculus integration technique is a familiar technique to calculate RMS value of any 
periodic function according to equation (1) as definition of RMS[1]. 
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where  RMS  is the root mean square value of function f(t)  and T is its period. 
 

 
Fig. 2. A periodic function f(t) has a period of T. The root mean square value will be calculated between T1 and 
T1 + T.  
 
Refer to the definition of expected value or mean of function, it can be shown as following. 
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Therefore, the expected value of )(2 tf  is 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



71 
 

�
�

�
TT

T

dttf
T

tf
1

1

)(1)( 22 .           (4) 

 From relation (2), 2RMS can be rewritten as 
 

)(22 tfRMS � .             (5) 
 

From relations of Eq.  (3) and (5), expected values of some sinusoidal functions can calculated  (with the same 
period of T ) as shown in Table 1. 
 
Table 1. RMS values of sinusoidal functions have to be 50.0 ( 707107.0� ) exactly. 
 

 
 

Sometime, calculated periodic functions are too complicate to use integration techniques such as 
sinusoidal functions multiplied by polynomial or exponential terms, or unintegraTable functions, which they 
will not be convenient to be integrated. Then the sampling method with easy root mean square technique will be 
another option to do. 
 

2. Methodology 
 
Normally, the purposed sampling method is a systematic sampling[3] to collect data from generating 
of periodic functions, then the easy mean square of all such generated data will be used to calculate 
RMS in the next step. The Fig. 2 shows the flowchart of the procedure to calculate RMS by using 
these methods. 
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Fig. 3. The flowchart of the procedure of RMS calculation 

 
From our methods, the experiment will introduce some formulas to get acceptable errors, especially 

for sinusoidal functions, which are fundamental functions to comprise any periodic function. 
 
First, sinusoidal functions are primitive functions to comprise any periodic functions according to 

Fourier’series concept, f(t) = sin(t) was chosen to be the 1st function in our experiment to study RMS 
calculation. 

Then, in the case of the periodic functions, which are not sinusoidal forms, the Fourier’series concept 
can be used to generate sinusoidal harmonic terms according to following formula and each term can be 
analyzed to calculate exact value of RMS[2]. 
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3. Results and Discussion 

The experimental results of sampling size n = 4 and n = 10 are shown in Table 2 and 3, respectively. 
However, regarding to the experiments has been conducted in many times until we have found the relation of 
the error versus sampling size. Figure 4 shows the variation of sampling size only for n = 4. The results of error 
values for sampling size n=4 to n=50 are plot as shown in Fig. 5. 
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Fig. 4. Data were collected from f(t) = sin(t) 
 
 
Calculated RMS : (Average)0.5 
PPM Error : (Standard RMS – Calculated RMS) x 1000000 / Standard RMS  
 
Table 2. When the sampling size (n) = 4, period(T) =  6.2831853, resolution of time (r) = T/(n-1) = 1.0471976   
, 4 values of t will provide 4 values of f(t) to calculate RMS. 

 
 
Table 3. When the sampling size (n) = 10, period(T) =  6.2831853, resolution of time (r) = T/(n-1) = 0.6983132, 
10 values of t will provide 10 values of f(t) to calculate RMS. 
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Fig. 5. The graph of error versus sampling size (n) of a sinusoidal function. 
 
 

4. Conclusion 
 

From the number of experiments, this method can be an option to calculate root mean square. In 
addition, the error from this method for sinusoidal function has been related to sampling size (n) according to 
the following equation. 

 

n
Error

2
15.05.0 		�                                                                 (7) 

 
After the error formula had been found, exact value of RMS could be written as  
RMS = RMSstat + Error                                                                       (8) 
RMSstat is RMS from sampling method. 
 
For further application of this error formula, we can use it for general periodic functions which be 

summarized from orthogonal terms of Fourier’series. 
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