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ABSTRACT 

 
         We introduce the notion of linear *-Armendariz ideals and *-Armendariz ideals which are 
extension of Armendariz rings. Some properties and examples of this extension are given. We prove that 
an ideal I is a linear *-Armendariz ideal R if and only if R/I is a linear Armendariz ring. We also 
investigate a relation between completely semiprime ideals and linear *-Armendariz ideals. 
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บทท่ี 1 บทนํา 

1.1 ความเป็นมาและความสําคัญของปัญหา 

โครงสร้าง Armendariz ring กําเนิดข้ึนอย่างไม่เป็นทางการในปี 1974 โดย E. Armendariz  ความน่าสนใจของ 
Armendariz property ได้สร้างแรงบันดาลใจให้กับสองนักคณิตศาสตร์ M. Rege และ S. Chhawchharia ผู้ซ่ึงริเริ่มศึกษา
โครงสร้าง Armendariz ring มาต้ังแต่ปี 1997  จนกระท่ังปัจจุบัน  ตลอดช่วงเวลาท่ีผ่านมาได้ปรากฏผลงานวิจัยมากมาย
หลากหลายแนวทางและมาจากหลายผู้วิจัย ซ่ึงแสดงให้เห็นถึงความสําคัญและความนิยมของการศึกษา Armendariz ring ใน
วงกว้าง  รวมถึงผู้วิจัยเองก็มีความสนใจ จึงเร่ิมต้นศึกษาอย่างจริงจัง จนกระทั่ง ก่อกําเนิดแนวคิดเป็นรูปเป็นร่าง พร้อม
นําเสนอให้เห็นแง่มุมและหลักการวิจัย ดังน้ี 

ให้ 𝑅 เป็น ring  ท่ีมีเอกลักษณ์ และ 𝑅ሾ𝑥ሿ เป็น polynomial ring บน 𝑅  

พิจารณาเงื่อนไขต่อไปนี้  

ถ้า 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝑓௜𝑥௜, 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝑔௝𝑥௝ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ
௠

௝ୀ଴

௡

௜ୀ଴

 ซ่ึง 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ൌ 0 ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

เราเรียกเงื่อนไขดังกล่าวข้างต้นนี้ว่า Armendariz property 

 ในปี 1997 M.B. Rege และ S. Chhawchharia  ได้ให้ชื่อเรียก ring ท่ีมี Armendariz property นี้ว่า 
Armendariz ring เพ่ือเป็นเกียรติกับ E. Armendariz ผู้ซ่ึงพิสูจน์ไว้ในปี 1974 ว่า ทุก reduced ring มี Armendariz 
property 

หมายเหตุ reduced ring ก็คือ ring ท่ีไม่มี nonzero nilpotent element 

 ตัวอย่างต่อไปนี้ศึกษาได้จาก [1], [3], [6] และ [10] 

ตัวอย่าง 1 เราทราบจาก E. Armendariz ว่า ทุก reduced ring เป็น Armendariz ring ซ่ึงต่อมา M.B. Rege และ S. 
Chhawchharia  ได้แสดงว่า 𝑍 𝑛𝑍ൗ   เป็น Armendariz ring ทุกจํานวนนับ 𝑛  แต่ว่า ถ้า 𝑛 เป็นจํานวนนับ ซ่ึง 𝑛 ไม่เป็น 

square free แล้ว 𝑍 𝑛𝑍ൗ   ไม่เป็น reduced ring  จากตัวอย่างนี้ ชี้ให้เห็นว่า Armendariz ring เป็นการวางนัยท่ัวไปของ 

reduced ring 
 
ตัวอย่าง 2 ให้ 𝑅 เป็น commutative ring  และ 𝑀 เป็น left 𝑅-module เราจะได้ว่า 𝑅 ൈ 𝑀 เป็น ring ภายใต้การ
ดําเนินการต่อไปนี้ 

ሺ𝑎, 𝑚ሻ ൅ ሺ𝑏, 𝑛ሻ ൌ ሺ𝑎 ൅ 𝑏, 𝑚 ൅ 𝑛ሻ 

ሺ𝑎, 𝑚ሻሺ𝑏, 𝑛ሻ ൌ ሺ𝑎𝑏, 𝑎𝑛 ൅ 𝑏𝑚ሻ 

และเราแทน ring ชนิดนี้ด้วยสัญลักษณ์ 𝑅ሺ൅ሻ𝑀 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



2 
 
M.B. Rege และ S. Chhawchharia  ได้แสดงว่า ถ้า 𝑀 ് 0 แล้ว 𝑅ሺ൅ሻ𝑀  ไม่เป็น reduced ring  และยังได้พิสูจน์ให้เห็น
อีกว่า 𝑍ሺ൅ሻ 𝑍

𝑛𝑍ൗ   เป็น Armendariz ring ทุกจํานวนนับ 𝑛   

ตัวอย่าง 3 ให้ 𝑅 เป็น commutative ring  และ ℎ: 𝑅 → 𝑅 เป็น ring homomorphism และให้ 𝑀 เป็น left 𝑅-
module เราจะได้ว่า 𝑅 ൈ 𝑀 เป็น noncommutative ring ภายใต้การดําเนินการต่อไปนี้ 

ሺ𝑎, 𝑚ሻ ൅ ሺ𝑏, 𝑛ሻ ൌ ሺ𝑎 ൅ 𝑏, 𝑚 ൅ 𝑛ሻ 

ሺ𝑎, 𝑚ሻሺ𝑏, 𝑛ሻ ൌ ሺ𝑎𝑏, ℎሺ𝑎ሻ𝑛 ൅ ℎሺ𝑏ሻ𝑚ሻ 

และเราแทน ring ชนิดนี้ด้วยสัญลักษณ์ 𝑅ሺ൅ሻ௛𝑀 

M.B. Rege และ S. Chhawchharia  ได้แสดงว่า ถ้า 𝐾 เป็น field,  ℎ: 𝐾 → 𝐾 เป็น field monomorphism และ 𝑉 เป็น 
𝐾-vector space แล้ว  𝐾ሺ൅ሻ௛𝑉  เป็น Armendariz ring 

ตัวอย่าง 4 ให้ 𝑅 เป็น ring  ท่ีมีเอกลักษณ์ และ 𝑀௡ሺ𝑅ሻ เป็น matrix ring บน 𝑅 (ภายใต้การดําเนินการบวกและคูณปกติ
ของเมทริกซ์) โดยท่ี 𝑛 ൒ 2  

 M.B. Rege และ S. Chhawchharia  ได้แสดงว่า 𝑀௡ሺ𝑅ሻ ไม่เป็น Armendariz ring  ตราบจนกระท่ังในปี 2000 
เราพบงานวิจัยของ Nam Kyun Kim และ Yang Lee ท้ังคู่ได้พิสูจน์ว่า ring ของ 𝑛 ൈ 𝑛 upper triangular matrix บน 𝑅 ก็
ไม่เป็น Armendariz ring  ย่ิงไปกว่านั้น Nam Kyun Kim และ Yang Lee ยังได้ยกตัวอย่าง เพ่ือแสดงให้เห็นว่า มี subring 
ของ ring ของ 3 ൈ 3 upper triangular matrix บน 𝑅 ซ่ึงเป็น Armendariz ring  ดังน้ี 

 ถ้า 𝑅 เป็น reduced ring  แล้ว ൝൥
𝑎 𝑏 𝑐
0 𝑎 𝑑
0 0 𝑎

൩ | 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅ൡ เป็น Armendariz ring   

การศึกษาโครงสร้างของ Armendariz ring บน matrix ring ยังคงอยู่บนกระแสนิยมของแวดวงนักคณิตศาสตร์อย่างต่อเนื่อง 

ซ่ึงต่อไปเป็นผลลัพธ์ของ Wang Wen Kang ท่ีได้พิสูจน์ในปี 2009 ว่า ൞൦

𝑎ଵ 𝑎ଵ ⋯ 𝑎ଵ

𝑎ଶ 𝑎ଶ ⋯ 𝑎ଶ

⋮
𝑎௡

⋮
𝑎௡

⋱
⋯

⋮
𝑎௡

൪ | 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡ ∈ 𝑅ൢ 

เป็น maximal Armendariz subring ของ 𝑀௡ሺ𝑅ሻ โดยท่ี 𝑅 เป็น reduced ring  และ 𝑛 ൒ 2 

ตัวอย่าง 5 ให้ 𝑅 เป็น ring  และ 𝑅ସ ൌ ቐ቎

𝑎 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ 𝑎ଵସ

0 𝑎 𝑎ଶଷ 𝑎ଶସ
0
0

0
0

𝑎
0

𝑎ଷସ
𝑎

቏ | 𝑎, 𝑎௜௝ ∈ 𝑅ቑ Nam Kyun Kim และ Yang Lee ได้

แสดงให้เห็นว่า 𝑅ସ ไม่เป็น Armendariz ring  ย่ิงไปกว่านั้น 𝑅௡ ไม่เป็น Armendariz ring  ทุกๆ 𝑛 ൒ 4 

ตัวอย่าง 6 ให้ 𝑅 เป็น ring  และ 𝑀 เป็น  ሺ𝑅, 𝑅ሻ-bimodule เราจะได้ว่า 𝑅 ൈ 𝑀 เป็น ring ภายใต้การดําเนินการต่อไปนี้ 

ሺ𝑎, 𝑚ሻ ൅ ሺ𝑏, 𝑛ሻ ൌ ሺ𝑎 ൅ 𝑏, 𝑚 ൅ 𝑛ሻ 

ሺ𝑎, 𝑚ሻሺ𝑏, 𝑛ሻ ൌ ሺ𝑎𝑏, 𝑎𝑛 ൅ 𝑚𝑏ሻ 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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และเราแทน ring ชนิดนี้ด้วยสัญลักษณ์ 𝑇ሺ𝑅, 𝑀ሻ  อีกท้ังนี้ Nam Kyun Kim และ Yang Lee พิสูจน์ว่า ถ้า 𝑅 เป็น reduced 
ring  แล้ว 𝑇ሺ𝑅, 𝑅ሻ เป็น Armendariz ring   

ตัวอย่าง 7 ในปี 1998 D.D Anderson และ V. Camillo ได้แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง ring 𝑅 และ polynomial ring 
𝑅ሾ𝑥ሿ ไว้ดังน้ี  𝑅 เป็น Armendariz ring  ก็ต่อเม่ือ 𝑅ሾ𝑥ሿ เป็น Armendariz ring 

 งานวิจัยท่ีเก่ียวข้องกับ Armendariz ring มีมากมายและหลากหลายแนวทาง แต่จากการทบทวนวรรณกรรม เรา
เห็นแนวทางหนึ่งซ่ึงชัดเจน ซ่ึงกล่าวได้ว่าแนวทางนี้เป็นท่ีนิยมศึกษาในโครงสร้าง Armendariz ring ในวงกว้าง นั่นก็คือ
การศึกษาการวางนัยท่ัวไปของ Armendariz ring   

ณ ท่ีนี้ เราจึงขอรวบรวมบทนิยามต่างๆ ท่ีเรียกได้ว่าเป็นการวางนัยท่ัวไปของ Armendariz ring พอสังเขบ 

ให้ 𝑅 เป็น ring  ท่ีมีเอกลักษณ์ และ 𝑅ሾ𝑥ሿ เป็น polynomial ring บน 𝑅 และกําหนดสัญลักษณ์ดังต่อไปนี้ 

𝑃ሺ𝑅ሻ ൌ ⋃ 𝑃 เป็น௉⊆ோ  prime ideal ของ 𝑅 

𝑁ሺ𝑅ሻ ൌเซตของ nilpotent ของ 𝑅 

 

ข้อสังเกต เราศึกษาเพ่ิมเติมจาก ทฤษฎีบท 2.2.9[9] ว่า ถ้า 𝑅 เป็น commutative ring  ท่ีมีเอกลักษณ์ แล้ว 𝑃ሺ𝑅ሻ ൌ
𝑁ሺ𝑅ሻ  อย่างไรก็ตาม ถ้า 𝑅 ไม่เป็น commutative ring  แล้ว ไม่จําเป็นท่ี 𝑃ሺ𝑅ሻ และ 𝑁ሺ𝑅ሻ  ต้องเท่ากัน ท้ังนี้เนื่องจาก 

เราทราบแน่นอนว่า 𝑃ሺ𝑅ሻ เป็น ideal ของ 𝑅 ในขณะท่ี 𝑁ሺ𝑅ሻ  อาจไม่เป็นแม้กระท่ัง subgroup  ดังเช่น ቂ0 1
0 0

ቃ
ଶ

ൌ

ቂ0 0
0 0

ቃ ൌ ቂ0 0
1 0

ቃ
ଶ
  แต่ ቀቂ0 1

0 0
ቃ ൅ ቂ0 0

1 0
ቃቁ

ଶ
ൌ ቂ0 1

1 0
ቃ

ଶ
ൌ ቂ0 1

1 0
ቃ ∉ 𝑁ሺ𝑅ሻ 

สมมติว่า 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ∑ 𝑓௜𝑥௜, 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ∑ 𝑔௝𝑥௝ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  

ชื่อ บทนิยาม 

𝑅 เป็น quasi-Armendariz ring[5] 
 
ถ้า  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑅ሾ𝑥ሿ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 แล้ว 𝑓௜𝑅𝑔௝ ൌ 0 ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 
 

 
𝑅 เป็น nil-Armendariz ring[2] 

 

 
ถ้า 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ∈ 𝑁ሺ𝑅ሻሾ𝑥ሿ แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ∈ 𝑁ሺ𝑅ሻ ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

 
𝑅 เป็น weak Armendariz ring[8] 

 

 
ถ้า 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ∈ 𝑁ሺ𝑅ሻ ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

 
𝑅 เป็น 𝜋-Armendariz ring[15] 

 

 
ถ้า 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ∈ 𝑁ሺ𝑅ሾ𝑥ሿሻ แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ∈ 𝑁ሺ𝑅ሻ ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

 
𝑅 เป็น almost Armendariz ring[11] 

 

 
ถ้า 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ∈ 𝑃ሺ𝑅ሻ ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ต่อไปสมมติว่า 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓଴ ൅ 𝑓ଵ𝑥 และ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔଴ ൅ 𝑔ଵ𝑥 ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ 

ชื่อ บทนิยาม 

𝑅 เป็น linear Armendariz ring[4] 
 
ถ้า 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ൌ 0 ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 
 

 
𝑅 เป็น linear weak Armendariz ring[12] 

 

 
ถ้า 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ∈ 𝑁ሺ𝑅ሻ ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

 

ให้ α: 𝑅ሾ𝑥ሿ → 𝑅ሾ𝑥ሿ เป็น ring endomorphism และ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓଴ ൅ 𝑓ଵ𝑥 และ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔଴ ൅ 𝑔ଵ𝑥 ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ 

 
𝑅 เป็น left α-weak Armendariz rin[13] 
 

 
ถ้า α൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 แล้ว 𝛼൫𝑓𝑖൯𝑔𝑗 ൌ 0 ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

 

ในเบื้องต้นเราสรุปความเชื่อมโยงกันของท้ัง 8 บทนิยามข้างต้นดังนี้ 

  quasi-Armendariz  weak 
Armendariz 

  

  nil-Armendariz     
Armendariz  almost 

Armendariz 
 linear weak 

Armendariz 
 left α-weak 

Armendariz 
  𝜋-Armendariz     
  linear Armendariz     
 

ให้ 𝐴 ⊆ 𝑅 เรานิยาม 𝑟ோሺ𝐴ሻ ൌ ሼ𝑥 ∈ 𝑅 | 𝐴𝑥 ൌ 0ሽ และเรียก 𝑟ோሺ𝐴ሻ ว่า right annihilator ของ 𝐴 ใน 𝑅  
เราเรียก left ideal 𝐼 ของ 𝑅 ว่า Armendariz left ideal[14] ถ้า 𝐼 สอดคล้องกับเงื่อนไข ดังน้ี 

ถ้า 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝑓௜𝑥௜, 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝑔௝𝑥௝ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ
௠

௝ୀ଴

௡

௜ୀ଴

 ซ่ึง 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ∈ 𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿሻ แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ∈ 𝑟ோሺ𝐼ሻทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

 

 

 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารางต่อไปนี้ เรายกตัวอย่างเพื่อเปรียบเทียบผลลัพธ์ท่ีคล้ายกันของ Armendariz ring และ Armendariz ideal 
โดยใช้สัญลักษณ์พ้ืนฐานตามที่กล่าวไว้ข้างต้น 

Armendariz ring Armendariz ideal 
ให้ 𝑅 เป็น Armendariz ring 
ถ้า 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௡ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ โดยที่ 𝑓ଵ𝑓ଶ … 𝑓௡ ൌ 0 
แล้ว 𝑎ଵ𝑎ଶ … 𝑎௡ ൌ 0 เมื่อ  𝑎௜  เป็นสัมประสิทธ์ิของ 𝑓௜  

ให้ 𝐼 เป็น Armendariz left ideal ของ 𝑅 
ถ้า 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௡ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ โดยที่ 𝑓ଵ𝑓ଶ … 𝑓௡ ∈
𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿሻ แล้ว 𝑎ଵ𝑎ଶ … 𝑎௡ ∈ 𝑟ோሺ𝐼ሻ เมื่อ  𝑎௜  
เป็นสัมประสิทธ์ิของ 𝑓௜  

𝑅 เป็น Armendariz ring  ก็ต่อเมื่อ 𝑅ሾ𝑥ሿ เป็น Armendariz ring 
 

ถ้า 𝐼 เป็น Armendariz left ideal ของ 𝑅 แล้ว 𝐼ሾ𝑥ሿ เป็น 

Armendariz left ideal ของ 𝑅ሾ𝑥ሿ 
ตาราง 1.1 

เราเห็นได้ชัดว่าทุก subring ของ Armendariz ring เป็น Armendariz ring  ผลลัพธ์ต่อไปน้ีแสดงความสัมพันธ์ระหว่าง 

Armendariz ring และ Armendariz ideal 

ถ้า 𝑅 เป็น Armendariz ring แล้ว ทุก left ideal ของ 𝑅  เป็น Armendariz left ideal ของ 𝑅 

 

สําหรับงานวิจัยชิ้นนี้ ในเบื้องต้น เรานําเสนอบทนิยามท่ีแตกต่างไปจาก  Armendariz left ideal ซ่ึงมีแนวคิด ดังน้ี 

กําหนดให้ 𝑅 เป็น ring และสมมติว่า 𝐴 ⊆ 𝑅 และ 𝐵 ⊆ 𝑅 เรานิยาม 𝑟ோሺ𝐴: 𝐵ሻ ൌ ሼ𝑥 ∈ 𝑅 | 𝑥𝐵 ⊆ 𝐴ሽ 

ให้ 𝐼 เป็น left ideal ของ 𝑅 เรากล่าวว่า 𝐼 เป็น ∗-Armendariz left ideal ของ 𝑅 ถ้า 𝐼 สอดคล้องกับเงื่อนไข ดังน้ี    

สมมติว่า 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ∑ 𝑓௜𝑥௜, 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ∑ 𝑔௝𝑥௝ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  

ถ้า   𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ  ∈ 𝑟𝑅ሾ𝑥ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿ: 𝑅ሾ𝑥ሿሻแล้ว 𝑓𝑖𝑔𝑗 ∈ 𝑟𝑅ሺ𝐼: 𝑅ሻ ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

เราเห็นความเชื่อมโยงระหว่าง Armendariz ring   และ ∗-Armendariz left ideal บน ring ท่ีมีเอกลักษณ์ ดังน้ี  

ให้ 𝑅 เป็น ring  ท่ีมีเอกลักษณ์ จะได้ว่า 𝑅 เป็น Armendariz ring ก็ต่อเม่ือ ሼ0ሽ เป็น ∗-Armendariz left ideal ของ 𝑅 

 

1.2 วัตถุประสงค์ของการวิจัย 

 เพ่ือศึกษาโครงสร้าง ตลอดจนความสัมพันธ์ของ Armendariz ring และ Armendariz left ideal และ ∗-
Armendariz left ideal  

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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1.3  ขอบเขตของของการวิจัย 
1) นิยามและศึกษา ∗-Armendariz left ideal  
2) วิเคราะห์ความสัมพันธ์ระหว่าง Armendariz ring และ Armendariz left ideal และ ∗-Armendariz left ideal  

1.4  วิธีดําเนินการวิจัย และ แผนการดําเนินงานวิจัย  
  

วิธีดําเนินการวิจัย  
 
 1) สืบค้นข้อมูลงานวิจัยท่ีเกี่ยวข้องกับ Armendariz ring 
 2) ศึกษาบทนิยามท่ีเกี่ยวเนื่องกับ Armendariz ring ในฐานะท่ีเป็นการวางนัยท่ัวไปของ Armendariz ring 
 3) วิเคราะห์บทนิยามท่ีเกี่ยวเนื่องกับ Armendariz ring ในฐานะท่ีเป็นการวางนัยท่ัวไปของ Armendariz ring เพ่ือ
เจาะลึกถึงความสัมพันธ์ระหว่างบทนิยามดังกล่าว 
 4) ขยายแนวคิดของ  Armendariz ring ไปบน ideal และให้บทนิยามท่ีคล้ายกับ Armendariz ring เพียงแต่มุ่งเน้นไปท่ี 
ideal 
 5) ศึกษาโครงสร้างท่ีได้จากขั้นตอนท่ี 4 ในเชิงทฤษฎี 
 6) เปรียบเทียบโครงสร้างท่ีได้จากข้ันตอนท่ี 4 กับ Armendariz ideal 
 7) สรุปผลการวิจัย 

 
 
แผนการดําเนินงานวิจัย  
 

 

 

 

การดําเนินงาน 
ระยะเวลา 

หมายเหตุ 
ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. พ.ค. มิ.ย. ก.ค. ส.ค. ก.ย. 

สืบค้นข้อมูลงานวิจัยท่ี
เกี่ยวข้องกับ 
Armendariz ring 

             

ศึกษาบทนิยามท่ี
เกี่ยวเนื่องกับ 
Armendariz ring ใน
ฐานะท่ีเป็นการวางนัย
ท่ัวไปของ 
Armendariz ring 

             

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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วิเคราะห์บทนิยามท่ี
เกี่ยวเนื่องกับ 
Armendariz ring ใน
ฐานะท่ีเป็นการวางนัย
ท่ัวไปของ 
Armendariz ring 
เพ่ือเจาะลึกถึง
ความสัมพันธ์ระหว่าง
บทนิยามดังกล่าว 

             

ขยายแนวคิดของ  
Armendariz ring ไป
บน ideal และให้บท
นิยามท่ีคล้ายกับ 
Armendariz ring 
เพียงแต่มุ่งเน้นไปที่ 
ideal 

             

ศึกษาโครงสร้างท่ีได้
จากขั้นตอนท่ี 4 ใน
เชิงทฤษฎี 

             

เปรียบเทียบ
โครงสร้างท่ีได้จาก
ขั้นตอนท่ี 4 กับ 
Armendariz ideal 

             

สรุปผลการวิจัย              
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บทท่ี 2 แนวคิด ทฤษฎีและงานวิจัยท่ีเก่ียวข้อง 

 ในปี 1997 M.B. Rege และ S. Chhawchharia ได้ริเร่ิมให้แนวคิดของวงอาร์เมนดาริซ ผลลัพธ์เชิงทฤษฎีมีความ
น่าสนใจ เห็นได้จากหลายปีต่อจากนั้น เกิดผลงานวิจัยท่ีเกี่ยวข้องกับวงอาร์เมนดาริซเป็นจํานวนมาก เช่น Near Armendariz 
Almost Armendariz และ π-Armendariz  เป็นต้น 

 ให้ 𝑅 เป็นวง และ 𝑥 เป็นตัวแปรไม่ทราบค่า สัญลักษณ์ท่ีใช้ตลอดท้ังงานวิจัยนี้ คือ 𝑅ሾ𝑥ሿ ซ่ึงแทนด้วยวงพหุนาม
บน 𝑅    

 ให้ 𝑅 เป็นวงท่ีมีเอกลักษณ์ และ 𝐴 เป็นเซตย่อยของ 𝑅 เรากําหนด 𝑟ோሺ𝐴ሻ ൌ ሼ𝑟 ∈ 𝑅 | 𝐴𝑟 ൌ 0ሽ และเรียกว่า 
right annihilator ของ 𝐴 ของวง 𝑅 

2.1 วงอาร์เมนดาริซและวงรีดิวซ์ 

 N. Kim และ Y. lee สองนักคณติศาสตร์ท่ีนําเสนอความเกี่ยวข้องกันของวงอาร์เมนดาริซและวงรีดิวซ์ เป็นงานวิจัย
ท่ีเผยแพร่ลงใน Journal of Algebra ปี 2000 ผลงานชิ้นนี้ทําให้เราได้ตัวอย่างของวงอาร์เมนดาริซเพ่ิมข้ึน 

 ให้ 𝑅 เป็นวง เราเรียก 𝑅 ว่าวงรีดิวซ์ ก็ต่อเม่ือ ถ้า 𝑎௡ ൌ 0 สําหรับบางจํานวนเต็ม 𝑛 แล้ว 𝑎 ൌ 0 

 Rege และ Chhawchharia พิสูจน์ไว้ว่า วงเมทริกซ์ขนาด 𝑛 ൈ 𝑛  ไม่เป็นวงอาร์เมนดาริซ คล้ายกันนั้น ตัวอย่าง
ถัดไปน้ีแสดงให้เห็นว่าวงของเมทริกซ์สามเหลี่ยมบนขนาด 𝑛 ൈ 𝑛  โดยท่ี 𝑛 ൒ 2 ก็ไม่เป็นวงอาร์เมนดาริซเช่นกัน 

ตัวอย่าง 2.1.1 ให้ 𝑅 เป็นวง เราจะแสดงว่า วงของเมทริกซ์สามเหลี่ยมบนขนาด 𝑛 ൈ 𝑛  โดยท่ี 𝑛 ൒ 2 ไม่เป็นวงอาร์
เมนดาริซ ซ่ึงเราจะแสดงเพียงกรณี 2 ൈ 2    

 เราให้ 𝑆 เป็นวงของเมทริกซ์สามเหลี่ยมบนขนาด 2 ൈ 2   บน 𝑅 และ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቂ1 0
0 0

ቃ ൅ ቂ1 െ1
0 0

ቃ 𝑥 

และ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ቂ0 0
0 1

ቃ ൅ ቂ0 1
0 1

ቃ 𝑥 เป็นพหุนามใน 𝑆ሾ𝑥ሿ  จะได้ว่า 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 

แต่ว่า ቂ1 0
0 0

ቃ ቂ0 1
0 1

ቃ ് 0  ดังน้ัน 𝑆  ไม่เป็นวงอาร์เมนดาริซ  

 ตัวอย่างต่อไป เราให้ตัวอย่างของวงย่อยของวงของเมทริกซ์สามเหลี่ยมบนขนาด 3 ൈ 3  ซ่ึงเป็นอาร์เมนดาริซ 

สมบัติ 2.1.2  ให้ 𝑅 เป็นวงรีดิวซ์  จะได้ว่า 𝑆 ൌ ൝൥
𝑎 𝑏 𝑐
0 𝑎 𝑑
0 0 𝑎

൩ | 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑅ൡ  เป็นวงอาร์เมนดาริซ 

 ให้ 𝑆 เป็นวงรีดิวซ์ และให้  

𝑅௡ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑎 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ ⋯ 𝑎ଵ௡

0 𝑎 𝑎ଶଷ ⋯ 𝑎ଶ௡
0
⋮
0

0
⋮
0

𝑎
⋮
0

⋱
𝑎
0

𝑎ଷ௡
⋮
𝑎 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 | 𝑎, 𝑎௜௝ ∈ 𝑆

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫
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ตัวอย่าง 2.1.3 ให้ 𝑆 เป็นวง และให้ 𝑅ସ ൌ ቐ቎

𝑎 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ 𝑎ଵସ

0 𝑎 𝑎ଶଷ 𝑎ଶସ
0
0

0
0

𝑎
0

𝑎ଷସ
𝑎

቏ | 𝑎, 𝑎௜௝ ∈ 𝑅ቑ 

ให้ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቎

0 1 0 0
0 0 0 0
0
0

0
0

0
0

0
0

቏ ൅ ቎

0 1 െ1 0
0 0 0 0
0
0

0
0

0
0

0
0

቏ 𝑥  และ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ቎

0 0 0 0
0 0 0 0
0
0

0
0

0
0

1
0

቏ ൅ ቎

0 0 0 0
0 0 0 1
0
0

0
0

0
0

1
0

቏ 𝑥 

เป็นพหุนามใน 𝑅ସሾ𝑥ሿ 

จะเห็นว่า 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0  แต่ ቎

0 1 0 0
0 0 0 0
0
0

0
0

0
0

0
0

቏ ቎

0 0 0 0
0 0 0 1
0
0

0
0

0
0

1
0

቏ ് 0 

ดังน้ัน 𝑅ସ ไม่เป็นวงอาร์เมนดาริซ 

ในขณะเดียวกัน ผลลัพธ์นี้เป็นจริงสําหรับกรณี 𝑛 ൒ 5 

ให้ 𝑅 เป็นวง และ 𝑀 เป็น ሺ𝑅, 𝑅ሻ-ไบมอดูล เรานิยามวง 𝑇ሺ𝑅, 𝑀ሻ ൌ 𝑅⨁𝑀 กับการดําเนินการบวกและคูณ
ดังน้ี  สําหรับ 𝑟ଵ, 𝑟ଶ ∈ 𝑅 และ 𝑚ଵ, 𝑚ଶ ∈ 𝑀 

ሺ𝑟ଵ, 𝑚ଵሻ ൅ ሺ𝑟ଶ, 𝑚ଶሻ ൌ ሺ𝑟ଵ ൅ 𝑟ଶ, 𝑚ଵ ൅ 𝑚ଶሻ 

ሺ𝑟ଵ, 𝑚ଵሻሺ𝑟ଶ, 𝑚ଶሻ ൌ ሺ𝑟ଵ𝑟ଶ, 𝑟ଵ𝑚ଶ ൅ 𝑟ଶ𝑚ଵሻ 

เราทราบว่า 𝑇ሺ𝑅, 𝑀ሻ สมสัณฐาน (ring isomorphism) กับวงเมทริกซ์ท่ีอยู่ในรูป ቂ
𝑟 𝑚
0 𝑟 ቃ โดยที่ 𝑟 ∈ 𝑅 

และ 𝑚 ∈ 𝑀 

บทแทรก 2.1.4 ถ้า 𝑅 เป็นวงรีดิวซ์  แล้ว 𝑇ሺ𝑅, 𝑅ሻ เป็นวงอาร์เมนดาริซ 

 แนวคิดจากผลลพัธ์ข้างต้น ทําให้เราเกิดคําถามข้ึนโดยธรรมชาติว่า 𝑇ሺ𝑅, 𝑅ሻ เป็นวงอาร์เมนดาริซ หรือไม่ ถ้าหาก 
𝑅 เป็นวงอาร์เมนดาริซ  แต่ทว่าตัวอย่างต่อไปนี้ให้คําตอบว่าไม่จําเป็น 

ตัวอย่าง 2.1.5 ให้ 𝑇 เป็นวงรีดิวซ์  โดยบทแทรก 2.1.4 จะได้ว่า 𝑅 ൌ ቄቂ𝑎 𝑏
0 𝑎

ቃ | 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅ቅ  เป็นวงอาร์เมนดาริซ 

เรากําหนด 𝑆 ൌ ቄቂ𝐴 𝐵
0 𝐴

ቃ | 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅ቅ 

เราให้ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቎
ቂ0 1
0 0

ቃ ቂ0 0
0 0

ቃ

ቂ0 0
0 0

ቃ ቂ0 1
0 0

ቃ
቏ ൅ ቎

ቂ0 1
0 0

ቃ ቂെ1 0
0 െ1

ቃ

ቂ0 0
0 0

ቃ ቂ0 1
0 0

ቃ
቏ 𝑥  

และ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ቎
ቂ0 1
0 0

ቃ ቂ0 0
0 0

ቃ

ቂ0 0
0 0

ቃ ቂ0 1
0 0

ቃ
቏ ൅ ቎

ቂ0 1
0 0

ቃ ቂ1 0
0 1

ቃ

ቂ0 0
0 0

ቃ ቂ0 1
0 0

ቃ
቏ 𝑥  
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ท้ัง 𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑔ሺ𝑥ሻ เป็นพหุนามใน 𝑆ሾ𝑥ሿ จะเห็นว่า 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 

แต่ว่า ቎
ቂ0 1
0 0

ቃ ቂ0 0
0 0

ቃ

ቂ0 0
0 0

ቃ ቂ0 1
0 0

ቃ
቏ ቎

ቂ0 1
0 0

ቃ ቂ1 0
0 1

ቃ

ቂ0 0
0 0

ቃ ቂ0 1
0 0

ቃ
቏ ് 0 

ซ่ึงทําให้เห็นว่า 𝑆 ไม่เป็นวงอาร์เมนดาริซ 

 ในปี 1998 ผลลัพธ์ในเชิงทฤษฎีท่ีน่าสนใจ ศึกษาโดย D. Anderson และ V. Camillo  เป็นงานวิจัยท่ีนับว่าเป็นจุด
กําเนิดของแนวทางศึกษาทฤษฎีวงอาร์เมนดาริซ 

สมบัติ 2.1.6 ให้ 𝑅 เป็นวงอาร์เมนดาริซ ถ้า 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௡ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ ซ่ึง 𝑓ଵ𝑓ଶ ⋯ 𝑓௡ ൌ 0 แล้ว 
𝑎ଵ𝑎ଶ ⋯ 𝑎௡ ൌ 0 เม่ือ 𝑎௜  เป็นสัมประสิทธ์ิของ 𝑓௜  

ทฤษฎีบท 2.1.7 𝑅 เป็นวงอาร์เมนดาริซ ก็ต่อเม่ือ 𝑅ሾ𝑥ሿ เป็นวงอาร์เมนดาริซ 

 ทฤษฎีบทสุดท้ายนี้ เป็นผลลัพธ์ท่ีเชื่อมโยงระหว่างวงอาร์เมนดาริซและวงอาร์เมนดาริซเชิงเส้น บน von Neumann 
regular ring 

ทฤษฎีบท 2.1.8 ให้ 𝑅 เป็น von Neumann regular ring ข้อความต่อไปนี้สมมูลกัน 

1) 𝑅 เป็นวงอาร์เมนดาริซ 
2) 𝑅 เป็นวงรีดิวซ์ 
3)  ถ้า 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓଴ ൅ 𝑓ଵ𝑥, 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔଴ ൅ 𝑔ଵ𝑥 ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ ซ่ึง 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ൌ 0 ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

หมายเหตุ เราเรียกวง 𝑅 ท่ีสอดคล้องกับเงื่อนไข 3) ในทฤษฎีบท 2.1.8 ว่าวงอาร์เมดาริซเชิงเส้น 

 

2.2 วงอาร์เมดาริซเชิงเส้น 

ผลลัพธ์ต่อไปน้ีศึกษาโดย Y. Jeon และคณะ ศึกษาผลลัพธ์ท่ีเกี่ยวข้องกับวงอาร์เมดาริซเชิงเส้น ผลงานวิจัยเผยแพร่
ในปี 2009  ในชื่อท่ีเรียกว่า On weak Armendariz rings 

บทนิยาม 2.2.1 ให้ 𝑅 เป็นวง เราเรียก 𝑅 ว่าวงอาร์เมดาริซเชิงเส้น ก็ต่อเม่ือ ถ้า 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓଴ ൅ 𝑓ଵ𝑥, 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔଴ ൅

𝑔ଵ𝑥 ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ ซ่ึง 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ൌ 0 ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

ให้ 𝑅 เป็นวง เราเรียกไอดีลทางเดียว 𝐽 ของ 𝑅 ว่ามีสมบัติ 𝐼𝐹𝑃 ก็ต่อเม่ือ สําหรับ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ถ้า 𝑎𝑏 ∈ 𝐽 
แล้ว 𝑎𝑅𝑏 ⊆ 𝐽   

เรากล่าวว่าวง 𝑅 เป็น 𝐼𝐹𝑃 ก็ต่อเม่ือ ሼ0ሽ มีสมบัติ 𝐼𝐹𝑃 
เรากล่าวว่าวง 𝑅 เป็นอาบีเลียน ก็ต่อเม่ือ ทุกไอเด็มโพเท็นต์เป็น central 
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หมายเหตุ ในบางงานวิจัยเรียกวงอาร์เมดาริซเชิงเส้นว่า weak Armendariz 
สมบัติ 2.2.2 คลาสของวงอาร์เมดาริซเชิงเส้นมีสมบัติปิดภายใต้วงย่อยและผลคูณตรง 

บทต้ัง 2.2.3 ข้อความต่อไปนี้เป็นจริง 

1) วงอาร์เมนดาริซเป็นวงอาร์เมดาริซเชิงเส้น 
2) วงอาร์เมดาริซเชิงเส้นเป็นอาบีเลียน 

ตัวอย่างด้านล่างนี้แสดงว่าบทกลับของบทต้ัง 2.2.2 ไม่เป็นจริง 

ตัวอย่าง 2.2.4 ให้ 𝑅 ൌ ℤଷሾ𝑥, 𝑦ሿ ሺ𝑥ଷ, 𝑥ଶ𝑦ଶ, 𝑦ଷሻ⁄  เม่ือ ℤଷ เป็น Galois field อันดับ 3 และ ℤଷሾ𝑥, 𝑦ሿ 
เป็นวงของพหุนามท่ีมี 𝑥, 𝑦 เป็นตัวแปรไม่ทราบค่า โดยสัมประสิทธ์ิอยู่ใน ℤଷ และ ሺ𝑥ଷ, 𝑥ଶ𝑦ଶ, 𝑦ଷሻ เป็นไอดีลของ 
ℤଷሾ𝑥, 𝑦ሿ ซ่ึงก่อกําเนิดโดย 𝑥ଷ, 𝑥ଶ𝑦ଶ, 𝑦ଷ  

 ให้ 𝑅ሾ𝑡ሿ เป็นวงของพหุนามที่มี 𝑦 เป็นตัวแปรไม่ทราบค่า โดยสัมประสิทธ์ิอยู่ใน 𝑅 

เนื่องจาก ሺ𝑥 ൅ 𝑦𝑡ሻଷ ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦𝑡ሻ൫𝑥ଶ ൅ 2𝑥 𝑦𝑡 ൅ 𝑦ଶ𝑡ଶ൯ ൌ 0  โดยท่ี 𝑥 𝑦ଶ ് 0 

ซ่ึงทําให้ 𝑅 ไม่เป็นวงอาร์เมนดาริซ  แต่ 𝑅 เป็นวงอาร์เมนดาริซเชิงเส้น   

ตัวอย่าง 2.2.5 𝑆 เป็นวงอาบีเลียน และ 𝑅 ൌ ቐ቎

𝑎 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ 𝑎ଵସ

0 𝑎 𝑎ଶଷ 𝑎ଶସ
0
0

0
0

𝑎
0

𝑎ଷସ
𝑎

቏ | 𝑎, 𝑎௜௝ ∈ 𝑆ቑ   จะได้ว่า 𝑅 เป็นวงอาบีเลียน 

ให้ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቎

0 1 0 0
0 0 0 0
0
0

0
0

0
0

0
0

቏ ൅ ቎

0 1 െ1 0
0 0 0 0
0
0

0
0

0
0

0
0

቏ 𝑥 และ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ቎

0 0 0 0
0 0 0 0
0
0

0
0

0
0

1
0

቏ ൅ ቎

0 0 0 0
0 0 0 1
0
0

0
0

0
0

1
0

቏ 𝑥 

ท้ัง 𝑓ሺ𝑥ሻ และ 𝑔ሺ𝑥ሻ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ  และจะเห็นว่า 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 

แต่ว่า ቎
0 1 0 0
0 0 0 0
0
0

0
0

0
0

0
0

቏ ቎

0 0 0 0
0 0 0 1
0
0

0
0

0
0

1
0

቏ ് 0 

ซ่ึงหมายความว่า 𝑅 ไม่เป็นวงอาร์เมนดาริซเชิงเส้น   

 

 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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2.3 ไอดีลอาร์เมนดาริซ 

แนวคิดของไอดีลอาร์เมนดาริซ แนะนําโดย Sh. Ghalandarzadeh และคณะ ปรากฏงานวิจัยในปี 2010  ได้ริเริ่ม
ศึกษาไอดีลอาร์เมนดาริซ พร้อมท้ังพิจารณาความสัมพันธ์ของ ไอดีลอาบีเลียน ไอดีลอาร์เมนดาริซและวงอาร์เมนดาริซ 
อย่างไรก็ตามการศึกษาไอดีลอาร์เมนดาริซ โดย Sh. Ghalandarzadeh และคณะนี้ กําหนดไว้ว่าศึกษาบนวงท่ีมีเอกลักษณ์ 

บทนิยาม 2.3.1 ให้ 𝑅 เป็นวงท่ีมีเอกลักษณ์ และ 𝐼 เป็นไอดีลทางซ้าย เราเรียก 𝐼 ว่า อาร์เมนดาริซ  ก็ต่อเม่ือ 

ถ้า 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ∑ 𝑓௜𝑥௜, 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ∑ 𝑔௝𝑥௝ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴  ซ่ึง 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ∈ 𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿሻ แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ∈ 𝑟ோሺ𝐴ሻ ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

บทนิยาม 2.3.2 ให้ 𝑅 เป็นวงท่ีมีเอกลักษณ์ และ 𝐼 เป็นไอดีลทางซ้าย เราเรียก 𝐼 ว่า อาบีเลียน  ก็ต่อเม่ือ 

𝑒𝑟 െ 𝑟𝑒 ∈ 𝑟𝑅ሺ𝐼ሻ   ทุกสมาชิก 𝑟 ∈ 𝑅 และทุกไอเดมโพเทนต์ 𝑒 ∈ 𝑅 

 เราเห็นได้ชัดว่า ሼ0ሽ เป็นท้ังอาร์เมนดาริซไอดีลและอาบีเลียนไอดีล 

สมบัติ 2.3.3 ให้ 𝐼 เป็นอาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 

ถ้า 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௡ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ โดยท่ี 𝑓ଵ𝑓ଶ … 𝑓௡ ∈ 𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿሻ แล้ว 𝑎ଵ𝑎ଶ … 𝑎௡ ∈ 𝑟ோሺ𝐼ሻ เม่ือ  𝑎௜ เป็นสัมประสิทธ์ิของ 𝑓௜ 

สมบัติ 2.3.4 ให้ 𝐼 เป็นไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 

ถ้า 𝐼 เป็นอาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 แล้ว 𝐼ሾ𝑥ሿ เป็นอาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้ายของ 𝑅ሾ𝑥ሿ 
 สมบัติต่อไป แสดงให้เห็นความสัมพันธ์ของอาร์เมนดาริซไอดีลและอาบีเลียนไอดีล  
โดยกําหนด 𝑍ሺ𝑅ሻ ൌ ሼ𝑥 ∈ 𝑅 | 𝑥𝑎 ൌ 𝑎𝑥  ทุกๆ 𝑎 ∈ 𝑅ሽ 
สมบัติ 2.3.5 ให้ 𝐼 เป็นอาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 ข้อความต่อไปนี้เป็นจริง 

(1) ถ้า 𝑎𝑏 ∈ 𝑟ோሺ𝐼ሻ และ 𝑎𝑐௡𝑏 ∈ 𝑟ோሺ𝐼ሻ โดยท่ี 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 และ 𝑛 เป็นจํานวนนับ แล้ว 𝑎𝑐𝑏 ∈ 𝑟ோሺ𝐼ሻ 
(2) ถ้า 𝑎𝑏 ∈ 𝑟ோሺ𝐼ሻ และ 𝑐௡ ∈ 𝑍ሺ𝑅ሻ โดยท่ี 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 และ 𝑛 เป็นจํานวนนับ แล้ว 𝑎𝑐𝑏 ∈ 𝑟ோሺ𝐼ሻ 

บทแทรก 2.3.6 ถ้า 𝐼 เป็นอาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 แล้ว 𝐼ሾ𝑥ሿ เป็นอาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้ายของ 𝑅ሾ𝑥ሿ 

 เราพิจารณาได้ไม่ยากนักว่า วงย่อยของวงอาร์เมนดาริซเป็นวงอาร์เมนดาริซ ในทํานองเดียวกัน ผลลัพธ์ด้านล่างนี้
แสดงให้เห็นว่า ไอดีลทางซ้อยของวงอาร์เมนดาริซเป็นอาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้าย 

สมบัติ 2.3.7 ถ้า 𝑅 เป็นวงอาร์เมนดาริซ แล้ว ทุกไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 เป็นอาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้าย 

ให้ 𝑅 เป็นวง และ 𝑀 เป็น ሺ𝑅, 𝑅ሻ-ไบมอดูล เรานิยามวง 𝑇ሺ𝑅, 𝑀ሻ ൌ 𝑅⨁𝑀 กับการดําเนินการบวกและคูณ
ดังน้ี  สําหรับ 𝑟ଵ, 𝑟ଶ ∈ 𝑅 และ 𝑚ଵ, 𝑚ଶ ∈ 𝑀 

ሺ𝑟ଵ, 𝑚ଵሻ ൅ ሺ𝑟ଶ, 𝑚ଶሻ ൌ ሺ𝑟ଵ ൅ 𝑟ଶ, 𝑚ଵ ൅ 𝑚ଶሻ 

ሺ𝑟ଵ, 𝑚ଵሻሺ𝑟ଶ, 𝑚ଶሻ ൌ ሺ𝑟ଵ𝑟ଶ, 𝑟ଵ𝑚ଶ ൅ 𝑟ଶ𝑚ଵሻ เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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เราทราบว่า 𝑇ሺ𝑅, 𝑀ሻ สมสัณฐาน (ring isomorphism) กับวงเมทริกซ์ท่ีอยู่ในรูป ቂ
𝑟 𝑚
0 𝑟 ቃ โดยที่ 𝑟 ∈ 𝑅 

และ 𝑚 ∈ 𝑀 

สมบัติ 2.3.8  𝑅 เป็นวงรีดิวซ์ ก็ต่อเม่ือ 𝑇ሺ𝑅, 𝑅ሻ เป็นวงอาร์เมนดาริซ 

 ตัวอย่างต่อไปเป็นอาร์เมนดาริซไอดีลของวงท่ีไม่เป็นอาร์เมนดาริซ 

ตัวอย่าง 2.3.9 ให้ 𝑅 ൌ ℤସ และ 𝑆 ൌ 𝑇ሺ𝑅, 𝑅ሻ  เห็นได้ชัดว่า 𝑅 ไม่เป็นวงรีดิวซ์ และ 𝑆 ไม่เป็นวาอาร์เมนดาริซ เรา
กําหนดให้ 𝑎 ൌ ቂ0 2

0 0
ቃ และ 𝐼 ൌ 𝑆𝑎 และ 𝑟ሺ𝐼ሻ ൌ 𝑟ௌሺ𝐼ሻ  จะได้ว่า 𝑟ሺ𝐼ሻ ൌ ቄቂ𝑟 𝑏

0 𝑟
ቃ | 𝑟 ∈ ൛0, 2ൟ, 𝑏 ∈ ℤସቅ 

เนื่องจาก 𝑟ሺ𝐼ሻ เป็นไอดีลของ 𝑆 และ 𝑆 𝑟ሺ𝐼ሻൗ  เป็นวงรีดิวซ์  จึงได้ว่า 𝐼 เป็นอาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้ายของ 𝑆 

 ให้ 𝑅 เป็นวง เราเรียกไอดีลทางเดียว 𝐽 ของ 𝑅 ว่ามีสมบัติ 𝐼𝐹𝑃 ก็ต่อเม่ือ สําหรับ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ถ้า 𝑎𝑏 ∈ 𝐽 
แล้ว 𝑎𝑅𝑏 ⊆ 𝐽   

 ให้ 𝑅 เป็นวง เราเรียก 𝑅 ว่า locally finite ถ้าทุกเซตย่อยจํากัดของ 𝑅 ก่อกําเนิดกึ่งกรุปเชิงการคูณจํากัด 
(finitely semigroup multiplicatively)  

ทฤษฎีบท 2.3.10 ถ้า  𝑅 เป็น locally finite และ 𝐼 เป็นอาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 แล้ว 𝑟ሺ𝐼ሻ มีสมบัติ 𝐼𝐹𝑃 

 

2.4 เนียร์อาร์เมนดาริซไอดีล 

ให้ 𝑁 เป็นเซตท่ีไม่ใช่เซตว่าง ร่วมกับ ൅ และ ∙ เป็นการดําเนินการทวิภาคบน 𝑁 เรากล่าวว่า ሺ𝑁, ൅,∙ሻ เป็น
เนียร์ริงทางซ้าย ถ้า ሺ𝑁, ൅,∙ሻ สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้ 

1) ሺ𝑁, ൅ሻ เป็นกรุป 
2) ሺ𝑁,∙ሻ  กึ่งกรุป 
3) 𝑥 ∙ ሺ𝑦 ൅ 𝑧ሻ ൌ 𝑥 ∙ 𝑦 ൅ 𝑥 ∙ 𝑧  ทุกๆ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑁 

ให้ 𝑅 เป็นวง  ในบทย่อยนี้ เราแทนสัญลักษณ์ ሺ𝑥ሻ𝑓 ൌ ∑ 𝑓௜𝑥௜௠
௜ୀ଴ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ  และเรานิยามการ 

ดําเนินการทวิภาค ∘ บน 𝑅ሾ𝑥ሿ  โดย ሺ𝑥ሻ𝑓 ∘ ሺ𝑥ሻ𝑔 ൌ ∑ 𝑔௝൫ሺ𝑥ሻ𝑓൯
௝௡

௝ୀ଴   เม่ือ ሺ𝑥ሻ𝑔 ൌ ∑ 𝑔௝𝑥௝௡
௝ୀ଴  

ทําให้ได้ว่า ሺ𝑅ሾ𝑥ሿ, ൅,∘ሻ  เป็นเนียร์ริงทางซ้าย แต่ไม่เป็นริง 

 เราแทนสัญลักษณ์ 𝑅଴ሾ𝑥ሿ ด้วยเนียร์ริงย่อยของ 𝑅ሾ𝑥ሿ ซ่ึงเป็นเนียร์ริงย่อยของ 𝑅ሾ𝑥ሿ  ท่ีมีพจน์ค่าคงท่ีเป็น 0  

 ในบทย่อยนี้ นําเสนอแนวคิดเนียร์ไอดีลอาร์เมนดาริซ ซ่ึงริเริ่มโดย Kh. Khalilnezhad และ H. Javadi เผยแพร่
งานวิจัยในปี 2015 ประเด็นสําคัญของงานวิจัยนี้ คือการเลือกใช้การดําเนินการทวิภาค ∘ ซ่ึงทําให้ ሺ𝑅ሾ𝑥ሿ, ൅,∘ሻ  เป็น
เนียร์ริงทางซ้าย 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



14 
 
บทนิยาม 2.4.1 ให้ 𝑅 เป็นวง และ 𝐼  เป็นไอดีลทางซ้ายของ 𝑅  เราเรียก 𝐼  ว่า เนียร์อารเ์มนดาริซ ก็ต่อเม่ือ สําหรับพหุนาม 
ሺ𝑥ሻ𝑓 ൌ ∑ 𝑓௜𝑥௜, ሺ𝑥ሻ𝑔 ൌ ∑ 𝑔௝𝑥௝ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ௠

௝ୀ଴
௡
௜ୀ଴   

ถ้า ሺ𝑥ሻ𝑓 ∘ ሺ𝑥ሻ𝑔 ∈ 𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿሻ แล้ว 𝑔௝𝑓௜ ∈ 𝑟ோሺ𝐼ሻ ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 และ ሺ𝑓଴ሻ𝑔 ∈  𝑟ோሺ𝐼ሻ 

สําหรับ ሺ𝑥ሻ𝑓 ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ  เรากําหนด 𝐶௙ แทนเซตของสัมประสิทธ์ิของ ሺ𝑥ሻ𝑓 

สมบัติ 2.4.2 ให้ 𝑅 เป็นวง และ 𝐼  เป็นเนียร์อาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้ายของ 𝑅  ถ้า ሺ𝑥ሻ𝑓ଵ, ሺ𝑥ሻ𝑓ଶ, … , ሺ𝑥ሻ𝑓௡ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ 

ซ่ึง ሺ𝑥ሻ𝑓ଵ ∘ ⋯ ∘ ሺ𝑥ሻ𝑓௡ ∈ 𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿሻ และ 𝑎௞ ∈ 𝐶௙ೖ
 โดย 𝑘 ∈ ሼ1, … , 𝑛ሽ แล้ว 𝑎௡𝑎௡ିଵ … 𝑎ଵ ∈ 𝑟ோሺ𝐼ሻ 

สมบัติ 2.4.3 ถ้า 𝐼  เป็นเนียร์อาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้ายของ 𝑅  แล้ว 𝐼  เป็นอาบีเลียนไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 
ตัวอย่างต่อไปนี้แสดงว่าบทกลับของสมบัติ 2.4.3 ไม่เป็นจริง 

ตัวอย่าง 2.4.4 ให้ 𝑆 เป็นวงอาบีเลียน และ 𝑅 ൌ ൝൥
𝑎 𝑏 𝑐
0 𝑎 𝑑
0 0 𝑎

൩ |𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆ൡ 

เราให้ 𝐼 ൌ ൝൥
0 𝑥 𝑦
0 0 0
0 0 0

൩ |𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆ൡ  จะได้ว่า 𝐼 เป็นอาบีเลียนไอดีลทางซ้าย 

พิจารณา ሺ𝑥ሻ𝑓 ൌ ൥
0 0 1
0 0 െ1
0 0 0

൩ 𝑥, ሺ𝑥ሻ𝑔 ൌ ൥
0 0 1
0 0 െ1
0 0 0

൩ 𝑥 ൅ ൥
1 െ1 0
0 1 0
0 0 1

൩ 𝑥ଶ 

จะเห็นว่า ሺ𝑥ሻ𝑓 ∘ ሺ𝑥ሻ𝑔 ∈ 𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿሻ  แต่ว่า ൥
1 െ1 0
0 1 0
0 0 1

൩ ൥
0 0 1
0 0 െ1
0 0 0

൩ ∉ 𝑟ோሺ𝐼ሻ 

ดังน้ัน 𝐼  ไม่เป็นเนียร์อาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้ายของ 𝑅   

สมบัติ 2.4.5 ถ้า 𝑅 เป็นอาร์เมนดาริซเนียร์ริง และ 𝐼 เป็นไอดีลของ 𝑅 แล้ว 𝑅 𝑟ோሺ𝐼ሻൗ  เป็นอาร์เมนดาริซเนียร์ริง 

ทฤษฎีบท 2.4.6 ถ้า 𝑅 เป็นอาร์เมนดาริซเนียร์ริง และ 𝐼 เป็นไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 แล้ว 𝐼 เป็นเนียร์อาร์เมนดาริซ 𝑅  

ให้ 𝑅 เป็นวง เรานิยามวง 𝑇ሺ𝑅, 𝑅ሻ ൌ 𝑅⨁𝑅 กับการดําเนินการบวกและคูณดังนี้   

สําหรับ 𝑟ଵ, 𝑟ଶ, 𝑟ଵ
ᇱ, 𝑟ଶ

ᇱ ∈ 𝑅  

ሺ𝑟ଵ, 𝑟ଶሻ ൅ ሺ𝑟ଵ
ᇱ, 𝑟ଶ

ᇱሻ ൌ ሺ𝑟ଵ ൅ 𝑟ଵ
ᇱ, 𝑟ଶ ൅ 𝑟ଶ

ᇱሻ 

ሺ𝑟ଵ, 𝑟ଶሻሺ𝑟ଵ
ᇱ, 𝑟ଶ

ᇱሻ ൌ ሺ𝑟ଵ𝑟ଵ
ᇱ, 𝑟ଵ𝑟ଶ

ᇱ ൅ 𝑟ଶ𝑟ଵ
ᇱሻ 

เราทราบว่า 𝑇ሺ𝑅, 𝑅ሻ สมสัณฐาน (ring isomorphism) กับวงเมทริกซ์ท่ีอยู่ในรูป ቂ
𝑟 𝑠
0 𝑟ቃ โดยท่ี 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตัวอย่าง 2.4.7 ให้ 𝑆 ൌ ℤ଼ และ 𝑅 ൌ 𝑇ሺ𝑆, 𝑆ሻ  จะได้ว่า 𝑅 ไม่เป็นอาร์เมนดาริซเนียร์ริง  

เพราะว่า ሺ𝑥ሻ𝑓 ൌ ൫4, 2൯𝑥, ሺ𝑥ሻ𝑔 ൌ ൫2, 0൯𝑥ଶ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ ซ่ึงทําให้ ሺ𝑥ሻ𝑓 ∘ ሺ𝑥ሻ𝑔 ൌ 0 แต่ว่า ൫4, 2൯൫2, 0൯ ് 0 

ให้ 𝑎 ൌ ൤0 2
0 0

൨, 𝐼 ൌ 𝑅𝑎 และ 𝑟ሺ𝐼ሻ ൌ 𝑟ோሺ𝐼ሻ 

จะได้ว่า 𝑟ሺ𝐼ሻ ൌ ቄቂ𝑟 𝑏
0 𝑟

ቃ | 𝑟 ∈ ൛0, 2ൟ, 𝑏 ∈ ℤ଼ቅ 

เนื่องจาก 𝑟ሺ𝐼ሻ เป็นไอดีลของ 𝑅 และ 𝑅 𝑟ሺ𝐼ሻൗ  เป็นวงรีดิวซ์   

จึงได้ว่า 𝐼 เป็นเนียร์อาร์เมนดาริซ 

 ปิดท้ายด้วยสมบัติระหว่างไอดีลทางเดียวกับสมบัติ 𝐼𝐹𝑃  

ให้ 𝑅 เป็นวง เราเรียกไอดีลทางเดียว 𝐽 ของ 𝑅 ว่ามีสมบัติ 𝐼𝐹𝑃 ก็ต่อเม่ือ สําหรับ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ถ้า 𝑎𝑏 ∈ 𝐽 
แล้ว 𝑎𝑅𝑏 ⊆ 𝐽   

ให้ 𝑛 เป็นจํานวนนับ เราแทน 𝑈௡ሺ𝑅ሻ เป็นเซตของเมทริกซ์สามเหลี่ยมบนขนาน 𝑛 ൈ 𝑛 บน 𝑅 

ตัวอย่าง 2.4.8 ให้ 𝑅เ ป็นโดเมน และ 𝑅 ൌ 𝑈ଶሺ𝐷ሻ และ 𝐼 ൌ ቂ𝐷 𝐷
0 0

ቃ 

ให้ 0 ് 𝛼 ൌ ቂ𝑎 𝑏
0 𝑐

ቃ, 0 ് 𝛽 ൌ ቂ𝑎ᇱ 𝑏ᇱ

0 𝑐ᇱቃ ∈ 𝑅   

เราจะเห็นว่า 𝛼𝛽 ∈ 𝐼 ก็ต่อเม่ือ 𝑐 ൌ 0 

ดังน้ัน ถ้า 𝑐 ൌ 0 แล้ว 𝛼𝑅𝛽 ⊆ 𝐼  

ซ่ึงหมายความว่า 𝐼 มีสมบัติ 𝐼𝐹𝑃 

 ขั้นต่อไป เราให้ ሺ𝑥ሻ𝑓 ൌ ቂ0 1
0 0

ቃ 𝑥, ሺ𝑥ሻ𝑔 ൌ ቂ0 1
0 0

ቃ 𝑥 ൅ ቂ1 െ1
0 0

ቃ 𝑥ଶ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ 

จะเห็นว่า ሺ𝑥ሻ𝑓 ∘ ሺ𝑥ሻ𝑔 ∈ 𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿሻ  แต่ว่า ቂ1 െ1
0 0

ቃ ቂ0 1
0 0

ቃ ∉ 𝑟ோሺ𝐼ሻ 

ดังน้ัน 𝐼 ไม่เป็นเนียร์อาร์เมนดาริซ 

สมบัติ 2.4.9 ถ้า  𝑅 เป็นวงและ 𝐼 เป็นเนียร์อาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 แล้ว 𝑟ሺ𝐼ሻ มีสมบัติ 𝐼𝐹𝑃 

 

 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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บทท่ี 3 การวางนัยท่ัวไปของวงอาร์เมนดาริซ 

เราแนะนําแนวคิดของ ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้น และ ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลซ่ึงเป็นการขยายความรู้ของวงอาร์
เมนดาริซ  พร้อมท้ังศึกษาบางสมบัติและยกตัวอย่างสําคัญของการขยายนี้ รวมไปถึงการแสดงให้เห็นความสัมพันธ์ของไอดีลก่ึง
เฉพาะอย่างบริบูรณ์และ ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้น 

3.1 บทนิยามพื้นฐาน 

ตลอดท้ังบทนี้ เรากําหนดให้ 𝑅 เป็นวงท่ีมีเอกลักษณ์ และสําหรับเซตย่อย 𝐴 และ 𝐵 ของ 𝑅 เรานิยามเซตย่อย 
𝑟ோሺ𝐴: 𝐵ሻ ൌ ሼ𝑥 ∈ 𝑅 | 𝑥𝐵 ⊆ 𝐴ሽ 

สัญลักษณ์พ้ืนฐาน 

ℤ แทนวงของจํานวนเต็ม 

𝑅ሾ𝑥ሿ แทนวงของพหุนามที่มี 𝑥 เป็นตัวแปร และสัมประสิทธ์มาจากวง 𝑅 

𝑀௡ሺ𝑅ሻ แทนวงของเมทริกซ์ขนาน 𝑛 ൈ 𝑛 และแต่ละสมาชิกของเมทริกซ์มาจากวง 𝑅 

 𝑈௡
∗ሺ𝐴ሻ ൌ ቐቌ

𝑎 𝑎ଵଶ … 𝑎ଵ௡

0 0 … 𝑎ଶ௡
⋮
0

⋮
0

⋱ ⋮
… 𝑎௡௡

ቍ |𝑎, 𝑎௜௝ ∈ 𝐴ቑ โดยท่ี 𝐴 เป็นเซตย่อยของ 𝑅 

บทนิยาม 3.1.1 ให้ 𝑎 ∈ 𝑅 เรากล่าวว่า 𝑎 เป็นนิลโพเทนต์ (nilpotent) ถ้ามีจํานวนเต็มบวก 𝑛 ท่ีทําให้ 𝑎௡ ൌ 0 

บทนิยาม 3.1.2 เรากล่าวว่า 𝑅 เป็นวงรีดิวซ์ (reduced ring) ถ้า 𝑅 มีแค่ 0 เท่านั้นท่ีเป็นนิลโพเทนต์ 

 M.B Rege และ S.Chhawchharia [6] เป็นผู้ริเริ่มกําหนดบทนิยามวงอาร์เมนดาริซ ดังน้ี 

บทนิยาม 3.1.3 เรากล่าวว่า 𝑅 เป็นวงอาร์เมนดาริซ (Armendariz ring)  ก็ต่อเม่ือ 

ถ้ า  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓଴ ൅ 𝑓ଵ𝑥 ൅ ⋯ ൅ 𝑓௠𝑥௠, 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔଴ ൅ 𝑔ଵ𝑥 ൅ ⋯ ൅ 𝑔௠𝑥௠ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ  ซ่ึ ง 
𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ൌ 0  ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

ข้อสังเกต 3.1.4 [1] ทุกวงรีดิวซ์เป็นวงอาร์เมนดาริซ 

ต่อมาบทนิยามของวงอาร์เมนดาริซเชิงเส้นได้รับความสนใจจากหลากหลายนักคณิตศาสตร์ซ่ึงมองว่าวงอาร์เมนดาริซ
เชิงเส้นเป็นการวางนัยท่ัวไปของวงอาร์เมนดาริซ 

 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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บทนิยาม 3.1.5 เรากล่าวว่า 𝑅 เป็นวงอาร์เมนดาริซเชิงเส้น (linear Armendariz ring)  ก็ต่อเม่ือ 

ถ้า 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓଴ ൅ 𝑓ଵ𝑥, 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔଴ ൅ 𝑔ଵ𝑥 ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ  ซ่ึงสอดคล้อง 

𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 แล้ว 𝑓଴𝑔଴ ൌ 𝑓ଵ𝑔଴ ൌ 𝑓଴𝑔ଵ ൌ 𝑓ଵ𝑔ଵ ൌ 0 

 T.K. Lee และ T.L. Wong ได้ให้ตัวอย่างเพื่อแสดงให้เห็นว่ามีวงอาร์เมนดาริซเชิงเส้นท่ีไม่เป็นวงอาร์เมนดาริซ [5] 

 Sh. Ghalandarzadeh และคณะ [3] ได้เริ่มต้นให้บทนิยามของอาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้าย ซ่ึงก่อนอ่ืนจําเป็นต้อง
รู้จักกับสัญลักษณ์ของ 𝑟ோሺ𝐴ሻ ൌ ሼ𝑎 ∈ 𝑅 | 𝐴𝑎 ൌ 0ሽ โดยท่ี 𝐴 เป็นเซตย่อยของ 𝑅 

บทนิยาม 3.1.6 เรากล่าวว่าไอดีลทางซ้าย 𝐼 ของ 𝑅 เป็นอาร์เมนดาริซไอดีลทางซ้าย ก็ต่อเม่ือ 

ถ้ า  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓଴ ൅ 𝑓ଵ𝑥 ൅ ⋯ ൅ 𝑓௠𝑥௠, 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔଴ ൅ 𝑔ଵ𝑥 ൅ ⋯ ൅ 𝑔௠𝑥௠ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ  ซ่ึ ง 
𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ∈ 𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿሻ แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ∈ 𝑟ோሾ𝐼ሿ  ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

ด้วยผลลัพธ์ของ M.B. Rege และ S. Chhawchharia [6] รวมถึง Sh. Ghalandarzadeh และคณะ [3] ตลอดจน
งานวิจัยของ V. Camillo และ P. Nielsen [2] อีกท้ังงานของ N.K. Kim และ Y. Lee [4] ทําให้เราได้แนวคิดสําคัญซ่ึงนํามาสู่
งานวิจัย พร้อมท้ังนําเสนอบทนิยามใหม่ ท่ีเราเรียกว่า ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้น ซ่ึงถือว่าเป็นการขยายแนวทางการศึกษา
มาจากวงอาร์เมนดาริซ 

3.2 ∗-อาร์เมนดาริซไอดีล 

บทนิยาม 3.2.1 ให้ 𝑅 เป็นวง และ 𝐼 เป็นไอดีลของ 𝑅 เรากล่าวว่า 𝐼 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีล ของ 𝑅  

ถ้ า  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓଴ ൅ 𝑓ଵ𝑥 ൅ ⋯ ൅ 𝑓௠𝑥௠, 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔଴ ൅ 𝑔ଵ𝑥 ൅ ⋯ ൅ 𝑔௠𝑥௠ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ  ซ่ึ ง 
𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ∈ 𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿ: 𝑅ሾ𝑥ሿሻ แล้ว 𝑓௜𝑔௝ ∈ 𝑟ோሺ𝐼: 𝑅ሻ  ทุกๆ 𝑖 และ 𝑗 

เห็นได้ชัดว่า 𝑅 เป็นวงอาร์เมนดาริซ ก็ต่อเม่ือ ሼ0ሽ เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลของ 𝑅 

สมบัติ 3.2.2 ให้ 𝐼 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีล ของวง 𝑅 และ 𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑔ሺ𝑥ሻ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ   

ถ้า 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ∈ 𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿ: 𝑅ሾ𝑥ሿሻ แล้ว 𝑎𝑔ሺ𝑥ሻ ∈ 𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿ: 𝑅ሾ𝑥ሿሻ ทุกสัมประสิทธ์ิ 𝑎 ของ 𝑓 

สมบัติ 3.2.3 ให้ 𝑅 เป็นวง และ  𝐼 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลของ 𝑅 ถ้า 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௡ ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ ซ่ึง 
𝑓ଵ𝑓ଶ … 𝑓௡ ∈ 𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿ: 𝑅ሾ𝑥ሿሻ แล้ว 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡ ∈ 𝑟ோሺ𝐼: 𝑅ሻ ทุกสัมประสิทธ์ิ 𝑎௜  ของ 𝑓௜  

 

 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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3.3 ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้น 

เราเร่ิมต้นบทย่อยนี้ด้วยบทนิยามของ ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้น รวมไปถึงตัวอย่างของ ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิง
เส้น 

บทนิยาม 3.3.1 ให้ 𝑅 เป็นวง และ 𝐼 เป็นไอดีลของ 𝑅 เรากล่าวว่า 𝐼 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้น ของ 𝑅 ถ้า 
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓଴ ൅ 𝑓ଵ𝑥, 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔଴ ൅ 𝑔ଵ𝑥 ∈ 𝑅ሾ𝑥ሿ  ซ่ึงสอดคล้อง 

𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ∈ 𝑟ோሾ௫ሿሺ𝐼ሾ𝑥ሿ: 𝑅ሾ𝑥ሿሻ แล้ว 𝑓଴𝑔଴, 𝑓ଵ𝑔଴, 𝑓଴𝑔ଵ, 𝑓ଵ𝑔ଵ ∈ 𝑟ோሺ𝐼: 𝑅ሻ 

เห็นได้ชัดว่า 𝑅 เป็นวงอาร์เมนดาริซเชิงเส้น ก็ต่อเม่ือ ሼ0ሽ เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅 ย่ิงไปกว่านั้น ทุก ∗-
อาร์เมนดาริซไอดีล เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้น  เราได้ตัวอย่างจาก Lee และ Wong [5] ว่ามีวงอาร์เมนดาริซเชิงเส้น 
ท่ีไม่เป็นวงอาร์เมนดาริซ ซ่ึงทําให้เราได้เช่นเดียวกันว่ามี ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้น  ท่ีไม่เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีล 

ตัวอย่าง 3.3.2  2ℤ เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ ℤ 

สมบัติ 3.3.3 ให้ 𝐼 เป็นไอดีลของวง 𝑅 และ 𝑛 เป็นจํานวนธรรมชาติ  ข้อความต่อไปนี้เป็นจริง 

(i) ถ้า 𝑈௡
∗ሺ𝐼ሻ เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑈௡

∗ሺ𝑅ሻ แล้ว 𝐼 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅 
(ii) ถ้า 𝑀௡ሺ𝐼ሻ เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑀௡ሺ𝑅ሻ  แล้ว 𝐼 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅 

ตัวอย่างต่อไปนี้แสดงให้เห็นว่าบทกลับของสมบัติ 3.3.3 ไม่เป็นจริง 

ตัวอย่าง 3.3.4 ให้ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቂ3 0
0 0

ቃ ൅ ቂ1 െ1
0 0

ቃ 𝑥 และ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ቂ0 0
0 5

ቃ ൅ ቂ0 1
0 1

ቃ 𝑥   

เราจะได้ว่า 

 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ቂ0 െ2
0 0

ቃ 𝑥 ∈ 𝑀ଶሺ2ℤሻሾ𝑥ሿ และ ቂ3 0
0 0

ቃ ቂ0 1
0 1

ቃ ൌ ቂ0 3
3 0

ቃ ∉ 𝑀ଶሺ2ℤሻ 

ซ่ึงหมายความว่า 𝑀ଶሺ2ℤሻ ไม่เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑀ଶሺ2ℤሻ 

 

ตัวอย่าง 3.3.5 ให้ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቎

0 1 0 0
0 0 0 0
0
0

0
0

0
0

0
0

቏ ൅ ቎

0 1 െ1 0
0 0 0 0
0
0

0
0

0
0

0
0

቏ 𝑥 

และ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ቎

0 0 0 0
0 0 0 0
0
0

0
0

0
0

1
0

቏ ൅ ቎

0 0 0 0
0 0 0 1
0
0

0
0

0
0

1
0

቏ 𝑥 

จะได้ว่า 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ∈ 𝑈ସ
∗ሺ2ℤሻሾ𝑥ሿ  เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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และ ቎

0 1 0 0
0 0 0 0
0
0

0
0

0
0

0
0

቏ ቎

0 0 0 0
0 0 0 1
0
0

0
0

0
0

1
0

቏ ൌ ቎

0 0 0 1
0 0 0 0
0
0

0
0

0
0

0
0

቏ ∉ 𝑈ସ
∗ሺ2ℤሻ 

ดังน้ัน 𝑈ସ
∗ሺ2ℤሻ ไม่เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑈ସ

∗ሺℤሻ 

ให้ 𝑅 เป็นวงท่ีมีเอกลักษณ์ และเราแทน 𝑎ത ൌ 𝑎 ൅ 𝐼 เม่ือ 𝑎 ∈ 𝑅 และ 𝐼 เป็นไอดีลของ 𝑅 

ทฤษฎีบท 3.3.6 ให้ 𝐼 เป็นไอดีลของ 𝑅  จะได้ว่า 𝐼 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅 ก็ต่อเม่ือ 𝑅 𝐼ൗ  เป็นวงอาร์

เมนดาริซเชิงเส้น 

เรากล่าวว่าไอดีล 𝐼 ของ 𝑅 เป็นไอดีลก่ึงเฉพาะอย่างบริบูรณ์ (completely semiprime) ของ 𝑅 ถ้า 𝑎ଶ ∈ 𝐼 
แล้ว 𝑎 ∈ 𝐼 สําหรับ 𝑎 ∈ 𝑅  

สิ่งท่ีได้จากกึ่งไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์ และเป็นประโยชน์กับงานวิจัยของเราก็คือ ถ้า 𝐼 เป็นไอดีลกึ่งเฉพาะอย่าง
บริบูรณ์ของ 𝑅 และ 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 แล้ว 𝑏𝑎 ∈ 𝐼 ซ่ึงผลลัพธ์นี้จะนําเราไปสู่ อีกหนึ่งผลลัพธ์สําคัญท่ีเป็นการเชื่อมโยง
ความสัมพันธ์ระหว่างไอดีลก่ึงเฉพาะอย่างบริบูรณ์และ ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้น 

สมบัติ 3.3.7 ถ้า 𝐼 เป็นไอดีลก่ึงเฉพาะอย่างบริบูรณ์ของ 𝑅 แล้ว 𝐼 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅 

ตัวอย่างต่อไปแสดงให้เห็นว่าบทกลับของสมบัติ 3.3.7 ไม่เป็นจริง 

ตัวอย่าง 3.3.8 พิจารณา 𝑈ଶ
∗ሺℤሻ ൌ ቄቀ

𝑎 𝑎ଵଶ
0 𝑎 ቁ | 𝑎, 𝑎ଵଶ ∈ ℤቅ  เราพิสูจน์ได้ว่า ቄቀ0 0

0 0
ቁቅ เป็น ∗-อาร์

เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑈ଶ
∗ሺℤሻ แต่ว่า ቄቀ0 0

0 0
ቁቅ ไม่เป็นไอดีลกึ่งเฉพาะอย่างบริบูรณ์ของ 𝑈ଶ

∗ሺℤሻ 

ตัวอย่าง 3.3.9 ให้ 𝑅 เป็นวงรีดิวซ์ และ 𝑈ଷ
∗ሺ𝑅ሻ ൌ ቊ ቆ

𝑎 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ
0 𝑎 𝑎ଶଷ
0 0 𝑎

ቇ | 𝑎, 𝑎ଵଶ, 𝑎ଵଷ, 𝑎ଶଷ ∈ 𝑅ቋ   

สองนักคณิตศาสตร์ Nam Kyun Kim และ Yang Lee [4] พิสูจน์เอาไว้ว่า 𝑈ଷ
∗ሺ𝑅ሻ เป็นวงอาร์เมนดาริซ ฉะนั้น 𝑈ଷ

∗ሺ𝑅ሻ 

จึงเป็นวงอาร์เมนดาริซเชิงเส้นด้วย  ส่งผลให้ ൝൭
0 0 0
0 0 0
0 0 0

൱ൡ เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑈ଷ
∗ሺ𝑅ሻ แต่ว่า 

൝൭
0 0 0
0 0 0
0 0 0

൱ൡ ไม่เป็นไอดีลก่ึงเฉพาะอย่างบริบูรณ์ของ 𝑈ଷ
∗ሺ𝑅ሻ 

ตัวอย่าง 3.3.10 เราทราบว่า 2ଶ ∈ 4ℤ และ 2 ∉ 4ℤ ดังนั้น 4ℤ ไม่เป็นไอดีลกึ่งเฉพาะอย่างบริบูรณ์ของ ℤ แต่เรา
พิสูจน์ได้ว่า 4ℤ เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ ℤ 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ให้ 𝑅 และ 𝑆 เป็นวง จะได้ว่า ผลคูณคาร์ทีเชียน 𝑅 ൈ 𝑆 เป็นวงภายใต้การบวกและการคูณตามส่วนประกอบ ทําให้
ได้ผลลัพธ์ ดังน้ี 

สมบัติ 3.3.11 ให้ 𝑅 และ 𝑆 เป็นวง จะได้ว่า  

1) ถ้า 𝐼 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅 แล้ว 𝐼 ൈ 𝑆 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅 ൈ 𝑆 
2) ถ้า 𝐽 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑆 แล้ว 𝑅 ൈ 𝐽 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅 ൈ 𝑆 
3) ถ้า 𝐼 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅 และ 𝐽 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑆 แล้ว 𝐼 ൈ 𝐽 

เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅 ൈ 𝑆 
 

ให้ 𝑅 และ 𝑆 เป็นวง จะได้ว่า ผลคูณคาร์ทีเชียน 𝑅 ൈ 𝑆 เป็นวงภายใต้การบวกตามส่วนประกอบและการคูณท่ีนิยาม
ดังน้ี ሺ𝑎, 𝑏ሻ ∗ ሺ𝑐, 𝑑ሻ ൌ ሺ𝑎𝑐, 𝑎𝑑 ൅ 𝑏𝑐ሻ  ในท่ีนี้เราใช้สัญลักษณ์ 𝑅ሺ൅ሻ𝑅 เพ่ือหมายถึงวงชนิดดังกลา่ว 

สมบัติ 3.3.12 ถ้า 𝐼 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅 แล้ว 𝐼 ൈ 𝑅 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 
𝑅ሺ൅ሻ𝑅  

 เม่ือเปรียบเทียบสมบัติ 3.3.11 และ 3.3.12 อาจเป็นท่ีสงสัยว่าเราหลงลืมเหตุการณ์ใดไป เช่นในกรณี 𝑅 ൈ 𝐽 และ 
𝐼 ൈ 𝐽 แต่แท้จริงแล้ว เราพบว่า 𝑅 ൈ 𝐽 อาจไม่เป็นไอดีลของ 𝑅ሺ൅ሻ𝑅 และย่ิงไปกว่านั้น เราเตรียมตัวอย่างสําหรับ 
𝐼 ൈ 𝐽 ไม่เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅ሺ൅ሻ𝑅 ถึงแม้ว่า 𝐼 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅 และ 𝐽 
เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑆 

ตัวอย่าง 3.3.13 พิจารณา ℤሺ൅ሻℤ  พร้อมท้ังกําหนด 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ2,1ሻ ൅ ሺ4,1ሻ𝑥 และ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ2,1ሻ ൅
ሺ0,1ሻ𝑥  จะเห็นว่า 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ4,4ሻ ൅ ሺ8,8ሻ𝑥 ൅ ሺ0,4ሻ𝑥ଶ ∈ ሺ4ℤ ൈ 4ℤሻሾ𝑥ሿ แต่ว่า 
ሺ2,1ሻ ∗ ሺ0,1ሻ ൌ ሺ0,2ሻ ∉ 4ℤ ൈ 4ℤ ซ่ึงหมายความว่า 4ℤ ൈ 4ℤ ไม่เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 
ℤሺ൅ሻℤ   

ข้อสังเกต 3.3.14 ให้ 𝑅 เป็นวง เราทราบว่าวง 𝑅ሺ൅ሻ𝑅 ≅ 𝑈ଶ
∗ሺ𝑅ሻ และด้วยตัวอย่าง 3.3.13 ทําให้ทราบได้ว่า สําหรับ 

∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้น 𝐼 ของ ℤሺ൅ሻℤ  ไอดีล 𝑈ଶ
∗ሺ𝐼ሻ ไม่จําเป็นต้องเป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 

𝑈ଶ
∗ሺ𝑅ሻ 

ข้อสังเกต 3.3.15 ให้ 𝑅 เป็นวง และ 𝑀 เป็น ሺ𝑅, 𝑅ሻ െไบมอดูล การขยายของ 𝑅 ด้วย 𝑀 คือวง 𝑇ሺ𝑅, 𝑀ሻ ൌ
𝑅⨁𝑀 ภายใต้การบวกปกติและการคูณท่ีนิยามโดย ሺ𝑟ଵ, 𝑚ଵሻ ∗ ሺ𝑟ଶ, 𝑚ଶሻ ൌ ሺ𝑟ଵ𝑟ଶ, 𝑟ଵ𝑚ଶ ൅ 𝑟ଶ𝑚ଵሻ  ซ่ึง

พบว่า 𝑇ሺ𝑅, 𝑀ሻ ≅ ቄቀ
𝑟 𝑚
0 𝑟 ቁ | 𝑟 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀ቅ ภายใต้การบวกและการคูณปกติของเมทริกซ์  ดังนั้น

ผลของตัวอย่าง 3.3.13 จึงอธิบายได้อีกว่า 𝑇ሺ𝐼, 𝐼ሻ ไม่จําเป็นต้องเป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑇ሺ𝑅, 𝑅ሻ 
ถึงแม้ว่า  𝐼 เป็น ∗-อาร์เมนดาริซไอดีลเชิงเส้นของ 𝑅 
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บทท่ี 4 สรุปผลผลิตท่ีไดจ้ากงานวิจัย 
 

เผยแพร่ผลงานวิจัยโดยนําเสนอในงานประชุมวิชาการคณิตศาสตรร์ะดับชาติประจําปี 2560 ครั้งท่ี 22 (The 22nd 
Annual Meeting in Mathematics: AMM2017) ระหว่างวันท่ี 2-4 มิถุนายน 2560 ณ โรงแรมโลตัส ปางสวนแก้ว จังหวัด
เชียงใหม่ โดยภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม่ ร่วมกับสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยใน
พระบรมราชูปถัมภ์  ชื่อเร่ือง LINEAR *-ARMENDARIZ IDEALS 
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We introduce the notion of linear ?-Armendariz ideals and ?-Armendariz ideals which are
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1 Introduction

Throughout this note all rings are associative with identity. The symbol Z denotes the ring of
integers. Let R be a ring. The polynomial ring with an indeterminate x over R is denoted by
R[x]. Let n be a natural number. We use the symbol Mn(R) to denote the ring consisting of
all n× n matrices over R and for a subset A of R, let

U∗
n(A) =




a a12 · · · a1n
0 a · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · a

 | a, aij ∈ A

 .

A ring is called reduced if it has no nonzero nilpotent elements. The notion of Armendariz rings
was given by M.B Rege and S. Chhawchharia [6]. A ring R is called Armendariz if whenever
two polynomials f(x) =

∑m
i=0 aix

i and g(x) =
∑n

j=0 bjx
j ∈ R[x] such that f(x)g(x) = 0 then

aibj = 0 for each i and j. Reduced rings are Armendariz by [1]. Later, Armendariz rings were
generalized to linear Armendariz rings. A ring R is called linear Armendariz if whenever the
product of two linear polynomials in R[x] is zero, each product of their coefficients is zero. T.K
Lee and T.L. Wong gave the example in [5] that a linear Armendariz ring does not need to be
Armendariz. The concept of Armendariz left ideals was initiated by Sh. Ghalandarzadeh et al.
in [3]. The right annihilator of a subset A of a ring R is denoted by rR(A). A left ideal I of a ring

This research was financially supported by Faculty of Science, King Mongkut’s Institute of Technology
Ladkrabang
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R is called Armendariz if whenever polynomial f(x) =
∑m

i=0 aix
i and g(x) =

∑n
j=0 bjx

j ∈ R[x]
satisfy f(x)g(x) ∈ rR[x](I[x]) we have aibj ∈ rR(I) for all i, j.

Motivated by results in M.B. Rege and S. Chhawchharia [6], Sh. Ghalandarzadeh et al. [3],
V. Camillo and P. Nielsen [2] and N.K. Kim and Y. Lee [4], we introduce an extension of
Armendariz rings which we call linear ?-Armendariz ideals.

2 ?-Armendariz Ideals

In this section we define and study ?-Armendariz ideals which are the first our extension of
linear Armendariz rings. For each subsets A and B of R, we let rR(A : B) = {x ∈ R | xB ⊆ A}.

Definition 2.1. Let R be a ring. An ideal I of R is called a ?-Armendariz ideal of R if
whenever polynomials f(x) = f0 +f1x+ · · ·+fmxm, g(x) = g0 +g1x+ · · ·+gmxm ∈ R[x] satisfy
f(x)g(x) ∈ rR[x](I[x] : R[x]), then figj ∈ rR(I : R) for each i and j.

Clearly, R is an Armendariz ring if and only if {0} is a ?-Armendariz ideal of R.

Proposition 2.2. Let I be a ?-Armendariz ideal of a ring R and f(x), g(x) ∈ R[x]. If
f(x)g(x) ∈ rR[x](I[x] : R[x]), then ag(x) ∈ rR[x](I[x] : R[x]) for all coefficients a of f .

Proof. Assume that f(x)g(x) ∈ rR[x](I[x] : R[x]) and a is an any coefficient of a polynomial
f . We will show that ag(x)R[x] ⊆ I[x]. Let h(x) = h0 + h1x + · · · + hnx

n ∈ R[x] and denote
g(x) = g0 + g1x + · · · + gnx

n. Since I is a ?-Armendariz ideal of R, we have agi ∈ rR(I : R)
for each coefficient gi of g. We see that ag(x)h(x) = ag0h0 + (ag0h1 + ag1h0)x + (ag0h2 +
ag1h1 + ag2h0)x

2 + · · · . Since agiR ⊆ I for all coefficient gi of g and (I,+) is a subgroup,
ag(x)h(x) ∈ I[x]. That is ag(x)R[x] ⊆ I[x].

Proposition 2.3. Let R be a ring and I be a ?-Armendariz ideal of R. If f1, f2, . . . , fn ∈ R[x]
satisfy f1f2 · · · fn ∈ rR[x](I[x] : R[x]), then a1a2 · · · an ∈ rR(I : R) where ai is a coefficient of fi.

Proof. Let P (n) be the statment ”If f1, f2, . . . , fn ∈ R[x] satisfy f1f2 · · · fn ∈ rR[x](I[x] : R[x]),
then a1a2 · · · an ∈ rR(I : R) where ai is a coefficient of fi”. We prove by induction on n. It
immediately implies from definition that P (2) holds. Let k be an integer such that k > 2.
Assume that P (k) holds. Let f1, f2, . . . , fk+1 ∈ R[x] be such that f1f2 · · · fkfk+1 ∈ rR[x](I[x] :
R[x]). By assumption, we have a1a2 · · · ak−1b ∈ rR(I : R) where ai is a coefficient of fi and b is
a coefficient of fkfk+1. Let h(x) = h0 +h1x+ · · ·+hmxm ∈ R[x], fkfk+1 = b0 +b1x+ · · ·+bmxm

and c = a1a2 · · · ak−1 where ai is a coefficient of fi. Then cfk(x)fk+1(x)h(x) = cb0h0 + (cb0h1 +
cb1h0)x + (cb0h2 + cb1h1 + cb2h0)x

2 + · · · ∈ I[x]. This obtains that a1a2 · · · ak−1fkfk+1R[x] ⊆
I[x]. That is a1a2 · · · ak−1fkfk+1 ∈ rR[x](I[x] : R[x]). Since I is a ?-Armendariz ideal of R,
a1a2 · · · an ∈ rR(I : R) where ai is a coefficient of fi. The proof is complete.

3 Linear ?-Armendariz Ideals

We start this section by the definition of linear ?-Armendariz ideals and also give several exam-
ples of linear ?-Armendariz ideals.

Definition 3.1. Let R be a ring. An ideal I of R is called a linear ?-Armendariz ideal of R if
whenever polynomials f(x) = f0 + f1x, g(x) = g0 + g1x ∈ R[x] satisfy f(x)g(x) ∈ rR[x](I[x] :
R[x]), then f0g0, f1g0, f0g1, f1g1 ∈ rR(I : R).

In fact, a ring R is a linear Armendariz ring if and only if {0} is a linear ?-Armendariz ideal
of R. Every ?-Armendariz ideal is linear ?-Armendariz ideal. Lee and Wong in [5] provide an
example of a linear Armendariz ring which is not Armendariz. This means there is a linear
?-Armendariz ideal which is not ?-Armendariz ideal.

Example 3.2. 2Z is a linear ?-Armendariz ideal of Z.
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Proposition 3.3. Let I be an ideal of R and n be a natural number. We have the following
facts.

(i) If U∗
n(I) is a linear ?-Armendariz ideal of U∗

n(R), then I is a linear ?-Armendariz ideal
of R.

(ii) If Mn(I) is a linear ?-Armendariz ideal of Mn(R), then I is a linear ?-Armendariz ideal
of R.

Proof. (i) Assume that U∗
n(I) is a linear ?-Armendariz ideal of U∗

n(R). Let f(x) = f0 + f1x and
g(x) = g0 + g1x be elements in R[x] such that f(x)g(x) ∈ rR[x](I[x] : R[x]). We let

F (x) =


f0 0 · · · 0
0 f0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · f0

+


f1 0 · · · 0
0 f1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · f1

x

and

G(x) =


g0 0 · · · 0
0 g0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · g0

+


g1 0 · · · 0
0 g1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · g1

x.

Then F (x)G(x) =


f0g0 0 · · · 0

0 f0g0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · f0g0

+


f0g1 + f1g0 0 · · · 0

0 f0g1 + f1g0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · f0g1 + f1g0

x

+


f1g1 0 · · · 0

0 f1g1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · f1g1

x2.

Therefore F (x)G(x) ∈ rU∗
n(R)[x](U

∗
n(I)[x] : U∗

n(R)[x]). Since U∗
n(I) is a linear ?-Armendariz ideal

of U∗
n(R), we have

fi 0 · · · 0
0 fi · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · fi




gj 0 · · · 0
0 gj · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · gj

 ∈ U∗
n(I) for all i, j ∈ {0, 1}.

This implies that figj ∈ I for all i, j ∈ {0, 1}. Therefore I is a linear ?-Armendariz ideal of R.
The proof of (ii) is similar to (i).

The following examples show that the converse of Proposition 3.3 is not true.

Example 3.4. Let f(x) =

(
3 0
0 0

)
+

(
1 −1
0 0

)
x and g(x) =

(
0 0
0 5

)
+

(
0 1
0 1

)
x.

This example obtains that f(x)g(x) =

(
0 −2
0 0

)
x ∈ M2(2Z)[x] and

(
3 0
0 0

)(
0 1
0 1

)
=(

0 3
0 0

)
/∈M2(2Z). This means M2(2Z) is not a linear ?-Armendariz ideal of M2(Z).

Example 3.5. Let

f(x) =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

+


0 1 −1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

x
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and

g(x) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

+


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

x.

Then f(x)g(x) = 0 ∈ U∗
4 (2Z)[x] and,

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 /∈ U∗
4 (2Z).

Therefore U∗
4 (2Z) is not a linear ?-Armendariz ideal of U∗

4 (Z).

Remind here that R is a ring with identity and we denote ā = a + I when a ∈ R.

Theorem 3.6. Let I be an ideal of R. An ideal I is a linear ?-Armendariz ideal of R if and
only if R/I is a linear Armendariz ring.

Proof. First, assume that I is a linear ?-Armendariz ideal of R. Let f(x) = ā0 + ā1x and
g(x) = b̄0 + b̄1x be elements of (R/I)[x] such that f(x)g(x) = I. Then (a0b0 + I) + (a0b1 +
a1b0 + I)x + (a1b1 + I)x2 = I. This means a0b0, a0b1 + a1b0 and a1b1 are elements of I. It
implies that (a0 + a1x)(b0 + b1x) ∈ rR[x](I[x] : R[x]). Since I is a linear ?-Armendariz ideal
of R, we have aibj ∈ rR(I : R) for all i and j. Therefore āib̄j = I for all i and j. Hence R/I
is a linear Armendariz ring. Next, assume that R/I is a linear Armendariz ring. Let f(x) =
a0 + a1x and g(x) = b0 + b1x be elements of R[x] such that f(x)g(x) ∈ rR[x](I[x] : R[x]). Then
f(x)g(x) = a0b0 + (a0b1 + a1b0)x + a1b1x

2 ∈ I[x]. This follows that a0b0, a0b1 + a1b0, a1b1 ∈ I.
Thus (a0b0)+I = I, (a0b1+a1b0)+I = I and a1b1+I = I. We have that (ā0+ā1x)(b̄0+b̄1x) = 0̄.
Since R/I is a linear Armendariz ring, āib̄j = 0̄ for all i and j. This shows that aibj ∈ I for
all i and j. Therefore aibj ∈ rR(I : R) for all i and j. Hence I is a linear ?-Armendariz ideal
of R.

A two sided ideal I of R is completely semiprime if a2 ∈ I implies a ∈ I for a ∈ R. Note that
if I is a completely semiprime ideal of R and ab ∈ I, then ba ∈ I. The study of relationships
between completely semiprimes and linear ?-Armendariz ideals begins.

Proposition 3.7. If I is a completely semiprime ideal of a ring R, then I is a linear ?-
Armendariz ideal of R.

Proof. Assume that I is a completely semiprime ideal of a ring R. Let f(x) = f0 + f1x, g(x) =
g0 + g1x ∈ R[x] such that f(x)g(x) ∈ rR[x](I[x] : R[x]). Since R is a ring with an identity, we
have f(x)g(x) ∈ I[x]. Thus f0g0, f1g0 + f0g1 and f1g1 are elements of I. Since I is a completely
semiprime ideal of a ring R, we have g0f0 and f1g0f0 + f0g1f0 are elements of I. Therefore
f0g1f0 ∈ I. So f0g1 ∈ I and hence f1g0 ∈ I. This shows that I is a linear ?-Armendariz ideal
of R.

The following examples obtain that the converse of Proposition 3.7 does not hold.

Example 3.8. Let U∗
2 (Z) =

{(
a a12
0 a

)
| a, a12 ∈ Z

}
. We will show that

{(
0 0
0 0

)}
is

a linear ?-Armendariz ideal of U∗
2 (Z). Assume that A =

(
a a12
0 a

)
, B =

(
b b12
0 b

)
, C =(

c c12
0 c

)
and D =

(
d d12
0 d

)
are elements of U∗

2 (Z). Let F (x) = A+Bx and G(x) = C+Dx

be such that F (x)G(x)U∗
2 (Z)[x] ⊆

{(
0 0
0 0

)}
. It is enough to show that AD =

(
0 0
0 0

)
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and BC =

(
0 0
0 0

)
. Since

(
1 0
0 1

)
∈ U∗

2 (Z), we have F (x)G(x) =

(
0 0
0 0

)
. Then

AC + (AD + BC)x + BDx2 =

(
0 0
0 0

)
. This implies the following facts :

ac = 0,

ac12 + a12c = 0,

bd = 0,

bd12 + b12d = 0,

ad + bc = 0,

ad12 + a12d + bc12 + b12c = 0.

Note that AD =

(
ad ad12 + a12d
0 ad

)
and BC =

(
bc bc12 + b12c
0 bc

)
. Since ac = 0 and

bd = 0, we have 4 cases.
Case 1 a = 0 and b = 0.

Then a12c = 0, b12d = 0 and a12d+b12c = 0 so that AD =

(
0 a12d
0 0

)
and BC =

(
0 b12c
0 0

)
.

We have 4 subcases because a12c = 0 and b12d = 0.

Subcase 1.1 a12 = 0 = b12. This case is easy to see that AD =

(
0 0
0 0

)
= BC.

Subcase 1.2 a12 = 0 = d. This implies that b12c = 0. Hence AD =

(
0 0
0 0

)
= BC.

Subcase 1.3 c = 0 = b12. This implies that a12d = 0. Hence AD =

(
0 0
0 0

)
= BC.

Subcase 1.4 c = 0 = d. This is clear that AD =

(
0 0
0 0

)
= BC.

Case 2 If a = 0 and d = 0, then AD =

(
0 0
0 0

)
= BC.

Case 3 If c = 0 and b = 0, then AD =

(
0 0
0 0

)
= BC.

Case 4 c = 0 and d = 0.

This case is similar to case 1. Hence AD =

(
0 0
0 0

)
= BC.

Now, we can conclude that

{(
0 0
0 0

)}
is a linear ?-Armendariz ideal of U∗

2 (Z). However,(
0 1
0 0

)2

=

(
0 0
0 0

)
and

(
0 1
0 0

)
6=
(

0 0
0 0

)
. Therefore

{(
0 0
0 0

)}
is not a com-

pletely semiprime ideal of U∗
2 (Z).

Example 3.9. Let R be a reduced ring and U∗
3 (R) =


 a a12 a13

0 a a23
0 0 a

 | a, a12, a13, a23 ∈ R

.

Nam Kyun Kim and Yang Lee show in [4] that U∗
3 (R) is Armendariz ring ans so is linear Ar-

mendariz ring. Then


 0 0 0

0 0 0
0 0 0

 is a linear ?-Armendariz ideal of U∗
3 (R). However

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 is not a completely semiprime ideal of U∗
3 (R).

Example 3.10. We see that 22 ∈ 4Z and 2 /∈ 4Z. Hence 4Z is not a completely semiprime
ideal of 4Z. Next we will show that 4Z is a linear ?-Armendariz ideal of Z. Let (a0 + a1x)(b0 +
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b1x)Z[x] ⊆ 4Z[x]. Then a0b0, a0b1 + a1b0, a1b1 ∈ 4Z. We divide into two cases that is 4 | a0 or
4 6 | a0.

Case 1 4 | a0.
Since 4 | a0b1 + a1b0, we have 4 | a1b0. Hence a0b1, a1b0 ∈ 4Z.
Case 2 4 6 | a0.
Since 4 | a0b0, we have two subcase that is (2 6 | a0 and 4 | b0) or (2 | a0 and 2 | b0).

Subcase 2.2 2 6 | a0 and 4 | b0.
Since 4 | a0b1 + a1b0, we have 4 | a0b1. Hence a0b1, a1b0 ∈ 4Z.
Subcase 2.3 2 | a0 and 2 | b0.
Since 4 | a1b1, we have two subcase that is 4 | a1 or 4 6 | a1.
If 4 | a1, then a0b1, a1b0 ∈ 4Z. Assume that 4 6 | a1. Then (2 | a1 and 2 | b1) or 4 | b1.
Therefore a0b1, a1b0 ∈ 4Z.

This is the proof of 4Z is a linear ?-Armendariz ideal of Z but 4Z is not a completely semiprime
ideal of 4Z.

Let R and S be rings. The Cartesian product R×S is a ring under componentwise addition
and multiplication. We have the following property.

Proposition 3.11. Let R and S be rings. Then

(i) If I is a linear ?-Armendariz ideal of R, then I × S is a linear ?-Armendariz ideal of
R× S.

(ii) If J is a linear ?-Armendariz ideal of S, then R × J is a linear ?-Armendariz ideal of
R× S.

(iii) If I is a linear ?-Armendariz ideal of R and J is a linear ?-Armendariz ideal of S, then
I × J is a linear ?-Armendariz ideal of R× S.

Proof. It is straightforward.

Let R be a ring. The Cartesian product R×R is a ring under componentwise addition and
the multiplication (a, b) ∗ (c, d) = (ac, ad + bc). We use the notation R(+)R for this ring.

Proposition 3.12. If I is a linear ?-Armendariz ideal of a ring R, then I × R is a linear
?-Armendariz ideal of R(+)R.

Proof. It is straightforward.

We seem to have forgotten some results in Proposition 3.12 the case R× J and I × J where
I and J are ideals of R. Indeed, R × J may be not a ideal of R(+)R. Moreover, the following
example confirm that we have not left behind anything. We provide an example showing that
I × J may be not a linear ?-Armendariz ideal of R(+)R even if I is a linear ?-Armendariz ideal
of R and J is a linear ?-Armendariz ideal of S.

Example 3.13. In Z(+)Z, let f(x) = (2, 1) + (4, 1)x and g(x) = (2, 1) + (0, 1)x. Then
f(x)g(x) = (4, 4) + (8, 8)x + (0, 4)x2 ∈ (4Z × 4Z)[x] but (2, 1) ∗ (0, 1) = (0, 2) /∈ 4Z × 4Z.
This means 4Z× 4Z is not a linear ?-Armendariz ideal of Z(+)Z.

Remark 3.14. Let R be a ring. The ring R(+)R is isomorphic to the ring U∗
2 (R) under usual

matrix operations. In the example 3.13 obtains that for a linear ?-Armendariz ideal I of R, the
ideal U∗

2 (I) need not be a linear ?-Armendariz ideal of U∗
2 (R).

Remark 3.15. Let R be a ring and M be an (R,R)-bimodule. The trivial extension of R by M is
the ring T (R,M) = R⊕M with the usual addition and the multiplication (r1,m1) ∗ (r2,m2) =

(r1r2, r1m2 + m1r2). This ring is isomorphic to the ring of all matrices

{(
r m
0 r

)}
where

r ∈ R and m ∈M by the usual matrix operations. Again, the example 3.13 obtains that T (I, I)
need not be a linear ?-Armendariz ideal of T (R,R) as I is a linear ?-Armendariz ideal of R.
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    4.3  ยังไ มส่ ม ควรใ ห้ น าเ ส น อ  แ ละเ ผยแ พร ใ่ น Proceedings              

 

         ( ลง ช่ื อ)                                                    ผู้ ประเ มิ น 

                                               วั น ท่ี.........2/5/2560................................... 
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