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บทคดัย่อ 

 
         เราแนะนาํแนวคิดของแอลฟามอดูลยอ่ยเฉพาะและแอลฟามอดูลยอ่ยเฉพาะอยา่งอ่อนในฐานะท่ีเป็นการวางนยัทัว่ไป
ของมอดูลยอ่ยเฉพาะ บางผลลพัธ์ของแอลฟามอดูลยอ่ยเฉพาะและแอลฟามอดูลยอ่ยเฉพาะอยา่งอ่อนพฒันาข้ึนมาจากมอดูล
ยอ่ยเฉพาะ ในตอนทา้ย หลงัจากท่ีเรานาํเสนอแนวคิดของแอลฟามอดูลยอ่ยเฉพาะ   เรายงัใหบ้ทนิยามและศึกษาพื้นฐานของ
แอลฟาไอดีลเฉพาะในโครงสร้างริงอีกดว้ย 
 
 

 
 
คาํสําคญั :  แอลฟามอดูลยอ่ยเฉพาะ แอลฟามอดูลยอ่ยเฉพาะอยา่งอ่อน  แอลฟาไอดีลเฉพาะ แอลฟาไอดีลเฉพาะอยา่งอ่อน   
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ABSTRACT 

 
We have introduced the notion of 𝛼 െprime and weakly 𝛼 െprime submodules as a generalization of prime 

submodules. Some basic properties of 𝛼 െprime and weakly 𝛼 െprime submodules are the extension of prime 
submodules. Finally, after introducing the notion of 𝛼 െprime  submodules, we also define and study the concept of 
𝛼 െprime ideals in a ring. 
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บทท่ี 1 บทนํา 

1.1 ความเป็นมาและความสําคัญของปัญหา 

ให้ 𝑃 เป็นไอดีลของริง 𝑅 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑅  ตารางต่อไปนี้แสดงให้เห็นถึงบทนิยามของไอดีลเฉพาะต่างๆ ท่ีศึกษาโดย
นักคณิตศาสตร ์

ไอดีลเฉพาะ*  
โดย EMMY NOETHER ถ้า 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 โดยท่ี 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎 ∈ 𝑃 หรือ 𝑏 ∈ 𝑃 

ไอดีลเฉพาะ# 

โดย WOLFGANG KRULL ถ้า 𝐴 และ 𝐵 เป็นไอดีลของ 𝑅 ซ่ึง 𝐴𝐵 ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐵 ⊆ 𝑃 

2 െ ไอดีลเฉพาะ@ 

โดย CHAREF BEDDANI และ  
WAHIBA MESSIRDI 

ถ้า 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 โดยท่ี 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎ଶ ∈ 𝑃 หรือ 𝑏ଶ ∈ 𝑃 

ሺ1, 𝑘ሻ െไอดีลเฉพาะ# 
โดย KHUMPRAPUSSORN 

ถ้า 𝐴 และ 𝐵 เป็นไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 ซ่ึง 𝐴𝑅𝐵௞ ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴 ⊆ 𝑃 หรือ 

𝐵 ⊆ 𝑃
భ
ೖ 

เงื่อนไข 1#  
จากสมบัติ 12.12 ถ้า 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 โดยท่ี 𝑎𝑏௞ ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎 ∈ 𝑃 หรือ 𝑏 ∈ 𝑃

భ
ೖ  

เงื่อนไข 2#  
จากสมบัติ 12.12  ถ้า 𝐴 และ 𝐵 เป็นไอดีลของ 𝑅 ซ่ึง 𝐴𝐵௞ ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐵 ⊆ 𝑃

భ
ೖ 

*
 ศึกษาบนริงสลบัท่ี 

# ศึกษาบนริงท่ัวไป 

@ ศึกษาบนริงสลับท่ีและมีเอกลักษณ์ 

สิ่งท่ีเราสังเกตได้จากตารางข้างต้นนี้ก็คือ วิธีการท่ีนักคณิตศาสตร์ใช้เพ่ือให้นิยามของไอดีลเฉพาะจะมุ่งเน้นไปที่การ
คูณระหว่างสมาชิกของริง หรือ การคูณระหว่างไอดีลของริง เป็นสําคัญ แต่ภายในโครงสร้างของริงนั้น เราทราบกันดีอยู่แล้วว่า
โครงสร้างริงประกอบไปด้วย 1 เซต และ 2 ตัวดําเนินการทวิภาค ท่ีเรานิยมเรียกว่า การบวกและการคูณ ข้อสังเกตท่ีกล่าวมา
นํามาซ่ึงแรงบันดาลใจในการทําวิจัยชิ้นนี้ ภายใต้หลักการและเหตุผลของโครงการวิจัย ดังน้ี 

บทนิยาม 1.1 ให้ 𝑃 เป็นไอดีลของริง 𝑅 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑅 เราเรียก 𝑃 ว่า 𝐚𝐝𝐝𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧𝐚𝐥 𝐜𝐨𝐦𝐩𝐥𝐞𝐭𝐞𝐥𝐲 𝐩𝐫𝐢𝐦𝐞 ก็ต่อเม่ือ 
สําหรับทุกสมาชิก 𝑎 และ 𝑏 ของ 𝑅 ถ้า 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎 ∈ 𝑃 หรือ 𝑏 ൅ 𝑏 ∈ 𝑃 

 

เห็นได้ชัดว่า ไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์เป็น additional completely prime 

ตัวอย่าง 1.2 พิจารณา 4𝑍 ൌ ሼ4𝑘 | 𝑘 เป็นจํานวนเต็มሽ ซ่ึงเราทราบดีอยู่แล้วว่า 4𝑍 ไม่เป็นไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์ 
ต่อไปเราสมมติให้ 𝑎, 𝑏 เป็นจํานวนเต็ม โดยท่ี 4 | 𝑎𝑏  และ 4 ∤  𝑎  ดังนั้น ሺ2 | 𝑎 หรือ 2 | 𝑏ሻ และ 4 ∤  𝑎   
ทําให้เราได้ว่า ሺ2 | 𝑎 และ 4 ∤  𝑎ሻ หรือ ሺ2 | 𝑏 และ 4 ∤  𝑎ሻ  
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สมมติว่า 2 | 𝑎 และ 4 ∤  𝑎 เนื่องจาก 4 | 𝑎𝑏 และ 2 | 𝑎  จึงมีจํานวนเต็ม 𝑘 และ 𝑡 ท่ีทําให้ 𝑎𝑏 ൌ 4𝑘 และ 
𝑎 ൌ 2𝑡 จะได้ว่า 𝑡𝑏 ൌ 2𝑘 เนื่องจาก 4 ∤  𝑎  จึงทําให้ 2 | 𝑏  นั่นคือ 4 | 𝑏 ൅ 𝑏   

ถ้า 2 | 𝑏 และ 4 ∤  𝑎แล้ว 2 | 𝑏  จึงทําให้ 4 | 𝑏 ൅ 𝑏   

ดังน้ัน 4𝑍 เป็น  additional completely prime 

ตัวอย่าง 1.2 ทําให้เราได้ตัวอย่างของ  additional completely prime ท่ีไม่เป็นไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์ นั่น
คือ additional completely prime เป็นการวางนัยท่ัวไปของไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์ 

ตัวอย่าง 1.3 พิจารณา 6𝑍 ൌ ሼ6𝑘 | 𝑘 เป็นจํานวนเต็มሽ จะเห็นว่า 6 | 3 ∙ 2 แต่ว่า 6 ∤  3 และ 6 ∤  4  
ดังน้ัน 6𝑍 ไม่เป็น additional completely prime 

 ในทํานองเดียวกัน เราสามารถขยายแนวทางงานวิจัยจากโครงสร้างริงไปเป็นมอดูล โดยใช้แนวคิดเดียวกันกับ 
additional completely prime  ก่อนอ่ืนนั้น ขอให้พิจารณาบทนิยามของมอดูลย่อยเฉพาะต่างๆ เหล่านี้เสียก่อน 

ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย กําหนดให้ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 

 

completely prime 

 
ถ้า 𝑟 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ซ่ึง 𝑟𝑚 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑟𝑀 ⊆ 𝑃 หรือ 
𝑚 ∈ 𝑃 
 

prime 

 
ถ้า 𝐴 เป็นไอดีลของ 𝑅 และ 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 ซ่ึง 𝐴𝑁 ⊆ 𝑃 
แล้ว 𝐴𝑀 ⊆ 𝑃 หรือ 𝑁 ⊆ 𝑃 
 

s െ prime 

 
ถ้า  𝐴 เป็นไอดีลของ 𝑅 และ 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 และถ้า 𝑥 ∈ 𝐴 
และ 𝑥௡𝑁 ⊆ 𝑃 โดยท่ี 𝑛 เป็นจํานวนนับ แล้ว 𝑁 ⊆ 𝑃 หรือ 
𝐴𝑀 ⊆ 𝑃 
 

 
classical completely prime 
 

ถ้า 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ซ่ึง 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎〈𝑚〉 ⊆ 𝑃 
หรือ 𝑏〈𝑚〉 ⊆ 𝑃 

classical prime 

 
ถ้า 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 และ 𝐴, 𝐵 เป็นไอดีลของ 𝑅 ซ่ึง 
 𝐴𝐵𝑁 ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴𝑁 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐵𝑁 ⊆ 𝑃 
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สังเกตได้ว่าบทนิยามของมอดูลย่อยเฉพาะชนิดต่างๆนั้น เน้นไปท่ีการคูณกันระหว่างสมาชิกของริง และ สมาชิกของ
มอดูล ด้วยเหตุนี้ เราจึงได้แนวทางการทําวิจัยโดยการให้บทนิยามของ additional completely prime สําหรับมอดูล
ย่อย ดังน้ี  

บทนิยาม 1.4 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย เราเรียกมอดูลย่อย 𝑃 ของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 ว่า 

additional completely prime ก็ต่อเม่ือ ถ้า 𝑟 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ซ่ึง 𝑟𝑚 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑟𝑀 ⊆ 𝑃 หรือ 𝑚 ൅ 𝑚 ∈ 𝑃 

ให้ 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀  เรากําหนดสัญลักษณ์ 2𝑁 ൌ ሼ𝑛 ൅ 𝑛 | 𝑛 ∈ 𝑁ሽ 

บทนิยาม 1.5 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย เราเรียกมอดูลย่อย 𝑃 ของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 ว่า 
additional  prime ก็ต่อเม่ือ ถ้า 𝐴 เป็นไอดีลของ 𝑅 และ 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 ซ่ึง 𝐴𝑁 ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴𝑀 ⊆ 𝑃 หรือ 
2𝑁 ⊆ 𝑃 

 ในเ บ้ืองต้นของงานวิจัยนี้  เราสรุปความสัมพันธ์ของ  additional completely prime และ 

 additional  prime ได้ดังน้ี  

ทฤษฎีบท 1.6 ให้ 𝑅 เป็นริงสลับท่ีและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย จะได้ว่า 𝑃 เป็น  additional  prime ก็ต่อเม่ือ 𝑃 เป็น 
additional completely prime 

 แนวทางการทําวิจัยเก่ียวกับ additional completely prime ในลําดับถัดไป เราจะใช้งานวิจัยจากเดิมท่ีนัก
คณิตศาสตร์ศึกษาไว้แล้วเกี่ยวกับไอดีลเฉพาะและมอดูลย่อยเฉพาะ นํามาประยุกต์และพิสูจน์ใหม่อีกครั้งภายใต้แนวคิดของ 
additional completely prime 

 อย่างไรก็ตาม เราพบความไม่เหมาะสมของการให้บทนิยามของ additional completely prime ท้ังตัวบท
นิยามและชื่อท่ีเราเรียกใช้ จึงสมควรเปลี่ยนให้สมเหตุสมผลกับผลลัพธ์โดยรวม ดังน้ี 

ให้ 𝑅 เป็นริงสลับท่ีซ่ึงมีเอกลักษณ์ และ ሺ𝐺, ൅ሻ เป็นกรุป และ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย (unital)   

สําหรับเซตย่อย 𝐻 ของกรุป 𝐺 เราใช้สัญลักษณ์ต่อไปน้ีเพ่ือความสะดวกในงานวิจัย 

𝛼ሺ𝐻ሻ ൌ ሼℎ ∈ 𝐺 | ℎ ൅ ℎ ∈ 𝐻ሽ และ 𝛽ሺ𝐻ሻ ൌ ሼℎ ൅ ℎ | ℎ ∈ 𝐻ሽ 

ในเบื้องต้น เราทราบว่า 𝛽ሺ𝐻ሻ ⊆ 𝐻 ⊆ 𝛼ሺ𝐻ሻ  
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1.2 วัตถุประสงค์ของการวิจัย 

  เพ่ือศึกษาสมบัติของแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะทั้งในโครงสร้างริงและโครงสร้างมอดูล 

1.3  ขอบเขตของของการวิจัย 

         1)  ศึกษาแอลฟาไอดีลเฉพาะ 
         2)  ศึกษาแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะ        
    3)  พิสูจน์ลักษณะเฉพาะของแอลฟาไอดีลเฉพาะ 
        4)  พิสูจน์ลักษณะเฉพาะของแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะ        
        5)  ศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างแอลฟาไอดีลเฉพาะและแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะ        
 

1.4  วิธีดําเนินการวิจัย และ แผนการดําเนินงานวิจัย  
  

วิธีดําเนินการวิจัย  
 
     1) สืบค้นงานวิจัยท่ีเกี่ยวข้องกับไอดีลเฉพาะท้ังในริงสลับท่ี และริงท่ัวไป 
     2) สืบค้นงานวิจัยท่ีเกี่ยวข้องกับมอดูลย่อยเฉพาะท้ังในริงสลับท่ี และริงท่ัวไป 
     3) วิเคราะห์ลักษณะเฉพาะของแอลฟาไอดีลเฉพาะ      
     4) วิเคราะห์ลักษณะเฉพาะของแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะ        
     5) ศึกษาสมบัติของแอลฟาไอดีลเฉพาะ  
     6) ศึกษาสมบัติของแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะ        
     7) ศึกษาความสัมพันธ์ท่ีเชื่อมโยงกันของแอลฟาไอดีลเฉพาะและแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะ        
     8) สรุปผลการวิจัย 
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แผนการดําเนินงานวิจัย  
 

การดําเนินงาน 
ระยะเวลา 

หมายเหตุ 
ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. พ.ค. มิ.ย. ก.ค. ส.ค. ก.ย. 

สืบค้นงานวิจัยท่ี
เกี่ยวข้องกับไอดีล
เฉพาะท้ังในริงสลับท่ี 
และริงท่ัวไป 

             

สืบค้นงานวิจัยท่ี
เกี่ยวข้องกับมอดูล
ย่อยเฉพาะทั้งในริง
สลับท่ี และริงท่ัวไป 

             

วิเคราะห์
ลักษณะเฉพาะของ
แอลฟาไอดีลเฉพาะ     

             

วิเคราะห์
ลักษณะเฉพาะของ
แอลฟามอดูลย่อย
เฉพาะ        

             

ศึกษาสมบัติของ
แอลฟาไอดีลเฉพาะ 

             

ศึกษาสมบัติของ
แอลฟามอดูลย่อย
เฉพาะ        

             

ศึกษาความสัมพันธ์ท่ี
เชื่อมโยงกันของ
แอลฟาไอดีลเฉพาะ
และแอลฟามอดูลย่อย
เฉพาะ        

             

สรุปผลการวิจัย              
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บทท่ี 2 ทฤษฎีและงานวิจัยท่ีเก่ียวข้อง 

ต้นกําเนิดของทฤษฎีไอดีล มีความเชื่อมโยงกับแนวคิดเชิงทฤษฎีของ “การหาร”  นําไปสู่ผลลัพธ์ท่ียอมรับกัน
โดยท่ัวไป นั่นคือ “รากฐานของจํานวนเฉพาะ”  ย้อนกลับไปในปี ค.ศ. 1921 EMMY NOETHER[3] ได้ให้บทนิยามของไอดีล
เฉพาะในริงสลับท่ีไว้ดังน้ี 

2.1 พื้นฐาน 

บทนิยาม 2.1.1 ให้ 𝑃 เป็นไอดีลของริงสลับท่ี 𝑅 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑅 เราเรียก 𝑃 ว่าไอดีลเฉพาะ ก็ต่อเม่ือ สําหรับทุกสมาชิก 𝑎 

และ 𝑏 ของ 𝑅 ถ้า 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎 ∈ 𝑃 หรือ 𝑏 ∈ 𝑃 

หมายเหตุ ไอดีลเฉพาะตามบทนิยาม 2.1 บางครั้งเรียกว่า ไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์ (completely prime ideal)  

7 ปีต่อมา WOLFGANG KRULL[5]  ได้ให้บทนิยามของไอดีลเฉพาะในริงท่ัวไป ดังน้ี 

บทนิยาม 2.2 ให้ 𝑃 เป็นไอดีลของริงสลับท่ี 𝑅 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑅 เราเรียก 𝑃 ว่าไอดีลเฉพาะ ก็ต่อเม่ือ สําหรับทุกไอดีล 𝐴 และ 
𝐵 ของ 𝑅 ถ้า 𝐴𝐵 ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐵 ⊆ 𝑃 

หมายเหตุ เพ่ือให้ไม่เกิดความสับสนในการกล่าวถึงไอดีลเฉพาะในส่วนถัดไป นับจากนี้ เราเรียกไอดีลตามเรื่องราวของ 
EMMY NOETHER ในบทนิยาม 2.1 ว่าไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์ และเรียกไอดีลท่ีศึกษาโดย WOLFGANG KRULL ใน
บทนิยาม 2.1.2 ว่าไอดีลเฉพาะ อย่างไรก็ตาม การเรียกชื่อดังกล่าว ไม่ได้เป็นการชี้นําว่าไอดีลเฉพาะสําคัญกว่าไอดีล
เฉพาะอย่างบริบูรณ์ แต่เพราะว่า ทุกไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์เป็นไอดีลเฉพาะ ซ่ึงบทกลับไม่เป็นจริงบนริงท่ัวไป เรา
แสดงให้เห็นข้อเท็จจริงนี้ ด้วยตัวอย่างต่อไปนี้ 

ตัวอย่าง 2.1.3 ให้ 𝑅 เป็นเซตของเมทริกซ์จตุรัสขนาด 𝑛 บนฟีลด์ 𝐹 โดยท่ี 𝑛 เป็นจํานวนนับซ่ึงมากกว่า 1  จะเห็นว่า 𝑅 เป็น
ริงท่ีมีไอดีลเพียง ሼ0ሽ และ 𝑅 เท่านั้น ซ่ึงทําให้เราเห็นได้ชัดว่า ሼ0ሽ เป็นไอดีลเฉพาะ แต่ ሼ0ሽ ไม่เป็นไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์ 
การท่ี ሼ0ሽ ไม่เป็นไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์นั้น เนื่องจาก ถ้าเราให้ 𝐸ଵ௡ แทนเมทริกซ์ซ่ึง 1 อยู่ในตําแหน่ง ሺ1, 𝑛ሻ และ
ตําแหน่งอ่ืนเป็น 0  จากการกําหนดสัญลักษณ์ดังกล่าว ทําให้เราเห็นว่า 0 ൌ 𝐸ଵ௡

ଶ ∈ ሼ0ሽ และ 𝐸ଵ௡ ∉ ሼ0ሽ  

บทสรุปแรกท่ีเราได้จากการเปรียบเทียบท้ังสองบทนิยาม ก็คือ “ไอดีลเฉพาะเป็นการวางนัยท่ัวไปของไอดีลเฉพาะ
อย่างบริบูรณ์” อย่างไรก็ตามทฤษฎีบทต่อไปน้ียืนยันกับเราได้ว่าไอดีลเฉพาะและไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์กลับกลายเป็นสิ่ง
เดียวกันในริงสลับท่ี 

ทฤษฎีบท 2.1.4 ให้ 𝑃 เป็นไอดีลของริงสลับท่ี 𝑅 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑅  จะได้ว่า 𝑃 เป็นไอดีลเฉพาะ ก็ต่อเม่ือ 𝑃 เป็นไอดีลเฉพาะ
อย่างบริบูรณ์ 

วันเวลาผ่านไปเกือบหนึ่งร้อยปีนับต้ังแต่ EMMY NOETHER เป็นต้นคิดเก่ียวกับไอดีลเฉพาะ นักคณิตศาสตร์รุ่นต่อ
รุ่นยังคงศึกษาเพ่ือพัฒนาผลลัพธ์จากท่ี EMMY NOETHER ได้เริ่มต้นไว้ ไม่ว่าจะเป็นการขยายแนวคิดของไอดีลจากโครงสร้าง
ริงไปสู่โครงสร้างมอดูล ซ่ึงทําให้เกิดบทนิยามของมอดูลย่อยเฉพาะและมอดูลย่อยเฉพาะอย่างบรบิูรณ์[2] บนโครงสร้างมอดูล  

ในขณะเดียวกัน เราเห็นงานวิจัยออกมาให้เห็นอยู่มากมายท่ีเกี่ยวข้องกับการวางนัยท่ัวไปของไอดีลเฉพาะบน
โครงสร้างริง หนึ่งในนั้นเป็นงานวิจัยท่ีปรากฎในปี ค.ศ. 2015 เป็นการศึกษา 2 െ ไอดีลเฉพาะ[1] ซ่ึงศึกษาโดย CHAREF 
BEDDANI และ WAHIBA MESSIRDI  ในปีเดียวกันนั้น THAWATCHAI KHUMPRAPUSSORN ก็ได้นําเสนอการวางนัยท่ัวไปเอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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ของไอดีลเฉพาะบนริง ท่ีมีชื่อว่า ሺ1, 𝑘ሻ െไอดีลเฉพาะ[4] ท้ังสองบทนิยามมีความคล้ายคลึงกัน เราจะนําเสนอสิ่งท่ีเหมือนและ
สิ่งท่ีแตกต่าง ดังน้ี 

หมายเหตุ เนื่องจากการศึกษา 2 െ ไอดีลเฉพาะ โดย CHAREF BEDDANI และ WAHIBA MESSIRDI ศึกษาบนริงสลับท่ีและ
มีเอกลักษณ์ ฉะนั้น  ริง 𝑅 ในบทนิยาม 2.5 และทุกผลลัพธ์ของ CHAREF BEDDANI และ WAHIBA MESSIRDI อยู่ภายใต้ริง
สลับท่ีซ่ึงมีเอกลักษณ์  ด้วยข้อกําหนดนี้ ร่วมกับความรู้ท่ีได้จากทฤษฎีบท 2.4 ในมุมมองของ CHAREF BEDDANI และ 
WAHIBA MESSIRDI จึงพิจารณาว่าไอดีลเฉพาะและไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์เป็นสิ่งเดียวกัน 

บทนิยาม 2.1.5 ให้ 𝑃 เป็นไอดีลของริง 𝑅 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑅 เราเรียก 𝑃 ว่า 𝟐 െ ไอดีลเฉพาะ ก็ต่อเม่ือ สําหรับทุกสมาชิก 𝑎 

และ 𝑏 ของ 𝑅 ถ้า 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎ଶ ∈ 𝑃 หรือ 𝑏ଶ ∈ 𝑃 

เราเห็นได้ชัดว่าไอดีลเฉพาะเป็น 2 െ ไอดีลเฉพาะ นอกจากน้ี CHAREF BEDDANI และ WAHIBA MESSIRDI ยังได้
แสดงสมบัติพ้ืนฐานของ 2 െ ไอดีลเฉพาะ ท่ีน่าสนใจไว้ดังน้ี 

ทฤษฎีบท 2.1.6 ให้ 𝑃 เป็นไอดีลของริง 𝑅 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑅 จะได้ว่า 

1) ถ้า 𝑃 เป็น 2 െ ไอดีลเฉพาะของ 𝑅 แล้ว √𝑃 เป็นไอดีลเฉพาะ 
2) ถ้า 𝑆 เป็น multiplicatively closed subset ของ 𝑅 และ 𝑃 เป็น 2 െ ไอดีลเฉพาะของ 𝑅 แล้ว 𝑃𝑅ௌ เป็น 2 െ 

ไอดีลเฉพาะของ 𝑅ௌ 
3) ถ้า 𝑓: 𝑇 → 𝑅 เป็น ring homomorphisms และ 𝑃 เป็น 2 െ ไอดีลเฉพาะของ 𝑅 แล้ว 𝑓ିଵሺ𝑃ሻ เป็น 2 െ ไอ

ดีลเฉพาะของ 𝑆 
4) ถ้า 𝑃 เป็น 2 െ ไอดีลเฉพาะของ 𝑅 และ 𝐽, 𝐾 เป็นไอดีลของ 𝑅 โดยท่ี 𝐽𝐾 ⊆ 𝑃 แล้ว ሼ𝑥ଶ | 𝑥 ∈ 𝐽ሽ ⊆ 𝑃 หรือ 

ሼ𝑥ଶ | 𝑥 ∈ 𝐾ሽ ⊆ 𝑃 
5) ถ้า 𝑃 เป็น 2 െ ไอดีลเฉพาะของ 𝑅 และ 𝑄 เป็นไอดีลซ่ึง 𝑄 ⊆ 𝑃 แล้ว 𝑃 𝑄⁄  เป็น 2 െ ไอดีลเฉพาะของ 𝑅 𝑄⁄  

CHAREF BEDDANI และ WAHIBA MESSIRDI อธิบายถึงความสัมพันธ์ระหว่าง valuation ring และ 2 െ ไอดีล
เฉพาะ ไว้ดังน้ี 

ทฤษฎีบท 2.1.7 ให้ 𝑅 เป็นโดเมนเชิงจํานวนเต็ม  ข้อความต่อไปนี้สมมูลกัน 

1) 𝑅 เป็น valuation ring 
2) ทุก principal ideal ของ 𝑅 เป็น 2 െ ไอดีลเฉพาะ 
3) ทุกไอดีลของ 𝑅 เป็น 2 െ ไอดีลเฉพาะ 

ผลของทฤษฎีบท 2.7 เด่นชัดมากย่ิงข้ึน เม่ือ CHAREF BEDDANI และ WAHIBA MESSIRDI ขยายงานวิจัยใน
ทํานองเดียวกันนี้จากโดเมนเชิงจํานวนเต็ม ไปเป็นฟีลด์ 

ทฤษฎีบท 2.1.8 ให้ 𝑅 เป็นริง  ข้อความต่อไปนี้สมมูลกัน 

1) 𝑅 เป็นฟีลด์ 
2) ทุก non unit principal ideal ของ 𝑅 เป็นไอดีลเฉพาะ 
3) ทุก non unit ideal ของ 𝑅 เป็นไอดีลเฉพาะ 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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CHAREF BEDDANI และ WAHIBA MESSIRDI ปิดท้ายงานวิจัยของพวกเขาเองด้วยการพิสูจน์ผลลัพธ์ซ่ึงเป็นการ
ขยายงานวิจัยมาจาก R. GILMER และ W. HEINZER เกี่ยวข้องกับสมบัติของโดเมนซ่ึงทุก primary ideal เป็น integrally 
closed 2 െ prime ideal (ผู้ท่ีสนใจศึกษาต่อได้ใน [1]) 

ประมาณเดือนธันวาคม ค.ศ. 2015 THAWATCHAI KHUMPRAPUSSORN ได้นําเสนอบทนิยามของ ሺ1, 𝑘ሻ െไอ
ดีลเฉพาะ ซ่ึงศึกษาบนริงท่ัวไป ไม่จําเป็นต้องเป็นริงสลับท่ีและไม่จําเป็นท่ีริงนั้นต้องมีเอกลักษณ์ โดยกําหนดสัญลักษณ์เพ่ือ
ความสะดวกในการทําความเข้าใจไว้ดังน้ี 

𝐼
భ
ೖ ൌ ሼ𝑥 ∈ 𝑅 | 𝑥௞ ∈ 𝐼ሽ  เม่ือ 𝐼 เป็นไอดีลของริง 𝑅  

𝑁௞ ൌ ሼ1,2, … , 𝑘ሽ เม่ือ 𝑘 เป็นจํานวนนับ  

ทฤษฎีบทต่อไปนี้เป็นการแสดงให้เห็นถึงลักษณะเฉพาะของ  ሺ1, 𝑘ሻ െไอดีลเฉพาะบนริงท่ัวไป ซ่ึงเป็นท่ีมาของบท
นิยามของ ሺ1, 𝑘ሻ െไอดีลเฉพาะ 

ทฤษฎีบท 2.1.9 ให้ 𝑃 เป็นไอดีลของริง 𝑅 และ 𝑘 เป็นจํานวนนับ ข้อความต่อไปนี้สมมูลกัน 

1) ถ้า 𝐴 เป็นไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 และ 𝐵 เป็นไอดีลทางขวาของ 𝑅 ซ่ึง 𝐴𝑅𝐵௞ ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐵 ⊆ 𝑃
భ
ೖ 

2) ถ้า 𝐴 และ 𝐵 เป็นไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 ซ่ึง 𝐴𝑅𝐵௞ ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐵 ⊆ 𝑃
భ
ೖ 

3) ถ้า 𝐴 เป็นไอดีลทางขวาของ 𝑅 และ 𝐵 เป็นไอดีลทาซ้ายของ 𝑅 ซ่ึง 𝐴𝑅𝐵௞ ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐵 ⊆ 𝑃
భ
ೖ 

4) ถ้า 𝐴 และ 𝐵 เป็นไอดีลทางขวาของ 𝑅 ซ่ึง 𝐴𝑅𝐵௞ ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐵 ⊆ 𝑃
భ
ೖ 

บทนิยาม 2.1.10 ให้ 𝑃 เป็นไอดีลของริง 𝑅 และ 𝑘 เป็นจํานวนนับ เราเรียก 𝑃 ว่า ሺ𝟏, 𝒌ሻ െไอดีลเฉพาะ ถ้า 𝑃 สอดคล้อง
กับเงื่อนไขข้อใดข้อหนึ่งในทฤษฎีบท 2.9 

 ตามบทนิยาม 2.10 ทําให้ทราบว่า ถ้า 𝑘 ൌ 1 แล้ว ไอดีลเฉพาะ และ ሺ1,1ሻ െไอดีลเฉพาะเป็นสิ่งเดียวกัน ท้ังนี้ 
THAWATCHAI KHUMPRAPUSSORN ยังได้จําแนกลักษณะเฉพาะของ ሺ1, 𝑘ሻ െไอดีลเฉพาะของริงของจํานวนเต็ม ไว้อย่าง
ละเอียดครบถ้วน ดังน้ี 

ตัวอย่าง 2.1.11 ให้ 𝑝 และ 𝑘 เป็นจํานวนนับ จะได้ว่า 𝑝𝑍 เป็น ሺ1, 𝑘ሻ െไอดีลเฉพาะของ 𝑍 ก็ต่อเม่ือ 𝑝 ൌ 0 หรือ 𝑝 เป็น
จํานวนเฉพาะ หรือ 𝑝 ൌ 𝑞௥ โดยท่ี 𝑞 เป็นจํานวนเฉพาะ และ 𝑟 ∈ 𝑁௞ 

จากตัวอย่าง 2.11 ทําให้เราเห็นได้ชัดว่าความแตกต่างของ ไอดีลเฉพาะ และ ሺ1, 𝑘ሻ െไอดีลเฉพาะ จะเริ่มแสดงให้
เห็นเม่ือ 𝑘 ൐ 2 อีกท้ังตัวอย่าง 12.11 ยังทําให้เราเห็นอีกว่า “มี ሺ1, 𝑘ሻ െไอดีลเฉพาะ ท่ีไม่เป็นไอดีลเฉพาะ” ดังนั้นบทสรุป
ท่ีได้จากการเปรียบเทียบระหว่างไอดีลเฉพาะกับ ሺ1, 𝑘ሻ െไอดีลเฉพาะ นั่นก็คือ ሺ1, 𝑘ሻ െไอดีลเฉพาะเป็นการวางนัยท่ัวไป
ของไอดีลเฉพาะ  

ผลลัพธ์ต่อไปนี้เป็นสิ่งท่ีใช้เปรียบเทียบบทนิยามของไอดีลเฉพาะในต่างมุมมองท้ังของ EMMY NOETHER,  
WOLFGANG KRULL, CHAREF BEDDANI, WAHIBA MESSIRDI กับของ THAWATCHAI KHUMPRAPUSSORN 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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สมบัติ 2.1.12 ให้ 𝑃 เป็นไอดีลของริง 𝑅 และ 𝑘 เป็นจํานวนนับ พิจารณาเงื่อนไข 2 ข้อ ดังน้ี 

1) ถ้า 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 โดยท่ี 𝑎𝑏௞ ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎 ∈ 𝑃 หรือ 𝑏 ∈ 𝑃
భ
ೖ 

2) ถ้า 𝐴 และ 𝐵 เป็นไอดีลของ 𝑅 ซ่ึง 𝐴𝐵௞ ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐵 ⊆ 𝑃
భ
ೖ 

จะได้ว่า ถ้าเงื่อนไขข้อ 1 เป็นจริง แล้ว เงื่อนไขข้อ 2 เป็นจริง ย่ิงไปกว่านั้น เงื่อนไขข้อ 1 สมมูลกับ เงื่อนไขข้อ 2 บนริงสลับท่ี 

 

ให้ 𝑃 เป็นไอดีลของริง 𝑅 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑅 

ไอดีลเฉพาะ*  
โดย EMMY NOETHER ถ้า 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 โดยท่ี 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎 ∈ 𝑃 หรือ 𝑏 ∈ 𝑃 

ไอดีลเฉพาะ# 

โดย WOLFGANG KRULL ถ้า 𝐴 และ 𝐵 เป็นไอดีลของ 𝑅 ซ่ึง 𝐴𝐵 ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐵 ⊆ 𝑃 

2 െ ไอดีลเฉพาะ@ 

โดย CHAREF BEDDANI และ  
WAHIBA MESSIRDI 

ถ้า 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 โดยท่ี 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎ଶ ∈ 𝑃 หรือ 𝑏ଶ ∈ 𝑃 

ሺ1, 𝑘ሻ െไอดีลเฉพาะ# 
โดย KHUMPRAPUSSORN 

ถ้า 𝐴 และ 𝐵 เป็นไอดีลทางซ้ายของ 𝑅 ซ่ึง 𝐴𝑅𝐵௞ ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴 ⊆ 𝑃 หรือ 

𝐵 ⊆ 𝑃
భ
ೖ 

เงื่อนไข 1#  
จากสมบัติ 12.12 ถ้า 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 โดยท่ี 𝑎𝑏௞ ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎 ∈ 𝑃 หรือ 𝑏 ∈ 𝑃

భ
ೖ  

เงื่อนไข 2#  
จากสมบัติ 12.12  ถ้า 𝐴 และ 𝐵 เป็นไอดีลของ 𝑅 ซ่ึง 𝐴𝐵௞ ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐵 ⊆ 𝑃

భ
ೖ 

ตารางแสดงบทนิยามของไอดีลเฉพาะชนิดต่างๆ 

*
 ศึกษาบนริงสลับท่ี 

# ศึกษาบนริงท่ัวไป 

@ ศึกษาบนริงสลับท่ีและมีเอกลักษณ์ 

แนวคิดของไอดีลเฉพาะได้นําไปศึกษาต่อในโครงสร้างอ่ืนๆ เช่น โครงสร้างมอดูล และโครงสร้าง ሺ𝑅, 𝑆ሻ െมอดูล 
เป็นจุดกําเนิดของบทนิยามของมอดูลย่อยเฉพาะ  

หมายเหตุ เนื้อหาการทบทวนวรรณกรรมเกี่ยวกับมอดูลย่อยเฉพาะทั้งหมดนํามาจาก [2] 

บทนิยาม 2.1.13 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย เราเรียกมอดูลย่อย 𝑃 ของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 ว่า มอดูล
ย่อยเฉพาะอย่างบริบูรณ์ ก็ต่อเม่ือ ถ้า 𝑟 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ซ่ึง 𝑟𝑚 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑟𝑀 ⊆ 𝑃 หรือ 𝑚 ∈ 𝑃 

 

บทนิยาม 2.1.14 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย เราเรียกมอดูลย่อย 𝑃 ของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 ว่า มอดูล
ย่อยเฉพาะ ก็ต่อเม่ือ ถ้า 𝐴 เป็นไอดีลของ 𝑅 และ 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 ซ่ึง 𝐴𝑁 ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴𝑀 ⊆ 𝑃 หรือ 𝑁 ⊆ 𝑃 เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ท้ัง 2 บทนิยามข้างต้นนี้สมมูลกัน เม่ือ 𝑅 เป็นริงสลับท่ี แต่ทว่าบนริงท่ัวไป เราพิสูจน์ได้เพียง ถ้า 𝑃 เป็นมอดูลย่อย
เฉพาะอย่างบริบูรณ์ แล้ว 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะ 

 หากความเชื่อมโยงระหว่างโครงสร้างริงและมอดูลคือ ริง 𝑅 สามารถพิจารณาได้ในฐานะ 𝑅 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย 

ในทํานองเดียวกัน ไอดีลทางซ้ายกับมอดูลย่อยนับเป็นสิ่งเดียวกัน ทฤษฎีบทต่อไปนี้แสดงให้เห็นความเชื่อมโยงอีกครั้งระหว่าง
มอดูลย่อยเฉพาะอย่างบริบูรณ์และไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์ 

ทฤษฎีบท 2.1.15 ถ้า 1 ∈ 𝑅 และ 𝑃 เป็นไอดีลของ 𝑅 แล้ว 𝑃 เป็นไอดีลเฉพาะอย่างบริบูรณ์ของ 𝑅 ก็ต่อเม่ือ 𝑃 เป็นมอดูล
ย่อยเฉพาะอย่างบริบูรณ์ของ 𝑅 ในฐานะท่ีเป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย 

ลําดับถัดไป เรานําเสนอบทนิยามของมอดูลย่อยเฉพาะชนิดอ่ืน จากมุมมองต่างๆ ของเหล่านักคณิตศาสตร์ เพ่ือให้
เห็นถึงความหลากหลายในการศึกษามอดูลย่อยเฉพาะ 

บทนิยาม 2.1.16 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย เราเรียกมอดูลย่อย 𝑃 ของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 ว่า 
𝐬 െ 𝐩𝐫𝐢𝐦𝐞 ก็ต่อเม่ือ ถ้า  𝐴 เป็นไอดีลของ 𝑅 และ 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 และถ้า 𝑥 ∈ 𝐴 และ 𝑥௡𝑁 ⊆ 𝑃 โดยท่ี 𝑛 
เป็นจํานวนนับ แล้ว 𝑁 ⊆ 𝑃 หรือ 𝐴𝑀 ⊆ 𝑃 

ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย สมมติว่า 𝑚 ∈ 𝑀  เรากําหนดสัญลักษณ์ 〈𝑚〉 เพ่ือหมายถึงมอดูล
ย่อยของ 𝑀 ท่ีก่อกําเนิดโดย 𝑚  และเราแสดงได้ไม่ยากนักว่า 〈𝑚〉 ൌ 𝑍𝑚 ൅ 𝑅𝑚 

บทนิยาม 2.1.17 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย เราเรียกมอดูลย่อย 𝑃 ของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 ว่า 
𝐜𝐥𝐚𝐬𝐬𝐢𝐜𝐚𝐥 𝐜𝐨𝐦𝐩𝐥𝐞𝐭𝐞𝐥𝐲 𝐩𝐫𝐢𝐦𝐞 ก็ต่อเม่ือ ถ้า 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ซ่ึง 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎〈𝑚〉 ⊆ 𝑃 หรือ 
𝑏〈𝑚〉 ⊆ 𝑃 

บทนิยาม 2.1.18 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย เราเรียกมอดูลย่อย 𝑃 ของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 ว่า 
𝐜𝐥𝐚𝐬𝐬𝐢𝐜𝐚𝐥 𝐩𝐫𝐢𝐦𝐞 ก็ต่อเม่ือ ถ้า 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 และ 𝐴, 𝐵 เป็นไอดีลของ 𝑅 ซ่ึง 𝐴𝐵𝑁 ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐴𝑁 ⊆ 𝑃 
หรือ 𝐵𝑁 ⊆ 𝑃 

 ณ ขณะนี้ เรามีถึง 5 บทนิยามของมอดูลย่อยเฉพาะในโครงสร้างของมอดูล และเพ่ือให้เห็นความเชื่อมโยงกันของท้ัง 
5 บทนิยาม นั้น นักคณิตศาสตร์ NICO J.GROENEWALD และ DAVID SSEVVIIRI ได้สรุปความสัมพันธ์ของท้ัง 5 บทนิยามไว้ 
ดังน้ี 

ทฤษฎีบท 2.1.19 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย  แสดงแผนภาพการแจงเหตุได้ดังน้ี 

 

𝐜𝐨𝐦𝐩𝐥𝐞𝐭𝐞𝐥𝐲 𝐩𝐫𝐢𝐦𝐞 ⟹ 𝐜𝐥𝐚𝐬𝐬𝐢𝐜𝐚𝐥 𝐜𝐨𝐦𝐩𝐥𝐞𝐭𝐞𝐥𝐲 𝐩𝐫𝐢𝐦𝐞 ⟹ 𝐜𝐥𝐚𝐬𝐬𝐢𝐜𝐚𝐥 𝐩𝐫𝐢𝐦𝐞

⇓    ⇑ 
𝐬 െ 𝐩𝐫𝐢𝐦𝐞 ⟹ 𝐩𝐫𝐢𝐦𝐞

 

 

 เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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2.2 มอดูลยอ่ยเฉพาะบนริงสลับท่ีซ่ึงมีเอกลักษณ์ 

 การศึกษามอดูลย่อยเฉพาะเป็นการขยายการศึกษาจากโครงสร้างริงไปบนโครงสร้างมอดูล และขยายการศึกษาจาก
ไอดีลไปบนมอดูลย่อย   

หมายเหตุ  ผลลัพธ์ท่ีเกี่ยวข้องในหัวข้อ 2.2 นี้ ได้รับการพิจารณาบนริงสลับท่ีซ่ึงมีเอกลักษณ์ และบนมอดูลทางซ้าย (unital) 

บทนิยาม 2.2.1 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย เราเรียกมอดูลย่อย 𝑃 ของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 ว่า มอดูลย่อย
เฉพาะ ก็ต่อเม่ือ ถ้า 𝑟 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ซ่ึง 𝑟𝑚 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑚 ∈ 𝑃 หรือ 𝑟𝑀 ⊆ 𝑃 

ลักษณะเฉพาะของมอดูลย่อยเฉพาะ ผ่านการศึกษามาอย่างหลากหลายมุมมอง อย่างไรก็ตามหนึ่งในผลลัพธ์ท่ีได้รับ
การอ้างอิงอย่างสม่ําเสมอคือบทพิสูจน์ของ Z. El-Bast และ P. Smith ซ่ึงแสดงให้เห็นถึงความเกี่ยวข้องกันระหว่างไอดีล
เฉพาะและมอดูลย่อยเฉพาะ ดังน้ี 

ทฤษฎีบท 2.2.2 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย เราให้ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 โดยที่ 𝑃 ് 𝑀 ข้อมูล
ต่อไปน้ีสมมูลกัน 

1) 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑀 
2) ሺ𝑃: 𝑀ሻ ൌ ሼ𝑟 ∈ 𝑅 | 𝑟𝑀 ⊆ 𝑃ሽ เป็นไอดีลเฉพาะของ 𝑅 
3) 𝑃 ൌ 𝐼𝑀 สําหรับบางไอดีลเฉพาะ 𝐼 ของ 𝑅 โดยท่ี 𝑎𝑛𝑛ሺ𝑀ሻ ⊆ 𝐼 

มอดูลชนิดหนึ่ง มีความพิเศษตรงท่ีมักจะถูกใช้เป็นเคร่ืองมือเพ่ือศึกษาลักษณะเฉพาะของมอดูลย่อยเฉพาะ เรียกว่ามอดูล
การคูณ มีบทนิยามดังนี้ 

บทนิยาม 2.2.3 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย เรากล่าวว่า 𝑀 เป็น มอดูลการคูณ ถ้า 𝑁 เป็นมอดูลย่อย
ของ 𝑀 แล้วจะมีไอดีล 𝐼 ของ 𝑅 ท่ีทําให้ 𝑁 ൌ 𝐼𝑀 
 ทฤษฎีบทต่อไป เป็นตัวอย่างในการหาไอดีล 𝐼 ท่ีทําให้ 𝑁 ൌ 𝐼𝑀 

ทฤษฎีบท 2.2.4 ถ้า 𝑀 เป็นมอดูลการคูณ และ 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 แล้ว 𝑁 ൌ ሺ𝑁: 𝑀ሻ𝑀 
 ลักษณะเฉพาะของมอดูลการคูณ ได้รับการศึกษาโดย Z. El-Bast และ P. Smith ดังน้ี 

ทฤษฎีบท 2.2.5 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย จะได้ว่า 𝑀 เป็นมอดูลการคูณ ก็ต่อเม่ือ สําหรับ 𝑚 ∈ 𝑀 จะ
มีไอดีล 𝐼 ของ 𝑅 ท่ีทําให้ 𝑅𝑚 ൌ 𝐼𝑀 

         บทบาทสําคัญของมอดูลการคูณคือทําให้เกิดการคูณกันระหว่างมอดูลย่อย 

บทนิยาม 2.2.6 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย  สมมติว่า 𝑁 และ 𝐾 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 และ 𝐼 และ 𝐽 
เป็นไอดีลของ 𝑅 โดยท่ี 𝑁 ൌ 𝐼𝑀 และ 𝐾 ൌ 𝐽𝑀 เรานิยามการคูณระหว่าง 𝑁 และ 𝐾  โดย 𝑁𝐾 ൌ 𝐼𝐽𝑀 

ทฤษฎีบท 2.2.7 ถ้า 𝑀 เป็นมอดูลการคูณ แล้วการนิยามการคูณตามบทนิยาม 2.2.4 เป็นการนิยามดีแล้ว 

    บทนิยามการคูณกันระหว่างมอดูลย่อยเป็นบทนิยามท่ีนิยามดีแล้วบนมอดูลการคูณซ่ึงนํามาใช้ประโยชน์ในการสร้างวิธีการ
จําแนกมอดูลย่อยเฉพาะ ดังน้ี 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ทฤษฎีบท 2.2.8 ให้ 𝑀 เป็นมอดูลการคูณ และ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 จะได้ว่า 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะ
ของ 𝑀 ก็ต่อเม่ือ สําหรับมอดูลย่อย 𝑈 และ 𝑉 ของ 𝑀 ถ้า 𝑈𝑉 ⊆ 𝑃 แล้ว 𝑈 ⊆ 𝑃  หรือ 𝑉 ⊆ 𝑃 

บทแทรก 2.2.9 ให้ 𝑀 เป็นมอดูลการคูณ และ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 จะได้ว่า 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะ
ของ 𝑀 ก็ต่อเม่ือ สําหรับมอดูลย่อย 𝑈 และ 𝑉 ของ 𝑀 ถ้า 𝑈𝑉 ⊆ 𝑃 แล้ว 𝑈 ⊆ 𝑃  หรือ 𝑉 ⊆ 𝑃 

 

2.3 มอดูลยอ่ยเฉพาะบนริงท่ัวไป 

N. Groenewald และ D. Ssevviiri  ศึกษามอดูลย่อยเฉพาะบนริงท่ัวไป กล่าวคือศึกษาบนริงท่ีไม่จําเป็นต้องเป็นริง
สลับท่ี หรือไม่จําเป็นต้องมีเอกลักษณ์   

หมายเหตุ  หากไม่ระบุเจาะจงอย่างละเอียด ในหัวข้อ 2.3 นี้ เราให้ 𝑅 เป็นริง ซ่ึงไม่จําเป็นต้องเป็นริงสลับท่ี หรือไม่จําเป็นต้อง
มีเอกลักษณ์ 

 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย  และ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀  พิจารณาเงื่อนไข 
ሺ∗ሻ ต่อไปน้ี 

สําหรับไอดีล 𝐴 ของ 𝑅 และมอดูลย่อย 𝑁 ของ 𝑀 ถ้า 𝐴𝑁 ⊆ 𝑃 แล้ว 𝑁 ⊆ 𝑃  หรือ 𝐴𝑀 ⊆ 𝑃 െ െ െ ሺ∗ሻ 

เราพบว่าบทนิยาม 2.2.1 และเงื่อนไข ሺ∗ሻ สมมูลกันบนริงสลับท่ี แต่โดยท่ัวไป N. Groenewald และ D. Ssevviiri  
กล่าวไว้ว่า บทนิยาม 2.2.1 และเงื่อนไข ሺ∗ሻ แตกต่างกัน ย่ิงไปกว่านั้น เราเห็นได้ชัดว่า ถ้า 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑀 

ตามบทนิยาม 2.2.1 แล้ว 𝑃 สอดคล้องเงื่อนไข ሺ∗ሻ แต่บทกลับไม่เป็นจริง 

N. Groenewald และ D. Ssevviiri  ศึกษามอดูลย่อยเฉพาะและได้กําหนดบทนิยามของมอดูลย่อยเฉพาะอย่าง
บริบูรณ์ ดังน้ี 

บทนิยาม 2.3.1 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย เราเรียกมอดูลย่อย 𝑃 ของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 ว่า มอดูลย่อย
เฉพาะอย่างบริบูรณ์ ก็ต่อเม่ือ ถ้า 𝑟 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ซ่ึง 𝑟𝑚 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑚 ∈ 𝑃 หรือ 𝑟𝑀 ⊆ 𝑃 

หมายเหตุ อาจมองไม่เห็นว่าบทนิยาม 2.2.1 และ บทนิยาม 2.3.1 นั่นแตกต่างกันอย่างไร เราขอเน้นยํ้าตรงนี้อีกรอบว่าความ
แตกต่างระหว่างบทนิยาม 2.2.1 และ บทนิยาม 2.3.1 มีดังน้ี 

บทนิยาม 2.2.1 ศึกษาบนริงสลับที่ซ่ึงมีเอกลักษณ์ 

บทนิยาม 2.3.1 ศึกษาบนริงท่ัวไป (อาจไม่เป็นริงสลับที่ และ อาจไม่มีเอกลักษณ์) 

 ทฤษฎีบทต่อไปนี้เป็นผลลัพธ์ท่ีแสดงให้เห็นวิธีการจําแนกมอดูลย่อยเฉพาะอย่างบริบูรณ์ 

 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ทฤษฎีบท 2.3.2 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย  และ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ്  𝑀 ข้อความ
ต่อไปน้ีสมมูลกัน 

1) 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างบริบูรณ์ของ 𝑀 
2) สําหรับ 𝑎 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ถ้า 〈𝑎𝑚〉 ⊆ 𝑃 แล้ว 〈𝑚〉 ⊆ 𝑃 หรือ 〈𝑎𝑀〉 ⊆ 𝑃 
3) ሺ𝑃: 𝑀ሻ ൌ ሺ𝑃: 𝑚ሻ ทุกๆ 𝑚 ∈ 𝑀 ∖ 𝑃 
4) ሼሺ𝑃: 𝑚ሻ | 𝑚 ∈ 𝑀 ∖ 𝑃ሽ เป็น singleton set 

ระบบการคูณเป็นระบบพีชคณิตท่ีสําคัญอย่างหนึ่ง ซ่ึง N. Groenewald และ D. Ssevviiri  นํามาใช้เป็นเคร่ืองมือ 

ประกอบการศึกษามอดูลย่อยเฉพาะอย่างบริบูรณ์ 

บทนิยาม 2.3.3 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย  และให้  𝑆 ⊆ 𝑀 ∖ ሼ0ሽ เราเรียก 𝑆 ว่า ระบบการคูณ ของ 
𝑀 ก็ต่อเ ม่ือ แต่ละ 𝑎 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 และมอดูลย่อย 𝐾 ของ 𝑀 ถ้า ሺ𝐾 ൅ 〈𝑚〉ሻ ∩ 𝑆 ് ∅ และ ሺ𝐾 ൅

〈𝑎𝑀〉ሻ ∩ 𝑆 ് ∅ แล้ว ሺ𝐾 ൅ 〈𝑎𝑚〉ሻ ∩ 𝑆 ് ∅  
บทแทรก 2.3.4 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย  และ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 จะได้ว่า 𝑃 
เป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างบริบูรณ์ของ 𝑀 ก็ต่อเม่ือ 𝑀 ∖ 𝑃 เป็นระบบการคูณของ 𝑀 

ทฤษฎีบท 2.3.5 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย  และ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ്  𝑀 ข้อความ
ต่อไปน้ีสมมูลกัน 

1) 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างบริบูรณ์ของ 𝑀 
2) 𝑀 ∖ 𝑃 เป็นระบบการคูณของ 𝑀 
3) แต่ละ 𝑎 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ถ้า 〈𝑚〉 ∩ 𝑆 ് ∅ และ 〈𝑎𝑀〉 ∩ 𝑆 ് ∅ แล้ว 〈𝑎𝑚〉 ∩ 𝑆 ് ∅ 
4) แต่ละ 𝑎 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ถ้า 𝑚 ∈ 𝑀 ∖ 𝑃 และ 〈𝑎𝑀〉 ∩ 𝑆 ് ∅ แล้ว 𝑎𝑚 ∈ 𝑀 ∖ 𝑃  

ทฤษฎีบท 2.3.6 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย  และ 𝑆 เป็นระบบการคูณของ 𝑀 ถ้า 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของ 
𝑀 โดยท่ี 𝑃 เป็นมอดูลย่อยใหญ่สุดเฉพาะกลุ่มเทียบกับสมบัติ 𝑃 ∩ 𝑆 ൌ ∅ แล้ว 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างบริบูรณ์ของ 
𝑀 

 

2.4 มอดูลยอ่ยเฉพาะอยา่งอ่อน 

 การศึกษามอดูลย่อยเฉพาะผ่านการศึกษาสมบัติ และลักษณะเฉพาะแทบทุกมุมมองจากนักคณิตศาสตร์ท่ัวโลก 
ความยอดนิยมอย่างหนึ่งในวงการคณิตศาสตร์ ก็คือความพยายามท่ีจะขยายผลลัพธ์ หรือขยายแนวคิดของสิ่งเดิมไปสู่สิ่งใหม่ท่ี
ใหญ่ขึ้น เช่นเดียวกันนี้มอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน เป็นหนึ่งในความพยายามที่จะขยายการศึกษาข้ึนไปของมอดูลย่อยเฉพาะ 

หมายเหตุ  ผลลัพธ์ท่ีเกี่ยวข้องในหัวข้อ 2.4 นี้ ได้รับการพิจารณาบนริงสลับท่ีซ่ึงมีเอกลักษณ์ และบนมอดูลทางซ้าย (unital) 

บทนิยาม 2.4.1 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย เราเรียกมอดูลย่อย 𝑃 ของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 ว่า มอดูลย่อย
เฉพาะอย่างอ่อน ก็ต่อเม่ือ ถ้า 𝑟 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ซ่ึง 0 ് 𝑟𝑚 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑚 ∈ 𝑃 หรือ 𝑟𝑀 ⊆ 𝑃 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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 ไม่ยากเกินไปนักท่ีจะเห็นว่ามอดูลย่อยเฉพาะเป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน แต่บทกลับไม่เป็นจริง เนื่องจากมอดูล
ย่อยศูนย์ย่อมเป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนโดยอัตโนมัติตามบทนิยาม แต่อาจไม่เป็นมอดูลย่อยเฉพาะ ยกตัวอย่างเช่น ሼ0ሽ 
ของ 𝑍ସ ในฐานะ  𝑍 െมอดูลทางซ้าย  จะเห็นว่า ሼ0ሽ เป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน แต่ไม่เป็นมอดูลย่อยเฉพาะ 

 

 การศึกษาลักษณะเฉพาะของมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน เราเห็นผลลัพธ์ท่ีแปลกและแตกต่างไปจากลักษณะเฉพาะ
ของมอดูลย่อยเฉพาะ ผลลัพ์ท่ีน่าสนใจมีรายละเอียดดังนี้ 

ทฤษฎีบท 2.4.1 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย  และ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ്  𝑀 ข้อความ
ต่อไปน้ีสมมูลกัน 

1) 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑀 
2) ሺ𝑃: 𝑥ሻ ൌ ሺ𝑃: 𝑀ሻ ∪ ሺ0: 𝑥ሻ ทุกๆ 𝑥 ∈ 𝑀 ∖ 𝑃 
3) ሺ𝑃: 𝑥ሻ ൌ ሺ𝑃: 𝑀ሻ หรือ ሺ𝑃: 𝑥ሻ ൌ ሺ0: 𝑥ሻ ทุกๆ 𝑥 ∈ 𝑀 ∖ 𝑃 
4) สําหรับมอดูลย่อย 𝑁 ของ 𝑀 และ 𝑎 ∈ 𝑅 ถ้า ሼ0ሽ ് ሺ𝑎ሻ௧𝑁 แล้ว 𝑁 ⊆ 𝑃 หรือ ሺ𝑎ሻ௧ ⊆ ሺ𝑃: 𝑀ሻ 

บทนิยาม 2.4.2 ให้ 𝑃 เป็นไอดีลของริงสลับท่ี 𝑅 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑅 เราเรียก 𝑃 ว่าไอดีลเฉพาะ ก็ต่อเม่ือ สําหรับทุกสมาชิก 𝑎 

และ 𝑏 ของ 𝑅 ถ้า 0 ് 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎 ∈ 𝑃 หรือ 𝑏 ∈ 𝑃 

เราทราบจากทฤษฎีบท 2.2.2 ว่า ถ้า 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑀 แล้ว ሺ𝑃: 𝑀ሻ ൌ ሼ𝑟 ∈ 𝑅 | 𝑟𝑀 ⊆ 𝑃ሽ เป็นไอดีล
เฉพาะของ 𝑅  แต่ทว่าผลลัพธ์นี้ไม่เป็นจริงสําหรับมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน เนื่องจาก ሼ0ሽ ของ 𝑍ସ ในฐานะ  𝑍 െมอดูล
ทางซ้าย  จะเห็นว่า ሼ0ሽ เป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน แต่ว่า ሺሼ0ሽ: 𝑍ସሻ ൌ 4𝑍  เป็นไอดีลเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑍 

ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย  เรากล่าวว่า 𝑀 เป็น faithful ถ้า 𝑎𝑛𝑛ሺ𝑀ሻ ൌ ሼ0ሽ 

ทฤษฎีบท 2.4.3 ให้ 𝑅 เป็นริงและ 𝑀 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย  และ 𝑀 เป็น faithful  จะได้ว่า ถ้า 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะ
อย่างอ่อนของ 𝑀 แล้ว ሺ𝑃: 𝑀ሻ ൌ ሼ𝑟 ∈ 𝑅 | 𝑟𝑀 ⊆ 𝑃ሽ เป็นไอดีลเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑅   

 สมบัติของมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนมีมากมาย เรานําเสนอผลลัพธ์ท่ีแสดงให้เห็นถึงความสัมพันธ์ระหว่างมอดูล
ย่อยเฉพาะและมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน ตามนี้ 

สมบัติ 2.4.4 ถ้า 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑅 െมอดูลทางซ้าย  𝑀 และ 𝑃 ไม่เป็นมอดูลย่อยเฉพาะ แล้ว 
ሺ𝑃: 𝑀ሻ𝑃 ൌ ሼ0ሽ 

สมบัติ 2.4.5 ให้ 𝑅 เป็นริง โดยท่ี 𝑀 และ 𝑁 เป็น 𝑅 െมอดูลทางซ้าย  สมมติว่า 𝑓: 𝑀 → 𝑁 เป็น 𝑅 െepimorphism จะ
ได้ว่า ถ้า 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑀 โดยท่ี ker 𝑓 ⊆ 𝑃 แล้ว 𝑓ሺ𝑃ሻ เป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑁 

 ให้ 𝑅ଵ และ 𝑅ଶ เป็นริงสลับท่ีซ่ึงมีเอกลักษณ์ โดยท่ี 𝑀ଵ เป็น 𝑅ଵ െมอดูลทางซ้าย  และ 𝑀ଶ เป็น 𝑅ଶ െมอดูล
ทางซ้าย  จะได้ว่า  𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ เป็น 𝑅ଵ ൈ 𝑅ଶ െมอดูลทางซ้าย  ภายใต้การดําเนินการดังนี้ 

ሺ𝑚ଵ, 𝑚ଶሻ ൅ ሺ𝑛ଵ, 𝑛ଶሻ ൌ ሺ𝑚ଵ ൅ 𝑛ଵ, 𝑚ଶ ൅ 𝑛ଶሻ 
 
ሺ𝑟ଵ, 𝑟ଶሻሺ𝑚ଵ, 𝑚ଶሻ ൌ ሺ𝑟ଵ𝑚ଵ, 𝑟ଶ𝑚ଶሻ 

 เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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สมบัติ 2.4.6 ให้ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀ଵ โดยท่ี 𝑃 ്  𝑀ଵ ข้อความต่อไปนี้สมมูลกัน 

1) 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑅ଵ െมอดูล 𝑀ଵ  
2) 𝑃 ൈ 𝑀ଶ เป็นมอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑅ଵ ൈ 𝑅ଶ െมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ 
3) 𝑃 ൈ 𝑀ଶ เป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑅ଵ ൈ 𝑅ଶ െมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ 

ในทํานองเดียวกัน  

สมบัติ 2.4.7 ให้ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀ଶ โดยท่ี 𝑃 ്  𝑀ଶ ข้อความต่อไปนี้สมมูลกัน 

1) 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑅ଶ െมอดูล 𝑀ଶ  
2) 𝑀ଵ ൈ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑅ଵ ൈ 𝑅ଶ െมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ 
3) 𝑀ଵ ൈ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑅ଵ ൈ 𝑅ଶ െมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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บทท่ี 3 แอลฟามอดูลย่อยเฉพาะ 

 งานวิจัยนี้ เร่ิมต้นแนวคิดมาจากการสังเกตว่าแนวทางการศึกษาทางด้านโครงสร้างของริง ส่วนใหญ่เน้นไปท่ีตัว
ดําเนินการคูณ แต่อย่างท่ีทราบกันดี โครงสร้างของริงไม่ได้มีเพียงแค่ตัวดําเนินการคูณ ยังประกอบไปด้วยตัวดําเนินการบวก 
ท้ังสองตัวดําเนินการนี้ มีความสําคัญเท่าเทียมกัน อีกท้ังยังมีความสัมพันธ์ต่อกัน ขาดอันใดอันหนึ่งไปไม่ได้ แนวทางงานวิจัยนี้ 
จึงนําเสนอบทนิยามของแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะ ซ่ึงเทียบเคียงได้กับการศึกษามอดูลย่อยเฉพาะ ในเบื้องต้น ภายในงานวิจัยนี้
เราศึกษาบนริงสลับท่ีซ่ึงมีเอกลักษณ ์รวมไปถึง ทุกมอดูลท่ีปรากฏในงานวิจัย เราหมายถึงมอดูลทางซ้ายท่ีเป็นยูนิทอล 

3.1 พื้นฐานความรู้ 

ให้ ሺ𝐺, ൅ሻ เป็นกรุป  และ 𝐻 เป็นกรุปย่อยของ 𝐺 เรานิยามสัญลักษณ์ αሺ𝐻ሻ ൌ ሼℎ ∈ 𝐺 | ℎ ൅ ℎ ∈ 𝐻ሽ และ 
βሺ𝐻ሻ ൌ ሼℎ ൅ ℎ | ℎ ∈ 𝐻ሽ  เบื้องต้นเราได้ผลลัพธ์ท่ีเป็นประโยชน์ ดังน้ี 

สมบัติ 3.1.1 ให้ ሺ𝐺, ൅ሻ เป็นกรุป  และ 𝐻 เป็นกรุปย่อยของ 𝐺 จะได้ว่า 

1) βሺ𝐻ሻ ⊆ H ⊆ αሺ𝐻ሻ 
2) ถ้า 𝐼 เป็นไอดีลของริง 𝑅 แล้ว αሺ𝐼ሻ และ βሺ𝐼ሻ เป็นไอดีลของริง 𝑅 
3) ถ้า 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของมอดูล 𝑀 แล้ว αሺ𝑁ሻ และ βሺ𝑁ሻ เป็นมอดูลย่อยของมอดูล 𝑀 

 
ให้ 𝑀 เป็นมอดูล โดยท่ี  𝑚 ∈ 𝑀 และ 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของมอดูล 𝑀 เรานิยามสัญลักษณ์ 

 ሺ0: 𝑚ሻ ൌ ሼ𝑟 ∈ 𝑅 | 𝑟𝑚 ൌ 0ሽ และ ሺ𝑁: 𝑀ሻ ൌ ሼ𝑟 ∈ 𝑅| 𝑟𝑀 ⊆ 𝑁ሽ และ ሺ𝑁: 𝑚ሻ ൌ ሼ𝑟 ∈ 𝑅| 𝑟𝑚 ∈ 𝑁ሽ  เราได้
ผลลัพธ์ท่ีเป็นประโยชน์ ดังน้ี 

สมบัติ 3.1.2 ให้ 𝑀 เป็นมอดูล โดยท่ี  𝑚 ∈ 𝑀 และ 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของมอดูล 𝑀 จะได้ว่า ሺ0: 𝑚ሻ และ ሺ𝑁: 𝑀ሻ และ 
ሺ𝑁: 𝑚ሻ เป็นไอดีลของริง 𝑅 

สมบัติ 3.1.3 สําหรับกรุปย่อย 𝐴  และ 𝐵 ของกรุป ሺ𝐺, ൅ሻ จะได้ว่า  A ⊆ αሺBሻ ก็ต่อเม่ือ βሺAሻ ⊆ B 

 

 

 

 

 

 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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3.2 แอลฟามอดูลย่อยเฉพาะ 

 เราเร่ิมต้นงานวิจัยนี้ด้วย การแนะนําให้รู้จักกับแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะ 

บทนิยาม 3.2.1 ให้ 𝑀 เป็น 𝑅 െ มอดูล และ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของมอดูล 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 เรากล่าวว่า 𝑃 เป็นแอลฟา
มอดูลย่อยเฉพาะ ก็ต่อเม่ือ สําหรับสมาชิก 𝑟 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ถ้า 𝑟ሺ𝑚 ൅ 𝑚ሻ ∈ 𝑃 แล้ว 𝑟 ൅ 𝑟 ∈ ሺ𝑃: 𝑀ሻ หรือ 
𝑚 ൅ 𝑚 ∈ 𝑃 

 เราทราบได้ทันทีจากบทนิยาม 3.2.1 ว่า ทุกแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะเป็นมอดูลย่อยเฉพาะ 

ตัวอย่าง 3.2.2 พิจารณา ℤ ในฐานะท่ีเป็น ℤ െ มอดูล และ 𝑝 เป็นจํานวนเต็ม  จะได้ว่า 𝑝ℤ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะ
ของ ℤ ก็ต่อเม่ือ 𝑝 ൌ 0  หรือ 𝑝 เป็นจํานวนเฉพาะ หรือ 𝑝 ൌ 2𝑞 โดยท่ี  𝑞 เป็นจํานวนเฉพาะ   

 จากตัวอย่าง 3.2.2 จะเห็นว่า 4ℤ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของ ℤ แต่ 4ℤ ไม่เป็นมอดูลย่อยเฉพาะของ ℤ 
ดังน้ันแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะเป็นการวางนัยท่ัวไปของมอดูลย่อยเฉพาะ 

ทฤษฎีบทถัดไปเป็นลักษณะเฉพาะของแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะบนมอดูลใดๆ 

ทฤษฎีบท 3.2.3 ให้ 𝑀 เป็น 𝑅 െ มอดูล และ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของมอดูล 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 ข้อความต่อไปนี้สมมูลกัน 

1) 𝑃 เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของมอดูล 𝑀 
2) สําหรับไอดีล 𝐼 ของ 𝑅 และมอดูลย่อย 𝑁 ของ 𝑀  

ถ้า 𝐼𝛽ሺ𝑁ሻ ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐼 ⊆ 𝛼൫ሺ𝑃: 𝑀ሻ൯ หรือ 𝑁 ⊆ 𝛼ሺ𝑃ሻ 
3) สําหรับ 𝑎 ∈ 𝑅 และมอดูลย่อย 𝑁 ของ 𝑀 

ถ้า 𝑎𝛽ሺ𝑁ሻ ⊆ 𝑃 แล้ว 𝑎 ∈ 𝛼൫ሺ𝑃: 𝑀ሻ൯ หรือ 𝑁 ⊆ 𝛼ሺ𝑃ሻ 
4) สําหรับไอดีล 𝐼 ของ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀  

ถ้า 𝐼ሺ𝑚 ൅ 𝑚ሻ ⊆ 𝑃 แล้ว 𝐼 ⊆ 𝛼൫ሺ𝑃: 𝑀ሻ൯ หรือ 𝑚 ∈ 𝛼ሺ𝑃ሻ 
5) สําหรับ 𝑎 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀  

ถ้า 𝑎𝑅ሺ𝑚 ൅ 𝑚ሻ ⊆ 𝑃 แล้ว 𝑎 ∈ 𝛼൫ሺ𝑃: 𝑀ሻ൯ หรือ 𝑚 ∈ 𝛼ሺ𝑃ሻ 

 บทต้ังต่อไปนี้เป็นประโยชน์ต่องานวิจัย 

บทต้ัง 3.2.4 ให้ 𝜙: 𝑀ଵ → 𝑀ଶ เป็น 𝑅 െ สาทิสสัณฐาน (homomorphism) โดยท่ี 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀ଵ และ 𝐾 
เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀ଶ จะได้ว่า 

1) ถ้า 𝜙 เป็น 𝑅 െ อุปริสัณฐาน (epimorphism) และ 𝑟 ൅ 𝑟 ∈ ሺ𝑃: 𝑀ଵሻ แล้ว 𝑟 ൅ 𝑟 ∈ ሺ𝜙ሺ𝑃ሻ: 𝑀ଶሻ 
2) ถ้า 𝑟 ൅ 𝑟 ∈ ሺ𝐾: 𝑀ଶሻ แล้ว 𝑟 ൅ 𝑟 ∈ ሺ𝜙ିଵሺ𝐾ሻ: 𝑀ଵሻ 

สมบัติ 3.2.5 ให้ 𝜙: 𝑀ଵ → 𝑀ଶ เป็น 𝑅 െ สาทิสสัณฐาน (homomorphism) จะได้ว่า 

1) ถ้า 𝜙 เป็น 𝑅 െ อุปริสัณฐานและ 𝑃 เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑀ଵ บรรจุ ker 𝜙 แล้ว 𝜙ሺ𝑃ሻ เป็นแอลฟา
มอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑀ଶ 

2) ถ้า 𝐾 เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑀ଶ แล้ว 𝜙ିଵሺ𝐾ሻ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑀ଵ 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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บทแทรกต่อไปนี้เป็นผลโดยตรงของสมบัติ 3.2.5 

บทแทรก 3.2.6 ให้ 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 จะได้ว่า 

1) ถ้า 𝑃 เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑀 และ 𝐾 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀 โดยท่ี 𝐾 ⊆ 𝑃 แล้ว 𝑃 𝐾ൗ  เป็นแอลฟา
มอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑀 𝐾ൗ  

2) ถ้า 𝐾ᇱ เป็นแอลฟามอดูลย่อยพาะของ 𝑀 𝑁ൗ   แล้วจะมีแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะ 𝐾 ของ 𝑀 ท่ีทําให้ 𝐾ᇱ ൌ 𝐾
𝑁ൗ  

บทนิยาม 3.2.7 ให้ 𝑀 เป็น 𝑅 െ มอดูล และ 𝑆 ⊆ 𝑀\ሼ0ሽ  เรากล่าวว่า 𝑆 เป็นแอลฟาระบบการคูณ ก็ต่อเม่ือสําหรับไอดีล 
𝐼 ของ 𝑅 และมอดูลย่อย 𝐾 และ 𝑁 ของ 𝑀 ถ้า ሺ𝐾 ൅ 𝛽ሺ𝐼ሻ𝑀ሻ ∩ 𝑆 ് ∅ และ ൫𝐾 ൅ 𝛽ሺ𝑁ሻ൯ ∩ 𝑆 ് ∅ แล้ว 
൫𝐾 ൅ 𝐼𝛽ሺ𝑁ሻ൯ ∩ 𝑆 ് ∅ 

สมบัติ 3.2.8 ให้ 𝑀 เป็น 𝑅 െ มอดูล และ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของมอดูล 𝑀 จะได้ว่า 𝑃 เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑀 ก็
ต่อเม่ือ 𝑀\𝑃 เป็นแอลฟาระบบการคูณ 

สมบัติ 3.2.9 ให้ 𝑀 เป็น 𝑅 െ มอดูล และ 𝑋 เป็นแอลฟาระบบการคูณ จะได้ว่า ถ้า 𝑃 เป็นมอดูลย่อยใหญ่สุดเฉพาะกลุ่มของ 
𝑀 โดยเทียบกับสมบัติ 𝑃 ∩ 𝑋 ൌ ∅ แล้ว 𝑃 เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑀 

บทนิยาม 3.2.10 ให้ 𝑀 เป็น 𝑅 െ มอดูล และ 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀  ถ้า 𝑀 มีแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะซ่ึงบรรจุ 𝑁 แล้ว 
เรานิยาม √𝑁ഀ ൌ ሼ𝑥 ∈ 𝑀 | ถ้า  𝑆 เป็นแอลฟาระบบการคูณ ซ่ึง 𝑥 ∈ 𝑆  แล้ว 𝑆 ∩ N ് ∅ ሽ  

ในทางตรงกันข้าม ถ้า 𝑀 ไม่มีแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะซ่ึงบรรจุ 𝑁 แล้ว เรานิยาม √𝑁ഀ ൌ 𝑀 

ทฤษฎีบท 3.2.11 ให้ 𝑀 เป็น 𝑅 െ มอดูล และ 𝑁 เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀  จะได้ว่า √𝑁ഀ ൌ 𝑀 หรือ 

 √𝑁ഀ ൌ ⋂ሼ𝑃 | 𝑃 เป็นแอลฟามอดูลย่อยของ 𝑀 โดยที่ 𝑁 ⊆ 𝑃 ሽ 
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3.3 แอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน 

 ส่วนนี้เป็นงานวิจัยท่ีขยายแนวคิดมาจากแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะและมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน เราเรียกตัวละคร
หลักของงานวิจัยส่วนนี้ว่าแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน ซ่ึงนับเป็นการวางนัยท่ัวไปของท้ังแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะและ
มอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน  ก่อนอ่ืน เราทบทวนบทนิยามของมอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน (weakly prime submodules) 
ศึกษาโดย S.E. Atani และ F. Farzalipour ดังน้ี 

ให้ 𝑀 เป็น 𝑅 െ มอดูล และ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของมอดูล 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 เรากล่าวว่า 𝑃 เป็นมอดูลย่อยเฉพาะ
อย่างอ่อน ก็ต่อเม่ือ สําหรับสมาชิก 𝑟 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ถ้า 0 ് 𝑟𝑚 ∈ 𝑃 แล้ว 𝑟 ∈ ሺ𝑃: 𝑀ሻ หรือ 𝑚 ∈ 𝑃 

บทนิยาม 3.3.1 ให้ 𝑀 เป็น 𝑅 െ มอดูล และ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของมอดูล 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 เรากล่าวว่า 𝑃 เป็นแอลฟา
มอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน ก็ต่อเม่ือ สําหรับสมาชิก 𝑟 ∈ 𝑅 และ 𝑚 ∈ 𝑀 ถ้า 0 ് 𝑟ሺ𝑚 ൅ 𝑚ሻ ∈ 𝑃 แล้ว 𝑟 ൅ 𝑟 ∈

ሺ𝑃: 𝑀ሻ หรือ 𝑚 ൅ 𝑚 ∈ 𝑃 

 เราพบว่าทุกแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะเป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน แต่บทกลับไม่จริง เช่น ሼ0തሽ เป็น
แอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน แต่ ሼ0തሽ ไม่เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของ ℤ଼ ในฐานะท่ีเป็น ℤ െ มอดูล  เพราะว่า 
2 ∙ ሺ2ത ൅ 2തሻ ൌ 2 ∙ 4ത ൌ 8ത ൌ 0ത และ ሺ2 ൅ 2ሻℤ଼ ⊈ ሼ0തሽ และ 2ത ൅ 2ത ് 0ത 

ทฤษฎีบทถัดไป เราแสดงถึงลักษณะเฉพาะของแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน 

ทฤษฎีบท 3.3.2 ให้ 𝑀 เป็น 𝑅 െ มอดูล และ 𝑃 เป็นมอดูลย่อยของมอดูล 𝑀 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑀 ข้อความต่อไปนี้สมมูลกัน 

1) 𝑃 เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของมอดูล 𝑀 
2) สําหรับ 𝑚 ∈ 𝑀 ถ้า 𝑚 ൅ 𝑚 ∉ 𝑃 แล้ว ሺ𝑃: 𝑚 ൅ 𝑚ሻ ൌ 𝛼൫ሺ𝑃: 𝑀ሻ൯ ∪ 𝛼൫ሺ0: 𝑚ሻ൯ 
3) สําหรับ 𝑚 ∈ 𝑀 ถ้า 𝑚 ൅ 𝑚 ∉ 𝑃 แล้ว ሺ𝑃: 𝑚 ൅ 𝑚ሻ ൌ 𝛼൫ሺ𝑃: 𝑀ሻ൯ หรือ ሺ𝑃: 𝑚 ൅ 𝑚ሻ ൌ 𝛼൫ሺ0: 𝑚ሻ൯ 

ให้ 𝑀ଵ และ 𝑀ଶ  เป็น 𝑅 െ มอดูล  จะได้ว่า 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ เป็น 𝑅 െ มอดูล  ภายใต้การดําเนินการ ดังน้ี 

สําหรับ 𝑎, 𝑐 ∈ 𝑀ଵ, 𝑏, 𝑑 ∈ 𝑀ଶ และ 𝑟 ∈ 𝑅 

ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൅ ሺ𝑐, 𝑑ሻ ൌ ሺ𝑎 ൅ 𝑐, 𝑏 ൅ 𝑑ሻ 

𝑟ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ ሺ𝑟𝑎, 𝑟𝑏ሻ 

เราแทนมอดูลชนิดนี้ด้วยสัญลักษณ์ 𝑀ଵ ⊕ 𝑀ଶ 

 

สมบัติ 3.3.3 ให้ 𝑁ଵ เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀ଵ และ 𝑁ଶ เป็นมอดูลย่อยของ 𝑀ଶ  จะได้ว่า 

ถ้า 𝑁ଵ ൈ 𝑁ଶ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑀ଵ ⊕ 𝑀ଶ แล้ว 𝑁ଵเป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ 
𝑀ଵ และ 𝑁ଶ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑀ଶ 
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ให้ 𝑅ଵ และ 𝑅ଶ  เป็นริงสลับท่ีซ่ึงมีเอกลักษณ์ และ  𝑀௜  เป็น 𝑅௜ െ มอดูลซ่ึงเป็นยูนิทอล  โดยท่ี 𝑖 ൌ 1,2  จะได้ว่า  

𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ เป็น ሺ𝑅ଵ ൈ 𝑅ଶሻ  െ มอดูล  ภายใต้การดําเนินการดังนี้ 

ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൅ ሺ𝑐, 𝑑ሻ ൌ ሺ𝑎 ൅ 𝑐, 𝑏 ൅ 𝑑ሻ 

ሺ𝑟ଵ, 𝑟ଶሻሺ𝑚ଵ, 𝑚ଶሻ ൌ ሺ𝑟ଵ𝑚ଵ, 𝑟ଶ𝑚ଶሻ 

เราแทนมอดูลชนิดนี้ด้วยสัญลักษณ์ 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ 

 

สมบัติ 3.3.4 ให้ 𝑅 ൌ 𝑅ଵ ൈ 𝑅ଶ และ 𝑀 ൌ 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ และให้ 𝑁ଵ เป็น 𝑅ଵ െ มอดูลย่อยของ 𝑀ଵ  พิจารณาสามข้อความ
ต่อไปน้ี 

1) 𝑁ଵ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของมอดูล 𝑀ଵ 
2) 𝑁ଵ ൈ 𝑀ଶ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ  
3) 𝑁ଵ ൈ 𝑀ଶ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ  

จะได้ว่า ሺ1ሻ → ሺ2ሻ → ሺ3ሻ 

ย่ิงไปกว่านั้น ถ้า βሺ𝑀ଶሻ ് ሼ0ሽ แล้ว ሺ1ሻ, ሺ2ሻ  และ ሺ3ሻ  สมมูลกัน 

  

ตัวอย่างต่อไปนี้แสดงให้เห็นถึงความสําคัญของเงื่อนไข βሺ𝑀ଶሻ ് ሼ0ሽ ในสมบัติ 3.3.4 

ตัวอย่าง 3.3.5 ให้ 𝑀ଵ ൌ ℤ଼ และ 𝑀ଶ ൌ ሼ0ሽ  และ  𝑅ଵ ൌ 𝑅ଶ ൌ ℤ  เราเห็นได้ชัดว่า ሼ0തሽ ൈ ሼ0ሽ เป็นแอลฟามอดูลย่อย
เฉพาะอย่างอ่อนของมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ  อย่างไรก็ตาม ሼ0തሽ ไม่เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของมอดูล ℤ଼ ในฐานะท่ีเป็น ℤ െ 
มอดูล 

 

สมบัติ 3.3.6 ให้ 𝑀ଵ, 𝑀ଶ  เป็น 𝑅ଵ, 𝑅ଶ െ มอดูล ตามลําดับ และ 𝑁ଵ ൈ 𝑁ଶ เป็นมอดูลย่อยของมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ  จะได้ว่า 

𝛽ሺ𝑁ଵ ൈ 𝑁ଶሻ ൌ ሼሺ0,0ሻሽ ก็ต่อเม่ือ 𝛽ሺ𝑁ଵሻ ൌ ሼ0ሽ และ 𝛽ሺ𝑁ଶሻ ൌ ሼ0ሽ 

 

สมบัติ 3.3.7 ให้ 𝑀ଵ, 𝑀ଶ  เป็น 𝑅ଵ, 𝑅ଶ െ มอดูล ตามลําดับ  จะได้ว่า 

1) ถ้า 𝑁ଵ ൈ 𝑁ଶ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ  แล้ว 𝛽ሺ𝑁ଵሻ ൌ ሼ0ሽ หรือ 

𝛼ሺ𝑁ଵሻ ൌ 𝑀ଵ หรือ 𝛼ሺ𝑁ଶሻ ൌ 𝑀ଶ 

2) ถ้า 𝑁ଵ ൈ 𝑁ଶ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ  แล้ว 𝛽ሺ𝑁ଶሻ ൌ ሼ0ሽ หรือ 

𝛼ሺ𝑁ଵሻ ൌ 𝑀ଵ หรือ 𝛼ሺ𝑁ଶሻ ൌ 𝑀ଶ เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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3) ถ้า 𝑁ଵ ൈ 𝑁ଶ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ  แล้ว 𝛽ሺ𝑁ଵሻ ൌ ሼ0ሽ  

หรือ 𝛼ሺ𝑁ଶሻ ൌ 𝑀ଶ หรือ 𝑁ଵ ൈ 𝑁ଶ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ   

4) ถ้า 𝑁ଵ ൈ 𝑁ଶ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ  แล้ว 𝛽ሺ𝑁ଶሻ ൌ ሼ0ሽ  

หรือ 𝛼ሺ𝑁ଵሻ ൌ 𝑀ଵ หรือ 𝑁ଵ ൈ 𝑁ଶ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของมอดูล 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ   

 

ตัวอย่างต่อไปนี้แสดงให้เห็นถึงความสําคัญของเงื่อนไข 𝛼ሺ𝑁ଶሻ ് 𝑀ଶ ในบทพิสูจน์ของสมบัติ 3.3.7 ข้อ (3) 

ตัวอย่าง 3.3.8 เนื่องจาก 4ℤ ൈ 3ℤ เป็นมอดูลย่อยของ ℤ ൈ 3ℤ  ในฐานะท่ีเป็น ℤ ൈ ℤ െ มอดูล โดยสมบัติ 3.3.4 จึง
ทราบว่า 4ℤ ൈ 3ℤ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ ℤ ൈ 3ℤ  อย่างไรก็ตาม 4ℤ ൈ 3ℤ ไม่เป็นแอลฟามอดูลย่อย
เฉพาะของ ℤ ൈ 3ℤ  เพราะว่า ሺ1,3ሻሾሺ2,1ሻ ൅ ሺ2,1ሻሿ ൌ ሺ4,6ሻ ∈ 4ℤ ൈ 3ℤ  และ ሺ2,6ሻሺℤ ൈ 3ℤሻ ⊈ 4ℤ ൈ 3ℤ 
และ ሺ4,2ሻ ∉ 4ℤ ൈ 3ℤ  โดยเฉพาะอย่างย่ิง 𝛼ሺ3ℤሻ ൌ 3ℤ 
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3.4 การศึกษาแอลฟาไอดีลเฉพาะบนริง 

ในหัวข้อสุดท้ายนี้ เรานําแนวคิดของแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะไปศึกษาบนโครงสร้างริง ซ่ึงจะทําให้เกิดบทนิยามของ
แอลฟาไอดีลย่อยเฉพาะ ดังน้ี 

บทนิยาม 3.4.1 ให้ 𝑅 เป็นริง และ 𝑃 เป็นไอดีลของ 𝑅 โดยท่ี 𝑃 ് 𝑅 เรากล่าวว่า 𝑃 เป็นแอลฟาไอดีลเฉพาะ ถ้า 𝑃 เป็น
แอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑅 ในฐานะท่ีเป็น 𝑅 െ มอดูล 

ในทํานองเดียวกัน เรากล่าวว่า 𝑃 เป็นแอลฟาไอดีลเฉพาะอย่างอ่อน ถ้า 𝑃 เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑅 ใน
ฐานะท่ีเป็น 𝑅 െ มอดูล 

 ไม่ยากเกินไปนักท่ีจะเห็นว่าไอดีล 𝑃 ของริง 𝑅 เป็นแอลฟาไอดีลเฉพาะ ก็ต่อเม่ือ สําหรับสมาชิก 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  

ถ้า 𝑎ሺ𝑏 ൅ 𝑏ሻ ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎 ൅ 𝑎 ∈ 𝑃 หรือ 𝑏 ൅ 𝑏 ∈ 𝑃 

เช่นเดียวกัน ไอดีล 𝑃 ของริง 𝑅 เป็นแอลฟาไอดีลเฉพาะอย่างอ่อน ก็ต่อเม่ือ สําหรับสมาชิก 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  

ถ้า 0 ് 𝑎ሺ𝑏 ൅ 𝑏ሻ ∈ 𝑃 แล้ว 𝑎 ൅ 𝑎 ∈ 𝑃 หรือ 𝑏 ൅ 𝑏 ∈ 𝑃 

สมบัติ 3.4.2 ถ้า 𝑃 เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑅 െ มอดูล 𝑀 แล้ว ሺ𝑃: 𝑀ሻ เป็นแอลฟาไอดีลเฉพาะของ 𝑅 

 

 ให้ 𝑅 เป็นริง ผลคูณคาร์ทีเชียน 𝑅 ൈ 𝑅  เป็นริงภายใต้การดําเนินการดังนี้ 

ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൅ ሺ𝑐, 𝑑ሻ ൌ ሺ𝑎 ൅ 𝑐, 𝑏 ൅ 𝑑ሻ 

ሺ𝑎, 𝑏ሻ ∗ ሺ𝑐, 𝑑ሻ ൌ ሺ𝑎𝑐, 𝑎𝑑 ൅ 𝑏𝑐ሻ 

เราแทนริงชนิดนี้ด้วยสัญลักษณ์ 𝑅ሺ൅ሻ𝑅   

สมบัติ 3.4.3 ถ้า 𝐼 เป็นแอลฟาไอดีลเฉพาะของริง 𝑅 แล้ว 𝐼 ൈ 𝑅  เป็นแอลฟาไอดีลเฉพาะของ 𝑅ሺ൅ሻ𝑅   

สมบัติ 3.4.4 เราทราบว่า 4ℤ และ 6ℤ เป็นแอลฟาไอดีลเฉพาะของ ℤ  เม่ือเราพิจารณา ℤሺ൅ሻℤ   เราจะเห็นว่า 
ሺ2,1ሻሾሺ1,1ሻ ൅ ሺ1,1ሻሿ ൌ ሺ2,1ሻሺ2,2ሻ ൌ ሺ4,6ሻ ∈ 4ℤ ൈ 6ℤ  อย่างไรก็ตาม ሺ4,2ሻ ∉ 4ℤ ൈ 6ℤ  และ ሺ2,2ሻ ∉

4ℤ ൈ 6ℤ   ตัวอย่างนี้แสดงให้เราเห็นว่า 𝐼 ൈ 𝐽 อาจไม่เป็น แอลฟาไอดีลเฉพาะของ 𝑅ሺ൅ሻ𝑅  ถึงแม้ว่าท้ัง 𝐼 และ 𝐼 เป็น
แอลฟาไอดีลเฉพาะของริง 𝑅 

สมบัติ 3.4.5 ถ้า 𝑃 เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑅 െ มอดูล 𝑀 และ ሺ𝑃: 𝑀ሻ𝛽ሺ𝑃ሻ ് 0 แล้ว 𝑃 เป็น
แอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑅 െ มอดูล 𝑀 

บทแทรกต่อไปนี้เป็นผลโดยตรงของสมบัติ 3.4.5 

บทแทรก 3.4.6 ถ้า 𝑃 เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑅 െ มอดูล 𝑀 และ ሺ𝑃: 𝑀ሻ𝛽ሺ𝑃ሻ ് 0 แล้ว ሺ𝑃: 𝑀ሻ 
เป็นแอลฟาไอดีลเฉพาะอย่างอ่อนของ 𝑅 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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 ในสมบัติ 3.4.2 ว่า ถ้า 𝑃 เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะของ 𝑅 െ มอดูล 𝑀 แล้ว ሺ𝑃: 𝑀ሻ เป็นแอลฟาไอดีลเฉพาะ
ของ 𝑅 แต่ผลลัพธ์นี้ไม่จริงสําหรับกรณี 𝑃 เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อน 

บทแทรก 3.4.7 เนื่องจาก  ℤ 8ℤൗ  เป็น ℤ െ มอดูล  เราทราบแน่นอนว่า ሼ0തሽ เป็นแอลฟามอดูลย่อยเฉพาะอย่างอ่อนของ 
ℤ

8ℤൗ  แต่ว่า ൫ሼ0തሽ: ℤ
8ℤൗ ൯ ൌ 8ℤ  ไม่เป็นแอลฟาไอดีลเฉพาะของ ℤ 
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Abstract. We have introduced the notion of α-prime and weakly α-prime submodules as a gener-
alization of prime submodules. Some basic properties of α-prime and weakly α-prime submodules
are the extension of prime submodules. Finally, after introducing the notion of α-prime submod-
ules, we also define and study the concept of α-prime ideals in a ring.
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1. Introduction

All rings are assumed to be commutative with nonzero identity and all modules are left
unital. Let (G,+) be a group. For a subset H of G, denote α(H) = {h ∈ G | h+ h ∈ H}
and β(H) = {h+ h | h ∈ H}. It is clear that β(H) ⊆ H ⊆ α(H). If I is an ideal of a ring
R, then α(I) and β(I) are ideals of R. If N is a submodule of a module M , then α(N)
and β(N) are submodules of M . We recall the definition of prime submodules from [1]. A
proper submodule P of a left R-module M is called prime if rm ∈ P for some r ∈ R and
m ∈M , then r ∈ (P : M) or m ∈ P where (N : M) = {r ∈ R | rM ⊆ N}.

Let M be a left R-module, m ∈ M and N be a submodule of M . For convenience,
we denote (0 : m) = {r ∈ R | rm = 0} and (N : m) = {r ∈ R | rm ∈ N}. With these
notations, we have both of (N : m) and (0 : m) are ideals of R.

It is well known that there are several authors have extended the notion of prime
submodules. All of those definitions focus on multiplication between element of rings
and of modules. This motivates us to study α-prime submodules by taking care on all
operations of a left module structure. Our extension obtains a generalization of prime
submodules which call α-prime submodules. Its definition and results appear in section 1.

In section 2, we introduce α-prime submodules and also give some examples of an
α-prime submodule which is not a prime submodule. Characterization of α-prime sub-
modules of Z-module Z is completely given.
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In section 3, we extend the notion of α-prime submodules to weakly α-prime sub-
modules. We study properties the product of submodules in the Cartesian product of
modules.

In section 4, we move the investigation of α-prime submodules to α-prime ideals.

2. α-prime submodules

First, we present fundamental definitions of α-prime submodules which will be studied
in this paper.

Definition 1. Let P be a proper submodule of M . We call P is α-prime if for any
element r ∈ R and m ∈ M such that r(m + m) ∈ P , we have r + r ∈ (P : M) or
m+m ∈ P .

By this definition, every prime submodule is an α-prime submodule, but the converse
is not true in general.

Example 1. Let Z be an Z-module and p ∈ Z. Then pZ is an α-prime submodule of Z if
and only if p = 0 or p is a prime number or p = 2q where q is a prime number.

Proof. (→) Assume that pZ is an α-prime submodule of Z. Suppose that p 6= 0 and p
is not prime number. Then p = ab for some integers a and b with 1 < a, b < p. We see
that p | a(b + b). This implies that p | a + a or p | b + b. Now, we assume that p | a + a.
This means p ≤ 2a. Hence ab ≤ 2a. Therefore b ≤ 2. That is b = 2. Next, suppose that a
is not a prime number. Then a = cd for some integers c and d with 1 < c, d < a. We have
p = 2a = 2cd = c(d + d). Since pZ is an α-prime submodule of Z, p | c + c or p | d + d.
Hence a | c or a | d. This implies that a ≤ c or a ≤ d which is a contradiction. This prove
that p = 2q for some prime numbers q.

(←) It is clear that pZ is an α-prime submodule of Z where p = 0 or p is a prime
number or p = 2q for some prime numbers q.

Example 1 obtains that 4Z is α-prime but is not prime submodule of Z. The following
first result gives the characterization of α-prime submodules.

Theorem 1. Let P be a proper submodule of an R-module M . The following statements
are equivalent.

(i) P is an α-prime submodule of M .

(ii) For all ideals I of R and for all submodules N of M ,

if Iβ(N) ⊆ P , then I ⊆ α((P : M)) or N ⊆ α(P ).

(iii) For all a ∈ R and for all submodules N of M ,

if aβ(N) ⊆ P , then a ∈ α((P : M)) or N ⊆ α(P ).
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(iv) For all ideals I of R and for all m ∈M ,

if I(m+m) ⊆ P , then I ⊆ α((P : M)) or m ∈ α(P ).

(v) For all a ∈ R and for all m ∈M ,

if aR(m+m) ⊆ P , then a ∈ α((P : M)) or m ∈ α(P ).

(vi) For all m ∈M , if m+m /∈ P , then α((P : M)) = α((P : m)).

Proof. (i) → (ii) Assume that P is an α-prime submodule of M . Let I be an ideal
of R and N be a submodule of M such that Iβ(N) ⊆ P and N * α(P ). To show that
I ⊆ α((P : M)), let r ∈ I and n ∈ N be such that n /∈ α(P ). Then n + n /∈ P and
n + n ∈ β(N). This implies that r(n + n) ∈ P . Since P is an α-prime submodule of M
and n+ n /∈ P , r + r ∈ (P : M). Hence I ⊆ α((P : M)).

(ii)→ (iii) Assume that (ii) holds. Let a ∈ R and N be a submodule of M such that
aβ(N) ⊆ P . Then (Ra)β(N) = R(aβ(N)) ⊆ RP ⊆ P . By (ii), we have Ra ⊆ α((P : M))
or N ⊆ α(P ). Therefore a ∈ α((P : M)) or N ⊆ α(P ).

(iii) → (iv) Assume that (iii) holds. To prove that (iv) holds, let I be an ideal of R
and m ∈ M such that I(m+m) ⊆ P and m /∈ α(P ). Let a ∈ I. Then aβ(Rm) ⊆ P . By
(iii) and m /∈ α(P ), a ∈ α((P : M)). Hence I ⊆ α((P : M)).

(iv)→ (v), (v)→ (i) and (vi)→ (i) are obvious.
(i) → (vi) Assume that P is an α-prime submodule of M . Let m ∈ M be such that

m + m /∈ P . It is clear that α((P : M)) ⊆ α((P : m)). Let r ∈ α((P : m)). Then
r + r ∈ (P : m). Hence r(m + m) = (r + r)m ∈ P . Since P is α-prime and m + m /∈ P ,
r + r ∈ (P : M). That is r ∈ α((P : M)). Therefore α((P : M)) = α((P : m)).

Lemma 1. Let φ : M1 → M2 be an R-module homomorphism, P be a submodule of M1

and K be a submodule of M2. Then

(i) If φ is an epimorphism and r + r ∈ (P : M1), then r + r ∈ (φ(P ) : M2).

(ii) If r + r ∈ (K : M2), then r + r ∈ (φ−1(K) : M1).

Proof. (i) Assume that φ is an epimorphism and (r + r)M1 ⊆ P . Let m2 ∈M2. Then
φ(m1) = m2 for some m1 ∈ M1. Thus (r + r)m1 ∈ P . This implies that (r + r)m2 =
(r + r)φ(m1) ∈ φ(P ). That is r + r ∈ (φ(P ) : M2).

(ii) Assume that (r+r)M2 ⊆ K. Let m1 ∈M1. Then φ((r+r)m1) = (r+r)φ(m1) ∈ K.
Hence (r + r)m1 ∈ φ−1(K). Therefore r + r ∈ (φ−1(K) : M1).

Proposition 1. Let φ : M1 →M2 be an R-module homomorphism. Then

(i) If φ is an epimorphism and P is an α-prime submodule of M1 containing kerφ, then
φ(P ) is an α-prime submodule of M2.

(ii) If K is an α-prime submodule of M2, then φ−1(K) is an α-prime submodule of M1.
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Proof. (i) Assume that φ is an epimorphism and P is an α-prime submodule of
M1 containing kerφ. Let r ∈ R and m ∈ M2 be such that r(m + m) ∈ φ(P ). There
exist elements n ∈ M1 and p ∈ P such that r(m + m) = φ(p) and φ(n) = m. Then
φ(p) = r(m + m) = r(φ(n) + φ(n)) = r(φ(n + n)) = φ(r(n + n)). This implies that
r(n+ n)− p ∈ kerφ. Since kerφ ⊆ P , r(n+ n) ∈ P . Since P is an α-prime submodule of
M1, r+ r ∈ (P : M1) or n+n ∈ P . Since φ is onto, r+ r ∈ (φ(P ) : M2) or m+m ∈ φ(P ).
Hence φ(P ) is an α-prime submodule of M2.

(ii) Assume that K is an α-prime submodule of M2. Let r ∈ R and m ∈ M be such
that r(m+m) ∈ φ−1(K). Then r(φ(m) + φ(m)) ∈ K. Since K is an α-prime submodule
of M2, r + r ∈ (K : M2) or φ(m) + φ(m) ∈ K. This implies that r + r ∈ (φ−1(K) : M1)
or m+m ∈ φ−1(K). Hence φ−1(K) is an α-prime submodule of M1.

Corollary 1. Let N be a submodule of M . Then

(i) If P is an α-prime submodule of M and K is a submodule of M contained in P ,
then P/K is an α-prime submodule of M/K .

(ii) If K
′

is an α-prime submodule of M/N , then K
′

= K/N . for some α-prime submodule
K of M .

Proof. (i) Assume that P is an α-prime submodule of M and K is a submodule of M
contained in P . Define a homomorphism ϕ : M → M/K by ϕ(m) = m+K for all m ∈M .
Then ϕ is an epimorphism and kerϕ = K. By Proposition 1 (i), ϕ(P ) = P/K is an α-prime
submodule of M/K .

(ii) Assume that K
′

is an α-prime submodule of M/N . Then the set K = {x ∈
M | x+N ∈ K ′} is an α-prime submodule of M . Clearly, K

′
= K/N .

For subgroups A and B of a group (G,+), we have A ⊆ α(B) if and only if β(A) ⊆ B.

Definition 2. Let R be a ring and M be an R-module. A nonempty set S ⊆ M\{0} is
called an α-multiplicative system if for all ideal I of R and for all submodules K and

N of M , if

(
K+β(I)M

)
∩S 6= ∅ and

(
K+β(N)

)
∩S 6= ∅, then

(
K+Iβ(N)

)
∩S 6= ∅.

Proposition 2. Let P be a submodule of an R-module M . Then P is an α-prime sub-
module of M if and only if M\P is an α-multiplicative system.

Proof. (→) Assume that P is an α-prime submodule of M . Let I be an ideal of

R and let K and N be submodules of M such that

(
K + Iβ(N)

)
∩M\P = ∅. Then

K + Iβ(N) ⊆ P . It follows that K ⊆ P and Iβ(N) ⊆ P . Since P is an α-prime
submodule of M , I ⊆ α((P : M)) or N ⊆ α(P ). This implies that β(I) ⊆ (P : M) or

β(N) ⊆ P . Hence K + β(I)M ⊆ P or K + β(N) ⊆ P . Hence

(
K + β(I)M

)
∩M\P = ∅

or

(
K + β(N)

)
∩M\P = ∅. This shows that M\P is an α-multiplicative system.
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(←) Assume that M\P is an α-multiplicative system. Let I be an ideals of R and N

be a submodule of M such that Iβ(N) ⊆ P . Hence

(
Iβ(N)

)
∩M\P = ∅. Since M\P

is an α-multiplicative system,

(
β(I)M

)
∩M\P = ∅ or

(
β(N)

)
∩M\P = ∅. That is,

β(I)M ⊆ P or β(N) ⊆ P . We already show that β(I) ⊆ (P : M) or β(N) ⊆ P . This
means I ⊆ α((P : M)) or N ⊆ α(P ). Therefore P is an α-prime submodule of M .

Proposition 3. Let M be an R-module and X be an α-multiplicative system. If P is
a submodule of M maximal with respect to the property that P ∩ X = ∅, then P is an
α-prime submodule of M .

Proof. Assume that P is a submodule of M maximal with respect to the property
that P ∩ X = ∅. Let I be an ideal of R and N be a submodule of M . Now, assume

that I * α((P : M)) and N * α(P ). Hence β(I)M * P and β(N) * P . Then

(
P +

β(I)M

)
∩ X 6= ∅ and

(
P + β(N)

)
∩ X 6= ∅. Since X is an α-multiplicative system,(

P + Iβ(N)

)
∩X 6= ∅. Since P ∩X = ∅, Iβ(N) * P . This implies that P is an α-prime

submodule of M .

Definition 3. Let M be an R-module and N be a submodule of M . If there is an α-prime
submodule of M containing N , then we define

α
√
N = {x ∈M | every α-multiplicative system containing x meets N}.

If there is no a α-prime submodule of M containing N , then we define α
√
N = M .

Theorem 2. Let M be an R-module and N be a submodule of M . Then either α
√
N = M

or α
√
N is the intersection of all α-prime submodule of M containing N .

Proof. Assume that α
√
N 6= M . Let x ∈ α

√
N and P be an α-prime submodule of M

containing N . By Proposition 2, M\P is an α-multiplicative system and N ∩ (M\P ) = ∅.
Hence x ∈ P . Conversely, let x ∈M be such that x /∈ β

√
N . Let S be an α-multiplicative

system such that x ∈ S and S ∩ N = ∅. By Zorn’s Lemma on the set of submodule J
of M containing N and S ∩ J = ∅, there exists a maximal submodule K of M such that
S ∩K = ∅. By Proposition 3, K is a α-prime submodule of M . Hence x /∈ K.

3. Weakly α-prime submodules

In this section we begin with the definition of weakly α-prime submodules which is
a generalization of α-prime submodules. In [2], S.E. Atani and F. Farzalipour gave the
notion of weakly prime submodules stated that a proper submodule P of a left R-module
M is called weakly prime if 0 6= rm ∈ P for some r ∈ R and m ∈M , then r ∈ (P : M) or
m ∈ P where (N : M) = {r ∈ R | rM ⊆ N}.
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Definition 4. Let P be a proper submodule of M . We call P is weakly α-prime if for
any elements r ∈ R and m ∈ M such that r(m + m) ∈ P\{0}, we have r + r ∈ (P : M)
or m+m ∈ P .

Every α-prime submodule is weakly α-prime submodule. But the converse need not
be true. For example, {0̄} is weakly α-prime but is not α-prime submodule of Z-module
Z8 because 2 · (2̄ + 2̄) = 2 · 4̄ = 8̄ = 0̄ and (2 + 2)Z8 * {0̄} and 2̄ + 2̄ 6= 0̄.

Next we give several characterizations of weakly α-prime submodules.

Theorem 3. Let M be an R-module and P be a submodule of M . The following statements
are equivalent.

(i) P is a weakly α-prime submodule of M .

(ii) For any m ∈M , if m+m /∈ P , then (P : m+m) = α((P : M)) ∪ α((0 : m)).

(iii) For any m ∈ M , if m+m /∈ P , then (P : m+m) = α((P : M)) or (P : m+m) =
α((0 : m)).

Proof. (i)→ (ii) Assume that P is a weakly α-prime submodule of M . Let m ∈M be
such that m+m /∈ P . Let r ∈ (P : m+m). Then r(m+m) ∈ P . If r(m+m) = 0, then
r ∈ α((0 : m)). Suppose that r(m+m) 6= 0. Since P is weakly α-prime and m+m /∈ P ,
r + r ∈ (P : M). That is r ∈ α((P : M)). Conversely, let r ∈ α((P : M)) ∪ α((0 : m)).
Then r + r ∈ (P : M) or rm+ rm = 0. These implie that r ∈ (P : m+m).

(ii)→ (iii) Obvious.
(iii) → (i) Assume that (iii) holds. Let r ∈ R and m ∈ M be such that r(m + m) ∈

P\{0} and m+m /∈ P . Then r ∈ (P : m+m). Since r(m+m) 6= 0, r /∈ α((0 : m)). By
(iii), (P : m+m) = α((P : M)). Hence r ∈ α((P : M)). Therefore r+ r ∈ (P : M). This
proves that P is a weakly α-prime submodule of M .

Let M1 and M2 be R-modules. Then M1 ×M2 is an R-module under the operation
(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) and r(a, b) = (ra, rb) for all a, c ∈M1, b, d ∈M2 and r ∈ R.
We denote this module by M1 ⊕M2.

Proposition 4. Let N1 be a submodule of M1 and N2 be a submodule of M2. If N1 ×N2

is a weakly α-prime submodule of M1 ⊕M2, then N1 is a weakly α-prime submodule of
M1 and N2 is a weakly α-prime submodule of M2.

Proof. It is straightforward.

Let R1 and R2 be commutative rings with identity, Mi be a unital Ri-module where
i = 1, 2. Then M1 ×M2 is an (R1 × R2)-module under the operation (r1, r2)(m1,m1) =
(r1m1, r2m2) for all (r1, r2) ∈ R1×R2 and (m1,m2) ∈M1×M2. We set up these notation
for the next two results.

Proposition 5. Let R = R1 ×R2 and M = M1 ×M2 and let N1 be an R1-submodule of
M1. Consider the following statements.
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(i) N1 is an α-prime submodule of M1.

(ii) N1 ×M2 is an α-prime submodule of M1 ×M2.

(iii) N1 ×M2 is a weakly α-prime submodule of M1 ×M2.

Then (i)→ (ii)→ (iii). Moreover, if β(M2) 6= {0}, then (i), (ii) and (iii) are equivalent.

Proof. (i) → (ii) Assume that N1 is an α-prime submodule of M1. Let (a, b) ∈
R1 × R2 and (x, y) ∈ M1 × M2 be such that (a, b)[(x, y) + (x, y)] ∈ N1 × M2. Then
[a(x+ x), b(y+ y)] ∈ N1×M2. Thus a(x+ x) ∈ N1. Since N1 is an α-prime submodule of
M1, a+a ∈ (N1 : M1) or x+x ∈ N1. This leads to (a+a, b+ b) ∈ (N1×M2 : M1×M2) or
(x, y) + (x, y) ∈ N1×M2. Therefore N1×M2 is an α-prime prime submodule of M1×M2.
(ii)→ (iii) It is obvious.

Next, let w ∈ M2 be such that w + w 6= 0 and assume that N1 × M2 is a weakly
α-prime submodule of M1 ×M2. Let r ∈ R1 and m ∈ M1 such that r(m + m) ∈ N1.
Then (r, 1)[(m,w) + (m,w)] = (r(m+m), w+w) ∈ N1×M2\{(0, 0)}. Since N1×M2 is a
weakly α-prime submodule of M1 ×M2, we have (r + r, 1 + 1) ∈ (N1 ×M1 : M1 ×M2) or
(m,w) + (m,w) ∈ N1 ×M2. This implies that r + r ∈ (N1 : M1) or m+ m ∈ N1. Hence
N1 is an α-prime submodule of M1.

The following example shows that, in general, the condition β(M2) 6= {0} in Proposi-
tion 5 can not be omitted.

Example 2. Let M1 = Z8, M2 = {0}, R1 = R2 = Z. It is clear that {0̄}×{0} is a weakly
α-prime submodule of M1 ×M2. However, {0̄} is not an α-prime submodule of Z-module
Z8.

Proposition 6. Let M1,M2 be R1, R2-modules respectively and N1 ×N2 be a submodule
of M1 ×M2. Then β(N1 ×N2) = {(0, 0)} if and only if β(N1) = {0} and β(N2) = {0}.

Proof. It is evident.

Proposition 7. Let M1,M2 be R1, R2-modules respectively. Then

(i) If N1 ×N2 is a weakly α-prime submodule of M1 ×M2, then either β(N1) = {0} or
α(N1) = M1 or α(N2) = M2.

(ii) If N1 ×N2 is a weakly α-prime submodule of M1 ×M2, then either β(N2) = {0} or
α(N1) = M1 or α(N2) = M2.

(iii) If N1×N2 is a weakly α-prime submodule of M1×M2, then β(N1) = {0} or α(N2) =
M2 or N1 ×N2 is an α-prime submodule of M1 ×M2.

(iv) If N1×N2 is a weakly α-prime submodule of M1×M2, then β(N2) = {0} or α(N1) =
M1 or N1 ×N2 is an α-prime submodule of M1 ×M2.
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Proof. (i) Assume that N1 × N2 is a weakly α-prime submodule of M1 × M2 and
β(N1) 6= {0} and α(N1) 6= M1. Let a ∈ N1 be such that a+ a 6= 0. Let r ∈ (N2 : M2) and
y ∈M2. Then (0, 0) 6= (a+ a, r(y + y)) = (1, r)[(a, y) + (a, y)] ∈ N1 ×N2. Since N1 ×N2

is a weakly α-prime submodule of M1 ×M2, we have (1 + 1, r+ r)
(
M1 ×M2

)
⊆ N1 ×N2

or (a, y) + (a, y) ∈ N1 × N2. This implies that (1 + 1)M1 ⊆ N1 or y + y ∈ N2. Since
α(N1) 6= M1, there is m ∈ M1 such that m + m /∈ N1. This means (1 + 1)M1 * N1.
Therefore y ∈ α(N2).

(ii) The proof is similar to (i).
(iii) Assume that N1×N2 is a weakly α-prime submodule of M1×M2 and β(N1) 6= {0}

and α(N2) 6= M2. By (i), α(N1) = M1. Let (r1, r2) ∈ R1 × R2 and (m1,m2) ∈ M1 ×M2

be such that (r1, r2)[(m1,m2) + (m1,m2)] ∈ N1 × N2. Then r1(m1 + m1) ∈ N1 and
r2(m2+m2) ∈ N2. Let a ∈ N1 be such that a+a 6= 0. Then (0, 0) 6= (a+a, r2(m2+m2)) =
(1, r2)[(a,m2) + (a,m2)] ∈ N1 × N2. Since N1 × N2 is a weakly α-prime submodule of

M1×M2, we have (1+1, r2+r2)
(
M1×M2

)
⊆ N1×N2 or (a,m2)+(a,m2) ∈ N1×N2. Since

N1×N2 is a submodule of M1×M2 and α(N1) = M1, (r1+r1, r2+r2)
(
M1×M2

)
⊆ N1×N2

or (m1,m2) + (m1,m2) ∈ N1 ×N2. This implies that N1 ×N2 is an α-prime submodule
of M1 ×M2.

(iv) The proof is similar to (iii).

The following example obtains that the assumption α(N2) 6= M2 in the proof of Propo-
sition 7 (iii) is necessary.

Example 3. Consider a submodule 4Z× 3Z of a Z×Z-module Z× 3Z, by Proposition 5,
4Z× 3Z is a weakly α-prime submodule of Z× 3Z. However, 4Z× 3Z is not an α-prime

submodule of Z× 3Z because (1, 3)[(2, 1) + (2, 1)] = (4, 6) ∈ 4Z× 3Z and (2, 6)
(
Z× 3Z

)
*

4Z× 3Z and (4, 2) /∈ 4Z× 3Z. In particular, α(3Z) = 3Z.

4. The traveling of α-prime from modules to rings

In this section we apply the notion of (weakly) α-prime submodules to (weakly) α-
prime ideals.

Definition 5. A proper ideal P of a ring R is called an α-prime ideal of R if P is an
α-prime submodule of an R-modules R.

Similarly, a proper ideal P of a ring R is called a weakly α-prime ideal of R if P is
an weakly α-prime submodule of an R-modules R.

It is easy to show that for an ideal P of R, P is an α-prime ideal of R if and only if for
all a, b ∈ R, if a(b+ b) ∈ P , then a+ a ∈ P or b+ b ∈ P . Similarly, P is a weakly α-prime
ideal of R if and only if for all a, b ∈ R, if a(b+ b) ∈ P\{0}, then a+ a ∈ P or b+ b ∈ P .

Proposition 8. If P is an α-prime submodule of an R-module M , then (P : M) is an
α-prime ideal of R.
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Proof. Assume that P is an α-prime submodule of an R-module M . Let a, b ∈ R
be such that a(b + b) ∈ (P : M) and b + b /∈ (P : M). Then there exists an element
m ∈M such that (b+ b)m /∈ P and a(b+ b)m ∈ P . Since P is α-prime and (b+ b)m /∈ P ,
a+ a ∈ (P : M). Therefore (P : M) is an α-prime ideal of R.

Let R be a ring. The Cartesian product R×R is a ring under componentwise addition
and the multiplication (a, b) ∗ (c, d) = (ac, ad + bc). We use the notation R(+)R for this
ring.

Proposition 9. If I is an α-prime ideal of a ring R, then I × R is an α-prime ideal of
R(+)R.

Proof. It is straightforward.

Example 4. We know that 4Z and 6Z are α-prime ideal of Z. In Z(+)Z, we have
(2, 1)[(1, 1) + (1, 1)] = (2, 1)(2, 2) = (4, 6) ∈ 4Z × 6Z. However, (4, 2) /∈ 4Z × 6Z and
(2, 2) /∈ 4Z × 6Z. This is an example shows that I × J may be not an α-prime ideal of
R(+)R even if I and J are α-prime ideals of R.

Proposition 10. If P is a weakly α-prime submodule of M and (P : M)β(P ) 6= 0, then
P is an α-prime submodule of M

Proof. Assume that P is a weakly α-prime submodule of M and (P : M)β(P ) 6= 0.
Let r ∈ R and m ∈ M be such that r(m+m) ∈ P . If r(m+m) 6= 0, r + r ∈ (P : M) or
m+m ∈ P . Assume that r(m+m) = 0. We consider the following two cases.
Case 1. rβ(P ) 6= 0.
Then r(n0 +n0) 6= 0 for some n0 ∈ P . Hence r(m+m+n0 +n0) = r(n0 +n0) ∈ P . Since
P is a weakly α-prime submodule of M , r + r ∈ (P : M) or m+m+ n0 + n0 ∈ P . Since
no ∈ P , r + r ∈ (P : M) or m+m ∈ P . Hence P is an α-prime submodule of M .
Case 2. rβ(P ) = 0.

Subcase 2.1. (P : M)(m+m) 6= 0.
Let k ∈ (P : M) be such that k(m+m) 6= 0. Then (r + k)(m+m) = k(m+m) ∈ P .

Since P is a weakly α-prime submodule of M , r + k + r + k ∈ (P : M) or m + m ∈ P .
Since k ∈ (P : M), r + r ∈ (P : M) or m+m ∈ P . Hence P is an α-prime submodule of
M .

Subcase 2.2. (P : M)(m+m) = 0.
Since (P : M)β(P ) 6= 0, we have k(n + n) 6= 0 for some k ∈ (P : M) and n ∈ P . Then
(r+k)(m+m+n+n) = r(m+m)+r(n+n)+k(m+m)+k(n+n) = k(n+n) ∈ P . Since
P is a weakly α-prime submodule of M , r + k + r + k ∈ (P : M) or m+m+ n+ n ∈ P .
Since k ∈ (P : M) and n ∈ P , r + r ∈ (P : M) or m + m ∈ P . Hence P is an α-prime
submodule of M .

The following result directly implies from Proposition 8 and 10.

Corollary 2. If P is a weakly α-prime submodule of M and (P : M)β(P ) 6= 0, then
(P : M) is a weakly α-prime ideal of R.
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We prove in Proposition 8 that if P is an α-prime submodule of an R-module M , then
(P : M) is an α-prime ideal of R. However, this situation is false for weakly α-prime
submodules.

Example 5. In Z/8Z as a Z-module, we have {0̄} is a weakly α-prime submodule of Z/8Z.
However, ({0̄} : Z/8Z) = 8Z is not a α-prime ideal of Z.
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กองทุนวิจัยสถาบัน ประเภททุนพัฒนานักวิจัยใหม่  

เรื่องการวางนัยท่ัวไปของ (R,S)-มอดูลย่อยเฉพาะชนิดต่างๆ  
สถานภาพ หัวหน้าโครงการวิจัย 

ทุนวิจัยโดยคณะวิทยาศาสตร์ สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกล้าเจ้าคุณทหารลาดกระบัง  
ประเภทส่งเสริมนักวิจัย ปี 2557 

เรื่องเมทริกซ์ในฐานะท่ีเป็นกึ่งกรุปแกมมา 
สถานภาพ หัวหน้าโครงการวิจัย 

ทุนวิจัยโดยคณะวิทยาศาสตร์ สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกล้าเจ้าคุณทหารลาดกระบัง  
ประเภทส่งเสริมนักวิจัย ปี 2558 

เรื่องสมบัติบางประการของ ሺ1, 𝑘ሻ-ไอดีลเฉพาะ 
สถานภาพ หัวหน้าโครงการวิจัย 

ทุนวิจัยโดยคณะวิทยาศาสตร์ สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกล้าเจ้าคุณทหารลาดกระบัง  
ประเภทส่งเสริมนักวิจัย ปี 2560 

เรื่องการวางนัยท่ัวไปของวงอาร์เมนดาริซ 
สถานภาพ หัวหน้าโครงการวิจัย 

ทุนวิจัยโดยคณะวิทยาศาสตร์ สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกล้าเจ้าคุณทหารลาดกระบัง  
ประเภทส่งเสริมนักวิจัย ปี 2561 

เรื่องมอดูลย่อยเฉพาะบนการบวก 
สถานภาพ หัวหน้าโครงการวิจัย 

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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