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บทคดย ่อ

เราได้สืกษาผลเฉลยเชิงตัวเลขเพ่ืออธิบายสภาวะพ้ืนของ Bose-Einstein Condensation (BEC) โดยการลดรูป 

สมการ Gross-Pitaevskii equation ใน 3 มิติ ( 3D GPE ) ภายใต้ค่าจำกัดค่าหน่ึงของความถี่กักกัน (trapping 

frequency) โดยในข้ันแรกจะนำสมการ 3D GPE มาทำการลดรูปจนได้พารามิเตอร์หลักๆ 3 ตัวออกมา และแสดงวิธีการ 

ลดรูปสมการลงเหลือเป็นสมการ 2D GPE ของการควบแน่นแบบ disk-shaped condensation และแสดงการลดรูป 

สมการจนได้เป็นสมการ 1D GPE ของการควบแน่นแบบ cigar-shaped condensation. จากนั้นจึงการคำนวณสภาวะพื้น 

ของลมการ 3D GPE โดยวิธีการประมาณแบบ backward Euler finite difference discretization ผลเฉลยโดยประมาณ 

ที่วิเคราะห!ด้นั้น ค่า relative errors ของอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคแบบต่างๆ ทำให้เราเห็นอัตราการลู่เข้า ( 

convergence rate) ที่เทำกับ 3/< ซึ่งตอบสนองต่อค่า y z ต่างๆของการลดรูปสมการ 3D GPE ลงเหลือเป็นสมการ 2D 

GPE และเห็นอัตราการลู่เข้าที่เท่ากับ 1/3 ซึ่งตอบสนองต่อค่า Yr ต่างๆของการลดรูปสมการ 3D GPE ลงเหลือเป็น 

สมการ 1D GPE โดยมิอัตราส่วนระหว่างค่าความถี่กักกัน (ratio between trapping frequencies) เท่ากับค่าอนันต์ 

นอกจากนี้เราจะใช้วิธีการประมาณแบบ Thomas-fermi approximation และการประมาณแบบ first order 

approximation คำนวณพลังงานและศักย์เคมีที่สภาวะพื้นของสมการ d-dimension GPE ที่มีค่า d=1„2 และ 3. จากน้ัน 

เราจะทำการประมาณสภาวะพื้นของสมการ 3D GPE ในกรณีที่มิสถานะการควบแน่นแบบ isotropic condensation, 

สถานะการควบแน่นแบบ disk-shaped condensation และสถานะการควบแน่นแบบ cigar-shaped condensation. 

นอกจากนี้เรายังได้ประมาณพลังงานและศักย์เคมีที่สภาวะพื้นของกรณีที่เกิดอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคแบบอ่อน 

และกรณีที่เกิดอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคแบบผลักกันอย่างแรงด้วย จากผลเฉลยโดยประมาณท่ีคำนวณได้ออกมา 

น้ัน เราได้รายงานผลของอัตราการลู่เข้าภายใต้ relative error ของการเกิดอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคแบบต่างๆ 

ด้วย

และในส่วนสุดท้ายของรายงาน เราได้ลืกษาผลเฉลยโดยประมาณจากการลดรูปสมการ 3D GPE ลงเหลือเป็น 

สมการ 2D GPE เพ่ืออธิบาย BEC โดยใช้วิธี the-fourth-order time-splitting sine-spectral method (TSSP). ผลเฉลยที 

ประมาณได้โดยวิธี TSSP นี้มีความสอดคล้องกันเป็นอย่างมากกับผลเฉลยโดยประมาณจากการลดรูปสมการ GPE แบบ 

ข้ึนกับเวลาท่ีวิเคราะห์ได้ด้วยวิธีท่ีกล่าวไว้ในตอนแรก และเราได้แสดงให้เห็นอัตราการลู่เข้าภายใต้ค่าจำกัดค่าหน่ึงของ

อัตราส่วนความถี่กักกัน (trapping frequency ratios) ด้วย.
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Abstract

we study numerically and asymptotically dimension reduction of three-dimensional (3D) 

Gross-Pitaevskii equation (GPE) for Bose-Einstein condensates (BEC) in certain limiting trapping 

frequency regimes. As preparation steps, we take the 3D GPE, scale it to get a three 

parameters model, and review how to reduce it to 2D GPE in disk-shaped condensation or 1D 

GPE in cigar-shaped condensation. Then we compute the ground state of 3D GPE numerically 

by a normalized gradient flow under backward Euler finite difference discretization and verify 

numerically the formal dimension reduction for ground state. From our numerical results, for 

relative errors of the interaction parameter, we observe numerically the convergence rate of 3/4 

with respect to Yz for dimension reduction from 3D to 2D, and respectively, of 1/3 with respect 

to Yr for reduction from 3D to 1D, when the ratio between trapping frequencies goes to infinity. 

Furthermore, we obtain Thomas-Fermi and first order approximations for energy and chemical 

potential of the ground state for d-dimension GPE with ๙ = 1 ;  2; 3. Then we classify 

approximations of the ground state of 3D GPE in three cases based on the ratios between the 

trapping frequencies: i). isotropic condensation; ii). disk-shaped condensation; iii). cigar­

shaped condensation. Approximate ground states as well as their energy and chemical 

potential are provided explicitly in weakly, intermediate repulsive and strongly repulsive 

interaction regimes. These results are fully confirmed by our 3D numerical results. Also, 

convergence rates in relative error for all interacting quantities are observed and reported.

Finally, we study dimension reduction of time-dependent GPE from 3D to 2D numerically 

by a fourth-order time-splitting sine-spectral method. Our numerical results confirm the formal 

dimension reduction for time-dependent GPE and also suggest convergence rates in limiting 

trapping frequency ratios.
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ค่า R และ a; (R.a) สำหรับค่าต่างๆของ /? และ y_ จากการคำนวณ เม่ือลดรูป

สมการ 3D GPE ลงเหลือเป็นสมการ 2D GPE

แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของ |/?2 0 — /?21 สำหรับค่าต่างๆของ /? และ y . เม่ือลดรูป 

สมการ 3D GPE ลงเหลือเป็นสมการ 2D GPE
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บทที่ 1 

บทนำ

1.1 ความสำคัญและที่มาของโครงงานวิจัย

แนวคิดพื้นฐานเกี่ยวกับสถานะควบแน่นของโบสซ์และไอสไตน์ (Bose-Einstein condensation) ได้ 
ถูกทำนายไว้ทางทฤษฎีโดยโบสซ์และไอสไตน์ตั้งแต่ คศ. 1924 และมีการศึกษาเป็นครั้งแรกในปี คศ. 1995 
โดยแอนเดอสันได้ทดลองกับกลุ่มก๊าซรูบิเดียม (rubidium)[l 1] และเดวิสได้ทดลองกับกลุ่มก๊าซโซเดียม 
(sodium) [12], การทดลองที่เกี่ยวกับสถานะ BEC ของทั้งสองคนนี้กระทำในแถบกักกันแม่เหล็ก (
magnetic trap) และปล่อยให้ก๊าซเย็นตัวลงในอุณหภูมิระดับไมโครเคลวิน และถ่ายภาพของอะตอมใน 
สถานะ BEC ที่เกิดขึ้นด้วยวิธีการทางแสง เราจะสังเกตเห็นยอดแหลมที่เกิดขึ้นในกราฟการกระจาย
ความเร็วของอะตอม (velocity distribution) ที่อุณหภูมิตํ่ากว่าอุณหภูมิวิกฤต ซึ่งแสดงถึงสัญญาณที่ชัดเจน 
ของสถานะ BEC. นอกจากนี้ในปีเดียวกันยังพบการทดลองของแบรดลีย์ทีเกี่ยวกับสถานะ BEC ของกลุ่ม 
ก๊าซลิเธียม (lithium) อีกด้วย [13],

ถึงแม้ว่าจะมีการทดลองมากมายของสถานะ BEC ที่เกิดกับกับกลุ่มธาตุอัลคาไลส์ แต่ก็ยังมีการ 
ทดลองและการศึกษาทางทฤษฎีเกี่ยวกับปรากฏการณ์ทางฟิสิกส์อย่างอื่นจากการทำนายด้วยวิธีสถิติ 
กลศาสตร์ด้วย โดยเฉพาะการศึกษาปรากฏการณ์ของไหลยิ่งยวด (superfluidity) ของก๊าซฮีเลียมของ 
ลอนดอน [14] ซึ่งมีความเกี่ยวข้องโดยตรงกับสถานะ BEC ของก๊าซ หลักฐานที่ยืนยันสถานะ BEC ของก๊าซ 
ฮีเลียมนั้นดูจากกราฟการกระจายโมเมนตัมของอะตอมที่วัดได้จากการทดลองการกระเจิงของนิวตรอน 
(neutron-scattering experiments) ของโซโคล [15] . ช่วงระยะหลังมานี้ได้มีการศึกษาสถานะ BEC ของกลุ่ม 
ก๊าซพาราเอ็กชิตรอนในสารกึ่งตัวนำด้วย [16] แต่ยังไม,ปรากฏสัญญาณของสถานะ BEC อย่างแน่ชัด .

การประพฤตตัวของสสาร BEC เนื่องจากอันตรกริยาภายในอะตอม BEC นันเกี่ยวข้องกับ 
ศักย์ไฟฟิากักกันภายนอก (external trapping potential ) เราสามารถวิเคราะห์ได้จากการทำนายทางทฤษฎี 
เกี่ยวกับคุณสมบัติต่างๆของ BEC เช่น density profiles [17], collective excitations และรูปร่างวอทิซ 
(vortices) ซึ่งมีความสอดคล้องกับผลการทดลอง [11] ที่มีการปรับพารามิเตอร์หลักภายนอก เช่น ความถี่ 
กักกัน ( trap frequency) และ/หรือ aspect ratio. จากความสำเร็จในการทดลอง BEC นีเองทำให้เกิดการ 
ผลักตันงานวิจัยทางด้าน BEC ทังการทดลองและการคำนวณทางทฤษฎีเป็นจำนวนมากจนถึงป็จจุบัน
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คุณสมบัติของ BEC ที่อุณหภูมิตํ่ากว่าอุณหภูมิวิกฤตมากๆสามารถอธิบายได้จากสมการโชวดิงเจอร๙ 
แบบไม,เชิงเส้น (NLSE) ซึ่งใช้อธิบายสมการคลื่นมหภาคและเป็นที่รู้จักในนามของ Gross-Pitaevskii 
equation (GPE) [17] โดยเกี่ยวพันกับศักย์ไฟฟ้ากักกัน (trap potential) และอันตรกริยาระหว่างอะตอม. ผล 
เฉลยที่ได้จากสมการ GPE มีความสอดคล้องกันดีกับผลที่ได้จากการทดลองส่วนมาก. จนถึงปีจจุบันพบว่ามี 
การทดลองเพียงส่วนน้อยเท่านั้นที่เกี่ยวกับ ultracold dilute bosonic gases ที่ยังไม่สามารถอธิบายผลที่ได้ 
ด้วยวิธีคำนวณทางทฤษฎีของ GPE.

ผลของอันตรกริยาภายในระหว่างอะตอม BEC สามารถอธิบายได้ด้วยทฤษฎี mean field ซึ่งนำไปสู่ 
เทอมที่ไม่เป็นเชิงเส้นในสมการ GPE นั่นเอง ทั้งกรณีที่เป็นอันตรกริยาแบบผลักกันและอันตริยาแบบดึงดูด 
กันของอะตอมนันซึ่งสามารถเห็นได้จากการทดลอง มีความสอดคล้องกันดีกับกรณีที่เป็น defocusing และ 
focusing nonlinearities GPE ตามลำดับ และสมการที่เกิดขึ้นทั้งกรณีอันตรกริยาแบบผลักกันและอันตริยา 
แบบดึงดูดกันของอะตอม ซึ่งมีความเหมือนกันอย่างมากกับสมการ GPE น้ัน มันยังมีความคล้ายกันอย่าง 
มากกับเทอมที่แสดงความเป็น nonlinear optics ซึ่งกล่าวว่า ดัชนีหักเหขึนอยู่กับความเข้มแสง ก็คือส่วนที่ 
แสดงความไม่เป็นเชิงเส้นที่พบในสมการ GPE นั่นเอง

ด้วยเหตุนีจึงมีงานวิจัยจำนวนมากในระยะหลังๆนีทางด้านการคำนวณเพื่อหาผลเฉลยเชิงตัวเลขของ 
สมการทั้งแบบไม่ขึ้นกับเวลาและแบบขึ้นกับเวลาของสมการ GPE เพื่ออธิบายสภาวะ dynamics ของ BEC. 
เช่น ผลเฉลยเชิงตัวเลขเพื่อคำนวณผลเฉลยที่สภาวะพืนและสภาวะถูกกระตุ้นของ GPE โดยใช้วิธี Crank- 
Nicolson finite difference ของ Ruprecht [19], ผลเฉลยเชิงตัวเลขที่สภาวะพื้นของ GPE โดยใช้วิธี Runge- 
Kutta method ของ Edward [18] เพื่อแก้!]ญหาทังใน 1 มิติ และ 3 มิติด้วยสมการ GPE แบบขืนกับเวลา ใน 
กรณสมมาตรทรงกลม (spherical symmetry time-dependent GPE) และ Adhikari ซงใช้วิธีเดียวกันน 
คำนวณผลเฉลยที่สภาวะพื้นของ GPE ใน 2 มิติด้วยการพิจารณาแบบ radial symmetry . รวมไปถึงวิธีอื่นๆ 
เช่น explicit imaginary-time algorithm ทถูกใช้โดยเซริเมล , วิธ direct inversion ใน iterated subspace 
(DIIS) ที่ถูกใช้โดยชไนเดอร์ หเอวิธีวิเคราะห์แบบง่ายที่ถูกใช้โดยดอดด์ .

การทดลองจำนวนมากที่เกี่ยวกับ BEC จะมีการใช้ความถี่กักกัน (trapping frequency) ในหลาย 
รูปแบบ ทั้งการทดลองเพื่อศึกษาสถานะควบแน่นแบบ disk-shaped condensate และ cigar-shaped 
condensate . ในกรณีทั้งสองแบบนี้นักฟิสิกส์จะเริ่มจากการศึกษาผลดั้งเดิมที่เป็น GPE ใน 3 มิติก่อน จากนั้น 
จึงทำการลดรูปสมการลงจนได้เป็น GPE ใน 2 มิติ และเหลือเป็น GPE ใน 1 มิติ โดยใช้เหตุผลว่ามีพลังงาน 
ในบางทิศทางที่มากกว่าทิศทางอื่น จนส่งผลต่อสมการคลื่นในทิศทางนันถูกกระตุ้นให้เกิดขึ้นได้ยาก ด้วยเอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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สาเหตุน้ีจึงทำให้นักฟิสิกส์แก้ปีญหาสมการคลื่นที่เกิดขึนได้ใน 2 มิติ และ 1 มิติ ซึ่งเป็นผลเฉลยที่มาแทนที่ 
ผลเฉลยสมการ GPE ใน 3 มิตินั่นเอง นอกจากนี้สิ่งที่สำคัญอีกประการคือยังช่วยลดเวลาในการคำนวณลง 
และลดการใช้หน่วยความจำลงได้เป็นอย่างมาก แต่เนื่องจากการลดรูปสมการ GPE ลงจาก 3 มิติ นีได้กระทำ 
ขึ้นจากการกำหนดเงื่อนไขบางอย่างทางฟิสิกส์ที่เกี่ยวข้องขึ้นมา ดังนันจึงยังไม่สามารถยืนยันความแม่นยำ 
ของผลเฉลยทางคณิตศาสตร์นีได้ร้อยเปอร์เซ็นต์ อย่างไรก็ตามเราก็ยังมีวิธีที่สามารถตรวจสอบความ
ผิดพลาดของผลเฉลยที่คำนวณได้หลังจากลดรูปสมการ 3 มิติของ GPE ลงมา ในงานวิจัยฉบับนีเราศึกษาผล 
เฉลยเชิงตัวเลขของสถานะ BEC จากการลดรูปสมการ GPE ใน 3 มิติ ลงมาภายใต้ความถี่กักกัน (trapping 
frequency) จำกัดค่าหนึ่ง และคำนวณอัตราการลู่เข้า (convergence rate) ของปริมาณต่างๆที่เราสนใจ ซึ่งจะ 
เกิดขึนเมื่ออัตราส่วนระหว่างความถี่กักกัน (ratio between trapping frequencies) มีค่าเข้าสู่ค่าอนันต์ เพื่อให้ 
ได้ผลเฉลยที่ต้องการทราบสำหรับทุกกรณีศึกษาของ BEC เราจะเริ่มด้นจากผลเฉลยแบบประมาณที่สภาวะ 
พื้นของ BEC และพลังงานที่สภาวะพืน ศักย์เคมีที่สภาวะพืนที่วิเคราะห์ได้จากสมการ GPE ใน 3 มิติ

1.2 วัตลุประสงค์ของโครงงานวิจัย

1. เพื่อศึกษาทฤษฏีพืนฐานของ Bose -  Einstein condensation ที่ถูกพัฒนาขึนมาในช่วงหลายสิบปีที่ 
ผ่านมา

2. เพื่อศึกษาวิธีคำนวณเชิงตัวเลขโดยใช้สมการ time-dependent Gross -  Pitaevskii equation (GPE)
3. เพื่อศึกษาวิธีคำนวณเชิงตัวเลขโดยใช้เทคนิค time -  splitting spectral method (TSSP) สำหรับทำ 

การ discretization สมการ time-dependent Gross -  Pitaevskii equation (GPE)
4. เพื่อศึกษาและคำนวณสภาวะพืนของ Bose -  Einstein condensates ด้วยการลดรูปสมการ 3D GPE 

ลงเหลือเป็นสมการ 2D GPE และ ID GPE ด้วยวิธี backward Euler finite difference discretization 
(BEFD) และวิธี TSSP ภายใต้เงื่อนไขเริ่มด้นต่างๆกัน

1.3 ขอบเขตโครงงานวิจัย

1. ศึกษาทฤษฏีพื้นฐานของ Bose -  Einstein condensation ในอะตอมก๊าซ ซึ่งเป็นการศึกษาเกี่ยวกับ 
สถานะทางควอนตัมของก๊าซในเงื่อนไขที่เป็น high degeneracy

2. ศึกษาวิธีคำนวณเชิงตัวเลขโดยใช้สมการ time-dependent Gross -  Pitaevskii equation (GPE) ซึ่งใช้ 
สำหรับอธิบาย BEC ที่อุณหภูมิตํ่ามากหรือศูนย์เคลวิน

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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3. ศึกษาวิธีคำนวณเชิงตัวเลขโดยใช้เทคนิค time -  splitting spectral method สำหรับทำการ 
discretization สมการ time-dependent Gross -  Pitaevskii equation (GPE) โดยรวมไปกงการศกษา 
perturbation theory ซงนำไปใช้ในการทำความเขาใจ discretization scheme และเลือก กริด (G rid^  
เหมาะสม

4. ศึกษาและคำนวณค่าประมาณของผลเฉลยที่สถานะพื้นของ GPE เพื่ออธิบายการควบแน่น BEC 
ภายใต้เงื่อนไขการเกิดอันตรกริยาภายในระหว่างอะตอมก๊าซแบบอ่อนและแบบผลักกันอย่างแรง

1.4 วิธีดำเนินงานวิจัย

1. ศึกษาสมการ 3 มิติของ GPE เมื่อถูกลดรูปลงจนไต้ข้อมูลของพารามิเตอร์หลัก 3 ตัว และสภาวะพื้น 
ของสมการGPE ใน 3 มิติ ที่มีการนำวิธี backward Euler finite difference (BEFD) มาใช้ในการ คำนวณที่ 
สภาวะพื้น

2. แสดงการลดรูป 3D GPE ลงเหลือ 2D GPE ซึ่งมีรูปร่างแบบ disk-shaped condensate และลดรูปลง 
เหลือเป็นสมการ ID GPE ซึ่งมีรูปร่างแบบ cigar-shaped condensate. จากนั้นเราจะแสดงการคำนวณที่ 
สภาวะพืนของ 3D GPE โดยวิธี BEFD และคำนวณ relative errors เพื่อยืนยันผลเฉลยที่ไต้จากการลดรูป 
สมการ GPE เราจะสังเกตผลเฉลยที่เกิดขึ้นเมื่อ convergence rate เป็น % ซึ่งตอบสนองกับค่า Yz ต่างๆของ 
การลดรูปสมการ 3D GPE ลงเหลือ 2D GPE และสังเกตุผลเฉลยที่เกิดขึ้นเมื่อ convergence rate เป็น 1/3 ซ่ึง 
ตอบสนองกับค่า Yr ต่างๆของการลดรูปจาก 3D เหลือเป็น 1D ซึ่งเกิดขึ้นในขณะที่ ratio between trapping 
frequencies มีค่าเช้าใกล้ค่าอนันต์และเราจะใช้วิธีการประมาณแบบ first order ของ Thomas-Fermi เพ่ือ 
ประมาณพลังงานและศักย์เคมีที่สภาวะพื้น ของสมการ GPE ทั้งใน 1,2 และ 3 มิติ

3. แสดงการประมาณที่สภาวะพื้นของสมการ 3D GPE ในกรณี isotropic condensation , กรณี disk­
shaped condensation และกรณ cigar-shaped condensation รวมไปถงค่าประมาณของพลังงานและศักยเคมท 
สภาวะพืนของกรณีที่มีอันตรกริยาภายในระหว่างอะตอมทังแบบอ่อนและแบบผลักกันอย่างแรง. พร้อมทัง 
แสดงค่า relative error ทเกดขนจาก convergence rate ของแต่ละกรณ

4. แสดงการการลดรูปสมการ 3D GPE ลงเหลือ 2D GPE โดยวิธี time-spitting spectral method ซึ่งผล 
เฉลยที่ประมาณไต้จากวิธีนีเหมือนกันกับผลเฉลยที่ประมาณได้จากสมการ GPE แบบขึ้นกับเวลาโดยวิธีอื่น 
ทกล่าวในบทที 4 และบทท 5 ภายใตเงอนไขของ convergence rate ทเกดขนเมอ trapping frequency ratios ม 
ค่าจำกัด
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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5. สรุปผลที่ได้จากการคำนวณโดยใช้วิธีหาผลเฉลยเชิงตัวเลขดังที่กล่าวมาในงานวิจัยนี้

1.5 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ

5

1. คณะผู้วิจัยได้รับความรู้ความเข้าใจมากขึ้น เกี่ยวกับทฤษฎีพื้นฐาน Bose -  Einstein condensation 
(BEC) และคุณสมบัติที่สภาวะพืนของอะตอมก๊าซที่ถูกทำให้เย็นตัวลง รวมไปถึงความรู้และความ 
เข้าใจที่มากขึ้นเกี่ยวกับการนำ BEC atomic gas ไปใช้งาน

2. คณะผู้วิจัยได้รับความรู้ความเข้าใจที่มากขึ้นเกี่ยวกับวิธีการคำนวณเชิงตัวเลขทางทฤษฎี ที่ชื่อว่า 
time-dependent Gross -  Pitaevskii equation (GPE) และ time-splitting spectral method (TSSP) 
เพื่ออธิบายและทำนายคุณสมบัติทางฟิสิกส์ของ BEC ที่สภาวะเงื่อนไขเริ่มด้นต่างๆ

3. ได้พัฒนางานวิจัยทางด้านการคำนวณทางฟิสิกส์ (computational physics) ที่เกี่ยวกับงานทางด้าน 
ฟิสิกส์อะตอม

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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บทที่2

สมการ Gross-Pitaevskii equation (GPE)

ที่อุณหภูมิ T ใดๆซึ่งตํ่ากว่าอุณหภูมิวิกฤตมากๆ สถานะ BEC จะเกิดขึ้นและสามารถอธิบายได้ด้วย 
สมการคลื่นมหภาค (p =  (p {x ,t)  ซึ่งมีคุณสมบัติ self-consistent ที่ตรงกับสมการ mean field nonlinear 
schrodinger equation (NLSE) ทรู้จักในชอของสมการ Gross-Pitaevskii equation (GPE) ถ้าสักยไฟฟ้ากักกัน 
เป็นศักย์ไฟฟ้ากักกันชนิดฮาร์มอนิก (harmonic trap potential) สมการอธิบายอนุภาคเดี่ยว (single particle 
equation) จะมีรูปสมการดังต่อไปนี้

(x ,  t) 
d t

ท2
2 m A ป! +  y (x ) t/>  +  M T oM  V ,  X  G M 3,

โดยที่ t คือ เวลา

(2.7)

X = (x,y,z)T คือ spatial coordinate vector

m คือ มวลอะตอม

คือ ค่าคงที่ของแพลงค์

N คือ จำนวนอะตอมในสถานะควบแน่น

V(x) คือ ค่าจริงของศักย์ไฟฟ้ากักกันภายนอก

คือ อันตรกริยาระหว่างอะตอมที่อยู่ในสถานะควบแน่น

เมื่อเราใช้ศักย์ไฟฟ้ากักกันแบบฮาร์มอนิก มีผลทำให้ v ( x )  = ^ {น)2X 2 + a)y y 2 +  (ozz 2) โดยที่ (Ox
4nh2a

( O y , ( O z  คือความถี่กักกัน (trap frequencies) ในแนวแกน x,y และ Z ตามลำดับและ,ให้ บ0 =  — — โดยที่ไท
a คือ s-wave scattering length ( จะเป็นค่าบวกถ้าเป็นอันตรกริยาแบบผลักกันอย่างแรง และจะเป็นค่าลบถ้า 
เป็นอันตรกริยาแบบดึงดูด) จากนันเราจะทำการ normalize สมการคลื่นดังนี้

(2.2)
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2.1 การทำให้สมการ GPE ไร้ทิศทาง

จากงานวิจัยที่ผ่านมาจำนวนมาก [1,4,8] ถ้าจะทำการปรับสเกลของสมการ (2.1) ใหม่ภายใต้การทำ 
นอร์มอลไลเซชันตามสมการ (2.2) จะกำหนดความสัมพันธ์บางอย่างใหม่ดังต่อไปนี้

t  =  j->  *  =  ^ (* > * )  =  a o/2 ^ ( x , t ) ,
a ° .........................  (2.3)

และกำหนดให้ a0 เรยกว่า length of harmonic oscillator ground state ในแนวแกน X. ส่วนเวลา ts ถูก 

กำหนดให้ใหม่ ดังนี้

a  0 —
1t s =  — . 

Ux (2.4)

เมื่อแทนที่สมการ (2.3) เข้าไปในสมการ (2.1) และตามด้วยการคูณต้วยค่า — - —X จากนันจึงถอดเรื่องหมาย
maixa0

-  ออก เราจะไต้สมการ GPE แบบไร้ทิศทางซึ่งทำการนอร์มอลไลซ์แล้ว ดังนี้

.dt/f(x,t) =  _ I A ^ x  ^  +  y (x ) ^ ( X11) + J0|^(x,i)|2̂ (x 1*), X e
o r  2

ศ 1 ) =  I  ๙  +  7 2?/2 +  7 2* 2) ,  7 ,  =  5 ,  7 ,  =  ร  a n d  ft =  .

ค่าบวกหรือค่าลบของ P ฃึนอยู่กับว่าเป็นกรณีของ defocusing NLSE หรือ focusing NSLE ตามลำดับ และ 
มีกฎการอนุรักษ์สำหรับสมการ GPE อยู่ด้วยกัน 2 ข้อนั่นคือ สมการคลื่นสามารถถูกนอร์มอลไลซ์ไต้ตาม 
สมการนี้

N (&{-,*)) =  แฬ•1*)แ2 =  /  เ^(x,t)|2rfxJR3
=  [  |^(x,0)|2rfx = N (ไเ)( • ,0)), t > 0

•/s3  ....................................... ( 2.6)

และสมการพลังงาน จะเป็นไปตามสมการนี้

£ ( ^ ( - ,* ) )  =  [  f ^ W ( x , t ) | 2 +  Vr( x ) |^ ( x l /) |*  +  ^ | 0 ( x J* )|4 

= £(v>(-, ว)), £ > 0 .
dx.

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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2.2 สภาวะพื้น

เพื่อที่จะหาผลเฉลยในสภาวะคงตัวของสมการ (1.5) เราจะเขียนสมการคลื่นมหภาคใหม่ในรูปแบบ 
ตังต่อไปนี้

............................................. (2.7)

Tp (x,£) = e~ifitqi(x).
(2.8)

โดยที่ P คือค่าศักย์ไฟฟ้าเคมีของสถานะควบแน่น และ 0  คือค่าจริงของฟิงค์ชันที่ไม่ขึนกับเวลา เมื่อเรา 
แทนที่สมการ (2.8) เข้าไปในสมการ (2.5) และสมการ (2.2) จะทำให้เกิดสมการ0 ( x )  ตังต่อไปนี้ขึ้นมา

M x) = -^A0(x) + K(x)<£(x) + /3 |0 (x ) |2<j6(x ) , x e l 3

ภายใต้เงื่อนไขของการนอร์มอลไลเซชัน ตังต่อไปนี

(2.9)

พ(<0) -  IM I2 =  £ 3 |0 ( x ) |2d x  =
(2. 10)

นีคือปีญหาของ nonlinear eigenvalue ภายใต้เงอน เขทถูกกำหนดไว้ และค่า eigenvalue P สามารถถูก 
คำนวณไต้จากค่า eigenfunction 0  ที่สอดคล้องกัน โดยที่

=  ฬ0) =  £  J R 3
i |V < / ) ( x ) |2 +  K ( x ) |0 ( x ) |2 + / 3 |^ ( x ) | 4 cZx

=  E  (<น่) 4- £/int ( ^ )  3 (2. 11)

ค่า Em1(0 ) หมายถึงพลังงานที่เกิดจากอันตรกริยาระหว่าง 2 อนุภาค (two-body interaction energy) ตังนี

E\nt{4>)
(2.12)

ในความเป็นจริง ค่า eigenfunction ในสมการ (2.9) ภายใต้เงื่อนไขที่กำหนดไว้ในสมการ (2.10) มีความ 
สมมูลกับฟิงค์ชันพลังงาน £(0)ท ี่จ ุดว ิกฤต (critical point) บนทรงกลมสมมาตร ตามความสัมพันธ์ตังนี้

ร =  พ  I H P  =  1, E(<t>) < o o }
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ผลเฉลยของสมการ(2.9)จึงสมมูลกับผลเฉลยที่สภาวะคงตัวตามการวิเคราะห์ด้วยวิธีต่อเนื่องของ 
continuous normalized gradient flow (CNGF) ตังต่อไปนี

^ =  lA 0  -  K ( x ) 0  -  m 2<p +  IIJ 5 ' X S R 3, t > 0 ,^  2 110 (- ,* ) II2  (2.13)

0(x,O) =  00 (x), X G E3 with ||0o|| =  1. (214}

ค่า eigenfunction 0 s(x) ที่สภาวะพื้นของBEC เป็นฟ้งค์ชันที่ให้คค่าจริงบวกตามสมการ (2.10) ที่ได้จากการ 
ทำ minimizing พลังงาน E(0) บนทรงกลมสมมาตร ร ซึ่งพบว่า (แ 9 , $ 9 e  ร )

E (0 p )  ftg  /^ (0 ฐ ) ■ -® (0g) วิ-  -^ in t(0 p )J ......................... (2.15)

ซึ่งโดยปกติแล้ว ในงานวิจัยที่ผ่านๆมาอื่นๆ จะเรียกค่า eigenfunction 0 (x )  ของสมการ (2.9) ภายใต้เงื่อนไข 
ที่กำหนดไว้ในสมการ (2.10) โดยที่มีพลังงาน E(0) > E (0g) ว่าเป็นค่าในสภาวะถูกกระตุ้น

2.3 การคำนวณสภาวะพื้นด้วยวิธีวิเคราะห์เชิงตัวเลข

มีวิธีวิเคราะห์เชิงตัวเลขที่สภาวะพื้นของ BEC อยู่เป็นจำนวนมากในงานวิจัยที่ผ่านมา แต่ใน
โครงงานวิจัยนี้จะอธิบายสภาวะพื้นด้วยวิธี backward Euler finite difference (BEFD) ของการทดลองภายใต้ 
ศักย์กักกันแบบ cylindrical symmetric trap [2] โดยกำหนดให้ค่า Yy= l ในสมการ (2.5) และกำหนด time 
step โดยให้ k = A t >  0 และนิยาม time step โดย t n = nk,n =  0,1,2,...

ในกรณีที่เป็น cylindrical symmetric trap ผลเฉลยของ 0 (x , t )  =  0 ( r , z ,  t )  และเราสามารถลดรูปป็ญหา 
3D ให้กลายเป็นปีญหา 2D ด้วยค่า r  =  y /x 2 + y 2 e  [0,0๐] และ - 00 < z < + 00 [2] ตังนั้น

d 0( r ,  z ,  t  j 
dt

1
2 r dr dr dz2 2 (t ?‘p2 +  า ? * 2}0  -  £ | 0 | 20  >

0 <  r  <  -(-๐0, —0๐  < z < —0๐ , tn < t <  4i-fi , (2.16)

_  ^ <f>(r,z,t) — 0, lim <{>(r,z,t) =  0, t  >  0,or  r —»H1-00 z—*±00 (2.17)

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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x t _ ,  ^ ท0(r, 3 ,tw+i) =  ' - , ท > 0,
H 0 M n + l) l l

0(r,z,O) =  (po(r,z) >  0 .

ที่เงื่อนไขของการทำนอร์มอลไลเซชัน ทำให้ได้ว่า

(2 .18)

.(2.19)

แ0แ2 =  27T [  (  (f)2(r, z ,t)rd rd z .
Jo  J  —  ๐ 0

(2.20)

เราจะเลือกให้ R > 0, a < b และ time step k > 0 โดยที่ |a| , b, R มีค่าใหญ่มากพอ และเราจะกำหนดให้ mesh 
size hr = (R-0)/M และ hr = (b-a)/N โดยที่ M และ N เป็นค่าจำนวนเต็มบวก. กำหนดให้ grid point เป็น 
r  = jhr , j=  0,1,2,.......  , M และให้ z, = a + lhz, 1 = 0,1,...,N และกำหนดให้ 0"_1( เป็นค่าประมาณของ

0 ( r  1 , z ;, t n) เราจะกำหนดให้ BEFD discretization สำหรับป็ญหา 3D ที่มีสมมาตรแบบ cylindrical
^ ~ จ ิ. '

symmetry [2] เปนดังนี

— ~k — = h + r t t  -  ( ท + ท - ^ •-5. ,+ ท-.•ชุ-*.,]

+ ห ้ร ฺ [ 'ช ุ- 5 , , «  -  ^ ช ุ- 5 , . + ' ช ุ- 5,,- i ]  -  2 ^ - 1  ■ + & ? )* ; -$ , ,
- « ' ช ุ- 5/ ' ช ุ- 5 , , ,  j  =  1 = 1 ,

^ 5, , = ^ . , .  ช ุ, - 51,  -  °  1 =  1 , - " . W - l ,

ช ุ- 5, 0 = ' ช ุ- 5, * = ° -

^ 5,, =  p q p

=  00

0 ^ 1  I =  0 1  I >

j  =  0 ,1  •■ - , Af,
(2.21)

j  =  0, - - - , M, l =  0, - - 
j  =  0, * ♦ • , Af, l =  0, * • ■ 

< = 0 , 1 , * - -  ,N,

• , N ,  ท =  1,2, 
,N ,

และการทำนอร์มอลไลเซชันจะถกนิยามดังสมการนี้

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



11

u r  =  2« K h .  g  r ,_ j  { g ( ^ >  +  +  }
M  JT -1

—  27rhrhz

....................................................(2.22)

เราจะใช้อัลกอริทึมนี้คำนวณสภาวะพื้นของสมการ GPE ใน 3 มิติ จากนั้นจะทำการลดรูปสมการนี้ให้เหลือ 
เป็นสมการ 2D GPE และ สมการ ID GPE.

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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การลดรูปสมกใร 3D GPE

ในบทนี้เราจะแสดงให้เห็นถึงวิธีการลดรูปสมการ 3D GPE ลงจนกลายเป็นสมการ 2D GPE และ 
สมการ ID GPE ภายใต้ค่าจำกัดของความถี่กักกันค่าหนึ่ง จากนันเราจะใช้สมการของ Thomas-Fermi และ 
การประมาณแบบ first order approximation สำหรับประมาณค่าพลังงานและศักย์เคมีที่สภาวะพื้นของ 
สมการ GPE ทังใน 1 มิติ, 2 มิติ และ 3 มิติ ของกรณีที่เป็น defocusing NLSE

3.1 สมการ 2D GPE สำหรับการควบแน่นแบบ disk-shaped condensate

ในกรณีทีเปน disk-shaped condensate ความถีกักกันจะถูกกำหนดไว้ดังนี 

U x  «  U y ,  น)z »  น)x  <^=)> 7 V ~  1, l z  >  1, .............................  (3.1)

สมการ 3D GPE ท่ี (2.5) สามารถถูกลดรูปลงเหลือเป็นสมการ 2D GPE โดยกรกำหนดให้ค่าประมาณของ 
พลังงาน ลั0)2มีขนาดใหญ่มาก เมื่อเทียบกับค่าประมาณของพลังงานในแนวแกน X และแกน y  ซึ่งเท่ากับ 
J u o x  จนไม่สามารถกระตุ้นอะตอมตามแนวแกน Z ไต้ ซึ่งเป็นการประมาณแบบเดียวกับที่ทำกันในงานวิจัย 
อื่นที่ผ่านมา [12,5,7] เมื่อเรากำหนดค่าให้กับ P โดยที่ (3 >  0 และ Yz »  1 เราจะสมมุติว่าสมการคลื่น 

ของการควบแน่นตามแนวแกน Z สามารถถูกอธิบายได้ด้วยสมการคลื่นที่สภาวะพื้นซึ่งประมาณจาก

harmonic oscillator ตามแนวแกน Z และกำหนดไห

y ,  z ,  t )  =  ^ 1 2 ( ^ ,  y 3 t)(/)3 ( z ) ,  (3 2}

M z ) =  (  f  \(pg(x,y,z)\2dxdy\* ~  4>3°(z) =  )  7 e ~ 7*z 2 /2 ,
V R 2 /  \1 T  /  ....(3.3)

โดยที่ 0 g (x ,y ,z )  เป็นลมการคลื่นที่สภาวะพื้นซึ่งอยู่ในรูปของลมการ 3D GPE . เมื่อเราแทนที่สมการ (3.2) 
ลงในสมการ (2.5) จะทำ'ใหได้'ว่า

.9lpV2A _  1 น ี้^ 2^ 12 1 0 * 0 1 2 ^  J  1 ,  น่2‘&  1 1 ^ ^  1 ,3, ,  ,2 ,  เ ^ , 2 ^
i d t (̂ 3 =  2 l “^ 2  ] ^ 3 -  + ^ พ ! 2 f t  +  0 |0 1 2 ท 0 ๒ |4 » |4 3 .

บทท่ี 3

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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เมื่อคูณสมการทั้งสองข้างด้วยคาสคอนจูเกตของ 03 และทำการอินทิเกรตด้วยขอบเขตในแกน Z ตั้งแต่ค่า - 
00 ถึง +00 เราจะได้ว่า

= - +  2 (^2 + 7y2/2 + o ) ^12 + ^  J  \<h \Adz^ 1^121V i2 1

(3.4)

c  = 7z / + ~ * 2 |<ล้3 ( * ) |2^  +  
๙ —๐๐

# 3 2

G?z

เนื่องจากสมการ (3.4) เป็น time-transverse invariant เราจึงสามารถแทนที่ (p12 -» (p e ~ '~  หากเราละทิ้ง 

ค่าคงที่ C ร ึ่งอยู่,ในเทอมของศักย์ไฟฟ้ากักกัน เราจะได้สมการ GPEไน 2 มิติ ดังน้ี

^  =  - \ A ^  +  \ i x<1 +  7y2/2) ^  + / W l V  ,

/32 =  /3 / +°° t f g พ p  f ° °  \$ ° \4dz = p f  =  .
...................... (3.6)

เพื่อจะยืนยันผลเฉลยเซิงตัวเลขในสมการ (3.3) และสมการ (3.6) เราจะคำนวณสภาวะพื้นของ 3D GPE 

โดยใช้วิธีแบบต่อเนื่องของ BEFD discretization ดังที่กล่าวมาแล้วในสมการ (2.21) และสมการ (2.22) 

จากนั้นเราจะได้ฟังค์ชัน 0 g ( r ,z )  ออกมา ซึ่งจะถูกนำไปใช้คำนวณฟังค์ชัน 03(z) อีกทีด้วยสมการ (3.3) 

และคำนวณค่า P2 ด้วยสมการ (3.6)

การคำนวณนี้จะอยู่บนโดเมนของ ( r ,  z )  e  [0, R] X [ -a ,  a] โดยใช้อัลกอริทึมในสมการ (2.21) 
และสมการ (2.22) และใช้ค่า R และ a สำหรับค่าต่างๆของ P  และ Y_ ตามที่กำหนดในตารางที่ 3.1 ดังนี้

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารางที่ 5.1: ค่า R และ a; (R,a) สำหรับค่าต่างๆของ P  และ y. จากการคำนวณโดยใช้อัลกอริทึมในสมการ

(2.21) และสมการ (2.22)

Y?. 25 100 400 1600

(3 = 1 (7,1.6) (7,0.8) (8,0.4) (8,0.2)

II o (8,1.6) (8,0.8) (8,0.4) (8,0.2)
/? =  100 (7.8,1.4) (8.8,0.7) (9.8,0.35) (10.6,0.17)

/? =  1000 (10.8,1.4) (12,0.7) (13.5,0.35) (15,0.17)
(3 = 10000 (15,1.6) (18,0.8) (21,0.4) (25,0.2)

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารางท่ี 3.2 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของ เ02° -  0 2 1 สำหรับค่าต่างๆของ 0  และ Y: เม่ือลดรูป

สมการ 3D GPE ลงเหลือเปนสมการ 2D GPE

1 1 1 1 1
Yz 25 100 400 1600

03 =  1 
rate

0.59499 xlO'2 0.52553 xlO'2 
0.09

0.43266 XlO'2 
0.14

0.32628 XlO'2 
0.20

03 =  10 
rate

0.31876 0.24116
0.20

0.17620
0.23

0.12545
0.25

03 =  100 
rate

0.10897 xlO2 0.80575X101
0.22

0.57919X101
0.24

0.4113X101
0.25

03 =  1000 
rate

0.30959X103 0.24654 XlO3 
0.16

0.18164 XlO3 
0.22

0.13020 XlO3 
0.24

03 =  10000 
rate

0.68895 XlO4 0.67926 XlO4 
0.01

0.54789 XlO4 
0.16

0.40470 XlO4 
0.22

ต่างๆของ P

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตาราง 3.3 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของ 02°-02
0 2

สำหรับค่าต่างๆของ 0  และ y . เม่ือลดรูป

สมการ 3D GPE ลงเหลือเปนสมการ 2D GPE

1 1 1 1 1
25 100 400 1600

03 =  1 
rate

0.29918 XlO'2 0.13190 xlO'2 
0.59

0.54255X10'3
0.64

0.20451 XlO'3 
0.70

0 3  =  10 
rate

0.16240 x io 1 0.60817 xlO’2 
0.71

0.22133 XlO'2 
0.73

0.78676 XlO'2 
0.75

03 =  100 
rate

0.57785 x i o  1 0.20613 xlO '1 
0.74

0.73122 XlO'2 
0.75

0.25843 XlO'2 
0.75

03 =  1000 
rate

0.18372 0.65869 XlO'1 
0.74

0.23295 XlO'1 
0.75

0.82260 XlO'2 
0.75

03 =  10000 
rate

0.52762 0.20520
0.68

0.73731 XlO'1 
0.74

0.26021 XlO'1 
0.75

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารางที่ 3.4 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของ max I ( 0 3) 2 -  ( 0 3° ) 2 1 สำหรับค่าต่างๆของ P และ

y . เมื่อลดรูปสมการ 3D GPE ลงเหลือเป็นสมการ 2D GPE

1 1 1 1 1

______Yz 25 100 400 1600
h  =  1

rate
2.8612 xlO '3 1.7872 XlO'3 

0.34
1.0409X10'3

0.39
5.7183 XlO'4 

0.43
@3 = 10 

rate
1.5352 xlO '2 8.2049 XlO'3 

0.45
4.2377 XlO'3 

0.48
2.1350 XlO 3 

0.49
/?3 =  100 

rate
5.2868 XlO-2 2.7489 XlO'2 

0.47
1.3941 XlO'2 

0.49
6.9970 XlO'3 

0.50
p3 = 1000 

rate
0.15315 8.4788 xlO'2 

0.43
4.3850 XlO'2 

0.48
2.2165 XlO'2 

0.49
/?3 =  10000 

rate
1.0622 1.0758

-0.01
0.13343

1.5
6.9129 XlO 2 

0.47

รูปท ี่5.3 แสดง convergence rate ข อ ง |(0 3) 2 - ( 0 3° ) 2 |ท ี่ตอบสนองต่อ a) ค่าต่างๆของ y . ooeia

ต่างๆของ P

115589เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารางที 5.5 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของแ( 0 3) 2 -  ( 0 3 °)2 ||L1 สำหรับค่าต่างๆ'ของ/? และ 

y .  เมื่อลดรูปสมการ 3D GPE ลงเหลือเป็นสมการ 2D GPE

1 1 1 1 1
_____ Yz 25 100 400 1600

/?3 =  1 rate
3.0181 XlO'3 1.3317xl0'3

0.59
5.4797xl0’4

0.64
2.0752 XlO'4 

0.70
/?3 =  10 

rate
1.6287 xlO"2 6.1274 XlO'3 

0.71
2.2337 XlO'3 

0.73
7.9524 XlO'4 

0.75
/?3 = 100 

rate
5.6975 xlO'2 2.0643 XlO'2 

0.73
7.3640 XlO'3 

0.74
2.6087 XlO'3 

0.75
/?3 =  1000 

rate
0.17205 6.4757 XlO'2 

0.70
2.3305 XlO'2 

0.74
8.2826X10'3

0.75
/?3 =  10000 

rate
0.43027 0.19054

0.59
7.2256 XlO'2 

0.70
2.6000 XlO'2 

0.74

รูปที่ 5.4 แสดง convergence rate ของ II ( 0 3) 2 -  (0 3 ° )2 ||t i ที่ตอบสนองต่อ a) ค่าต่างๆของ 7 ะ

และ b) ค่าต่างๆของ P

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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จากตารางที่ 3.2 ถึงตารางที่ 3.5 รวมไปถึงรูปที่ 3.1 ถึงรูปที่ 3.4 เมื่อกำหนดให้ p >  0,Yz »  1 และ
_ 3

(3yz 1 =  0 (1 ) เราสามารถสรุปได้ว่า

* - ป ร ิ ( 1 + ป 5 ว ่ ร ุ ่ H ) ’

แ พ * )  -  t f S - M l i *  =  o

พ { น * ) ) ' 1 -  « 5 ” ( * ) ) ๆ น -  =  o  .

แพ>3พ ) 2 -  ( ^ ”( ก )ๆ ! , .  =  o  { ~ ^ )  -

นอกจากนี้รูปที่ 3.5 ทำให้เราเห็นได้ว่า ค่าที่กำหนดไว้ของP ส่งผลให้ 03(z) มีการลู่เข้าหาค่า 03° (z )  เม่ือ 
yz -> +00 ดังนี

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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a)

X 10~3 M |J=10

0=100

c).

0=1000

0=10000

รูปที 3.5 แสดงค่าความ error ของ05° (z ) -  03 (z )  ซึ่งเป็นฟังค์ชันตามแนวแกน Z สำหรับค่าต่างๆของ P
และ y.เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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3.2 สมการ 2D GPE สำหรบการควบแนนแบบ cigar-shaped condensate

สำหรับสถานะควบแน่นแบบ cigar-shaped condensate จะกำหนดใหมความถกักกัน (trapping frequency) 
ดังนี้

O J y  !ร '’ Z ร '’ 0 J X 7 y > l ,  7* ร > 1 , (37 )

สมการ 3D GPE ท่ี (2.5) สามารถถูกลดรูปลงเหลือเป็นสมการ ID GPE ได้ เมื่อเรากำหนดค่าใดๆค่าหนึ่ง 

ให้กับ P โดย P > 0 และเมื่อ Yy -* 00 และ Yz -* 00 เราจะกำหนดให้

x(){x,y,z,t)=\i)1{x,t)<i>'x{y,z)
(3.8)

และ

พ้ื>23 (y , z )

โดยที่ 0g(x ,y ,z ) คือสถานะพื้นของสมการ 3D GPE ท่ี (2.5) 

หากเราแทนที่สมการ (3.8) ลงไปในสมการ (2.5) เราจะได้ว่า

(3.9)

=  “ 2 ร ู2 ^  -  2 ^ lA<^ 3 +  v พ ^ 1^ 23 +  พ 1 เ 2^1 เ^2 3 เ2<£23 ■

เมื่อเราคูณทั้งสองข้างด้วยคอนจูเกดของ 023 (y, z) ถัดจากน้ันทำการอินทิเกรดท้ังสองข้างในระนาบ yz 
ตลอด /?■  เราจะได้ว่า

ร ่ ^ T  =  +  ^ (^  + c )  + J  | 0 2 3 เ4dydzj 1^1 | V i  ,

(3.10)

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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โดยท่ี

c=f  \v<h3\2dydz +  f  {1y + 1lz*)\<M*dydz.
J —  ๐ 0  J  — CO

สมการ(3.10) จัดเป็นสมการ time-transverse invariant ทำให้เราสามารถแทนท่ี cp 1 -* (pe~l~2 และสามารถ 
ละท้ิงค่าคงท่ี C ซึ่งอยู่ในส่วนของศักย์ไฟฟ้ากักกัน ( trap potential) ได้ ซ่ึงส่งผลให้เราได้สมการ 1D GPE 
ดังทิ้

(3.11)

โดยท่ี

A  =  0 /  พ p  /  =  ^1° =  Pป ี^J r 2 J r 2 27T

........................................ กั?.72;

เพ่ือจะแสดงการยืนยันสมการที่ (3.9; และสมการท่ี (3.72; จากการกำหนดให้ yr =  yy =  yz เราจะแสดง 
การคำนวณสภาวะพื้นของสมการ ID GPE โดยการวิเคราะห์ด้วยวิธี BEFD กับสมการท่ี (7.5; จะทำให้เรา 
ได้ 0 5 ( r ,z )  ซึ่งสามารถนำไปใช้คำนวณค่า 023(2) ด้วยสมการ (3.9; และคำนวณค่า /?, ด้วยสมการท่ี 
(3.72; ต่อได้

โดยโดเมนของการคำนวณจะกำหนดให้เป็นโดเมน ( r ,x )  G [0,/?] X [ - a ,  a] ในอัลกอรึทึมท่ี 
(3.27; ถึง (3.22; และกำหนดให้ใช้ค่า 7? และ a ต่างๆสำหรับแต่ละค่าของ P  และ yr ตามท ี่กำหนดในตาราง 
ท่ี 3.6

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารางที่ 3.6 ค่า R และ a; (R,a) สำหรับค่าต่างๆของ P และ Y r จากการคำนวณโดยใช้อัลกอริทึมในสมการ 

(2.21) และสมการ (2.22)

Yr 12.5 25 50 100 200
(3 = 25 (2.0,8.5) (1.4,9.5) (1.0,10.5) (0.7,12.0) (0.5,14.0)
(3 = 50 (2.0,9.0) (1.4,10.5) (1.0,12.5) (0.7,14.0) (0.5,16.5)
เ3 =  100 (2.0,10.0) (1.4,11.5) (1.0,13.5) (0.7,16.0) (0.5,19.0)
(3 =200 (2.0,11.0) (1.4,13.0) (1.0,15.5) (0.7,18.5) (0.5,23.0)
(3 =400 (2.0,12.0) (1.5,14.5) (1.0,17.5) (0.7,21.5) (0.48,27.0)

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารางที 5.7 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของ \p  1 — P i°  I สำหรับค่าต่างๆของ P และ Yr เม่ือลด

รูปสมการ 3D GPE ลงเหลือเปนสมการ ID GPE

Yr 12.5 25 50 100 200
P =  25 11.62 19.66 32.85 54.40 89.37

rate 0.76 0.74 0.73 0.72
p  =  50 31.86 54.97 93.66 157.8 263.3

Rate 0.79 0.77 0.75 0.74
p  =  100 83.00 146.7 255.8 440.5 749.8

Rate 0.86 0.84 0.82 0.80
p  = 200 205.4 371.9 665.0 1174 2047

Rate 0.86 0.84 0.82 0.80
p  =  400 484.8 897.7 1644 2976 5321

rate 0.89 0.87 0.86 0.84

รูปท่ี 3.6 แสดง convergence rate ของ I/?1 -  P i°  I ที่ตอบสนองต่อ a) ค่าต่างๆของ Yr และ b) ค่า

ต่างๆของ P

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารใง 3.8 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของ P i-P i0
Pi สำหรับค่าต่างๆของ /? และ 1/Yr เม่ือลดรูป

สมการ 3D GPE ลงเหลือเป้นสมการ ID GPE

1 1 1 1 1 1
Yr 12.5 25 50 100 200

P  =  25 0.3048 0.2463 0.1978 0.1584 0.1265
rate 0.31 0.32 0.32 0.32oนๆII 0.4712 0.3818 0.3078 0.2474 0.1982
Rate 0.30 0.31 0.32 0.32

p  =  100 0.7158 0.5838 0.4736 0.3827 0.3082
Rate 0.29 0.30 0.31 0.31

p  =  200 1.067 0.8773 0.7177 0.5844 0.4738
Rate 0.28 0.29 0.30 0.30

p  =  400 1.559 1.294 1.068 0.8778 0.7179
rate 0.27 0.28 0.29 0.29

รูปท่ี 3.7 แสดง convergence rate ของ P l - P i °
P i ท่ีตอบสนองต่อ a) ค่าต่างๆของ y r และ b) ค่า

ต่างๆของ/?

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารางท่ี 3.9 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของ max 023 -  0 ho23 สำหรับค่าต่างๆของ P  และ

Yr เมื่อลดรูปสมการ 3D GPE ลงเหลือเป็นสมการ ID GPE

Yr 12.5 25 50 100 200
P =  25 0.2937 0.3490 0.4098 0.4772 0.5517

rate 0.25 0.23 0.22 0.21oนาII 0.4105 0.4963 0.5928 0.7010 0.8214
Rate 0.27 0.26 0.24 0.23

p  =  100 0.5469 0.6759 0.8248 0.9949 1.187
Rate 0.31 0.29 0.27 0.25

p  =  200 0.6938 0.8776 1.096 1.353 1.651
Rate 0.34 0.32 0.30 0.29

p  =  400 0.8406 1.087 1.389 1.756 2.194
rate 0.37 0.35 0.34 0.32

รูปท่ี 3.8 แสดง convergence rate ของ — (t)ho Y>23 ท่ีตอบสนองต่อ a) ค่าต่างๆของ y r และ b)

ค่า ต่างๆของ P

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารางที่ 3.10 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของII(023) 2 -  ( 023)2 ||L1 สำหรับค่าต่างๆของ/? 

และ 1/ y r เมื่อลดรูปสมการ 3D GPE ลงเหลือเปนสมการ ID GPE

1 1 1 1 1 1
Yr 12.5 25 50 100 200

P  =  25 0.1727 0.1412 0.1145 0.09240 0.07428
rate 0.29 0.30 0.31 0.32

(3 =  50 0.2591 0.2135 0.1746 0.1419 0.1148
Rate 0.28 0.29 0.30 0.31

p  =  100 0.3778 0.3151 0.2606 0.2141 0.1748
Rate 0.26 0.27 0.28 0.29

p  = 200 0.5334 0.4517 0.3791 0.3156 0.2608
Rate 0.24 0.25 0.26 0.28

p  = 400 0.7285 0.6266 0.5345 0.4521 0.3792
rate 0.22 0.23 0.24 0.25

รูปที่ 3.9 แสดง convergence rate ของ แ (0 2 3 )2 -  (0 2 3 )2 ||L1 ที่ตอบสนองต่อ a) ค่าต่างๆ

ของ y r และ b) ค่า ต่างๆของ P

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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p -0 5

c).

P-»

P-SDB

d).
p-*0O

รูปที่ 3.10 แสดงค่าความ error ของ(0 2 3 (y,z) -  023 (y<2))  =  (0 2 3 (r ) -  0 2 3 (r) )  ซึ่งเป็นฟังค์ชัน 
ของ r สำหรับค่าต่างๆของ/?และ 7 ะ = yr

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



29

จากตารางที่ 3.6 ถึงตารางที่ 3.10 และรูปที่ 3.6 ถึงรูปที่ 3.10 เมื่อเรากำหนดให้ P > 0, Yr '■ - Yy = > '2 »  1 
และ Pyr-1  =  0 (1 )  เราสามารถสรุปได้ว่า

A = ^ | i  +  o ( p1/3 ^ 7 r  ^ \  I Pi - Pt°\ = 0 (  p1/3 Ln 7 r
Pi V Y r' 3

\\<foa{y,z) -  $ & { y ,z ) \ \Leo = 0  ( ^ 7 1 /3 ๒ 77.) ?
ll<My,*) -  fftjg(y, z)lk°° 0 / /3L/3Iii7r\

llfc3 ( ^ z )\\l -  =  \  )  ’
u h { y , z )  -  ฬร)2{y,2)[|Li = o (/?1/37rL/3 In7r),
[ 1023 (y  7* ) -  (033) !̂ y .a Q IL 1 =  0 /  /?1/3l n 7 r  ไ

~ m น ิ^  =  \ ~ j F ~ ) '

นอกจากนี้เรายังสามารถเห็นได้จากรูปที่ (3.11) ว่าเมื่อเรากำหนดค่าที่แน่นอนให้กับ P แล้วฟิงค์ชัน 

023 (y>z ) จะไม่ลู่เข้าหาฟิงค์ชัน 023 (y>z ) เมื่0 Yr -* + 00

3.3 การประมาณสภาวะพื้นของ GPE

ในความเป็นจริง สมการ 3D GPE ( สมการที ่2 .5), 2D GPE ( สมการที ่3.5) และสมการ ID GPE ( 
สมการที่ 3.11) สามารถถูกเขียนในรูปแบบทั่วไปได้ว่า

* — =  ~ 2  A 0 ( x ’*) + V rf(x)0CM ) +  Pd |^ (x , t ) |V ( x ,  f)> 7

^(x,0) =  น่0(x), x e l d1 d =  1,2,3,

โดยที่ p  1= p  และ

^ (X) -  i  <
X2,
( z 2 +  7^y2),
(** +  ■T?y2 +  7**2),

d=l,
d=2,
d=3.

เมื่อทำการนอร์มอลไลเซชันกับสมการคลื่น จะเป็นดังนี้

dx =  1, £ >  0,{ร!}) -  J   ̂ |V>CM)|a dx = N(ipo) =  j  1J iVto(x)|2
(375)

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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30

และจะได้พลังงานเป็นดังนี

[i|v<!-|2 + vi<x)|<6|2 + |h(>r dx  =  E(tp0), t > 0.
............... (3.16)

เพื่อที่จะหาผลเฉลยที่สภาวะคงตัว เราจะเขียนสมการคลื่นใหม่ตังนี้

v»(x,t) = e^V (x), (317̂

โดยที่น ุค ือศักย์เคมีของสถานะควบแน่นและ 0  คือพิงค์ชันจริงที่ไม่ขึนกับเวลาเมื่อเราแทนที่สมการ (3.17) 
เข้าไปในสมการที่ (3.13) และสมการ (3.15) จะทำให้ได้สมการคลื่น 0 ( x )  ดังนี้

ฟ (x) =  “ A 4>{x ) +  V(x)</>(x) +  Pd\4>{x)\24>(x), X €  พ*
............ (3.18)

และภายใต้เงื่อนไขการทำนอร์มัลไลเซชัน

N(4>) 4  M l2 = £  I<«x)i2<ix= 1 .
(3.19)

สมการนีจัดว่าเป็นใ]ญหาของ nonlinear eigenvalue problem ภายใต้เงื่อนไขที่กำหนดไว้ และค่า eigenvalue 
นุ สามารถถูกคำนวณได้จาก eigenfunction 0  ของมัน ดังนี

11 = 11(4,) = j f [ i |W { x ) |2 +  V >)W x)|2 + &|<i<x)r
-  ห ้ด ้ + ร ■ .พ ),

dx.

.(3.20)

โดยที่ Eint(0) หมายถึงพลังงานของอันตรกริยาระหว่าง 2 อนุภาค ดังนี

£ 1».พ ) =  JJ±W(x.)\'dx.
(3.21)

สำหรับอันตรกรยาแบนอ่อน (weakly interacting condensate) , Pd =  o ( l )  เราจะละทงเทอมทไม่เปนเชง 
เส้น ซึ่งก็คือเทอมสุดท้ายด้านขวามือของสมการ (3.18) และพิจารณาโดยใช้การประมาณแบบ harmonic 
oscillator approximation จะได้ว่า

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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=  -  j A ^ ( x )  +  v 4(x )# > (x ) ,  X e  R a (3.22)

ดังนันผลเฉลยทีสภาวะพืนฃองสมการที (3.22) จะเป็นดังนี

1,
1 +  l y i
1 +  7y +  7zj

d = l ,
d = 2 ,

(7yTz)1̂ 4e_ ^ 2+7vi'2 +T*z2 d = 3 .

(3.23)

ผลเฉลยนี้สามารถถูกมองว่าเป็นผลเฉลยโดยประมาณที่สภาวะพื้นของสมการ (3.13) ในการณีมีอันตรกริยา 
ภายในระหว่างอนุภาคแบบอ่อนได้ โดยค่าความ error จะเท่ากับ 0(f)

สำหรับกรณีที่เป็นอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคแบบผลักกันอย่างแรง (strong repulsive
interactions) , p »  1 เราจะละทิ้ง diffusion term ซึ่งก็คือเทอมแรกทางขวามือของสมการที่ (3.13) และใช้ 
การประมาณแบบ Thomas-Fermi (TF) เราจะได้ว่า

pY  4>y (x) = Kr(x )# F(x )+ A i * r w i  v r w .  x € Rd (3.24)

และเมื่อแก้สมการที่ (3.24) เราจะได้ผลเฉลยโดยประมาณแบบ TF ที่สภาวะพื้น ดังนี้

vd{x) <
otherw ise. (3.25)

เมื่อแทนสมการที่ (3.25) เข้าไปในสมการที่ (3.19) ด้วย 0  =  0 g Fทำให้เราได้ว่า [7]

(3.26)

เนื่องจาก 0 FF(x ) ไม่สามารถหาค่าอนุพันธ์ (differentiable) ได้ที่ Vd (x )= n Y  ตามที่กล่าวไว้ในเอกสาร [2] 
และ E0gF =  0๐ ซึ่งทำให้ไม่สามารถใช้นิยามในสมการ (3.16) ในการอธิบายพลังงานจากการประมาณ
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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แบบ TF ในสมการที่ (3.25) ได้ ดังนั้นตามสมการ (3.20) และสมการ (3.21) พลังงานที่เราสามารถคำนวณ
ได้เปีนดังนี้

T7>TF _ J7I~  == E ( t , )  =  M . )  -  £'11,,( ( บ «  1x f  - -
..........(3.27)

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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บทที่ 4

การประมาณที่สภาวะพื้นของกรณีที่มีอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาค

ในบทนี้จะเป็นการกล่าวถึงการคำนวณพลังงานและศักย์เคมีที่สภาวะพื้น ด้วยสมการ 3D GPE โดยให้ d =3 
และศักย์ภายนอก v ( x )  =  ^  ( x 2 + Yy2y 2 +  Yz 2z 2) โ'ลย,ท่ี X =  (x , y , z ) สำหรับทุกค่าของ p. Yy และ 
Yz และเราจะใช้ข้อมูลบางส่วนจากบทที่แล้วมาประยุกต์หาผลเฉลยต่างๆในบทนี้

4.1 กรณฑเป้นสถานะของการควบแนนแบบ isotropic shaped condensation

ในกรณทเป็น isotropic shaped condensation เราจะกำหนดให Yy — 0(1) และ Yz = 0(1) โดยท 
OJy «  (Ox และ (x)z «  0)x ภายใต้เงื่อนไขของการเกิดอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคต่างๆดังนี้

4.1.1 กรณีของการเกิดอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคแบบอ่อน

เมื่อเรากำหนดให้ P =  0 (1 ) สำหรับอันตรกริยาแบบอ่อน เราสามารถหาผลเฉลยโดยประมาณแบบ harmonic
oscillator ที่สภาวะพื้น ได้ดังนี้

M * )  ~  X €  H 3,

Ea ~  2  (1  +  7v  +  7 z )  +  |/?| “C  1 ,

~  2  (1  +  7 y  +  7 z )  +  0{P).

... (4-1)

..(4.2)

(4.3)

4.1.2 กรณีของการเกิดอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคชนิดผลักกันอย่างแรง

เมื่อเรากำหนดให้ P »  7 สำหรับอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคแบบผลักกันอย่างแรง เราสามารถหาผล 
เฉลยโดยประมาณแบบ ที่สภาวะพื้นได้ดังนี้

= 1 ^ 15/?7,7^2/5 M x) a  I -  V(*» IP, V(x) < เ ^ ,
otherwise, (4.4)

E. « f  / +  ฐ ํ่เ  (ta/3+ ft) -  \ 1>7 + o  ( | £ )  , 0 »  1, (4.5)
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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สำหรับกรณีของ Yy =  Yz — 1  สมการที่ (4.5) และสมการที่ (4.6) สามารถยืนยันได้จากว ธิ ีการคำนวณเชิง 
ตัวเลขในเอกสาร[1]

4.2 กรณีท ี่เป ้นสถานะของการควบแน่นแบบ disked-shaped condensation

ในกรณีท่ีเป็นการควบแน่นแบบ disk-shaped condensation โดยที่ Y y  =  0 ( 1 )  และ Y z »  1(<=> 
(x)y ~ 0 J X และ OJ2 ~<JL>x) และกำหนดให้.

fb ~  y  +  -f, <MX) ~  M x , y)<?3°0) with 0s°(z) = ^ e_7~ 2/2.

...................................................... (4.7)

หากแทนที่สมการ (4.7) ลงไปในสมการ (2.9) และคูณทั้งสองข้างด้วย 0 3 ° ( z )  จากทั้นอินทิเกรตตลอด 
ขอบเขตของ Z โดย Z  (E ( — oo, o o ) เราจะได้ว่า

เ1  4>(x, y) ะ= - i  A 0 +  v 2(x, y)<f> +  p 2 พ 24>, (x, y) e  ^ 2,

๙ .ร)

โดยที่ K2(x ,y ) =  2 ( * 2 +  K yy2) และ /?2 =  และเมื่อเราใช้ผลเฉลยของสมการ 2DGPE  ในบท

ที่แล้ว เราจะสามารถหาผลเฉลยโดยประมาณที่สภาวะพืนที่มีอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคกรณี 
ต่างๆกันได้ดังนี้

4.2.1 กรณีที่มีอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคแบบอ่อน

เมื่อเราให้ /?2 =  0 (1 )  สำหรับกรณีที่มีอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคแบบอ่อน ผลเฉลยโดยประมาณ 
แบบ harmonic oscillator ที่สภาวะพื้นเป็นดังนี้

X e  M<t>g( x )  ~  0 ? 2  (* »  y ) 0 3 ° ( 2 )  = 5 (4.9)

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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E , » I  + + ๐(#ฯ

p .  «  y  +  +  0 « ๆ

............................................................. (4.11)

4.2.2 กรณืท่ีมีอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคแบบผลักกันในระดับกลาง

เมื่อเราให้ /?2 >> 0 สำหรับกรณีที่มีอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคแบบผลักกันในระดับกลาง เราจะ 
ได้ผลเฉลยโดยประมาณที่สภาวะพื้นเป็นดังนี้

=  f + 14 p + o ( / H i/2 ) ,2 2 ............................ (4.10,

=  \ +  +  °  ( ฬ ' 2) ' %  » « 1

0 » ( x )  ~  13 ( x )  : =  0 2DO ,  y ) 0 3 ° ( * ) ,  X  6  R 3 .

B , *  E f  :=  B ( * f  (x, » ) # พ )  =  ^  +  £ S a> W f) :=  I  +  E f ,

th «  Mf := ฬ^ 0(ร, ฟ ^ 0(ภ) = I  + ฟ o  := I  + #*f,

โดยท่ี

E f  =  j v  [i|V(6fI2 + V2 + ^ | 0 f | 4 
<  = j k g |V * > r  + Vi(*,y)|*f I2 + &ฯ*f t

d x d y ,

d xd y .

0gD, และ |U|D คือสมการคลื่นท่ีสภาวะพื้น พลังงานท่ีสภาวะพื้น และศักย์เคมีท่ีสภาวะพ้ืนสำหรับ
กรณี 2 มิติ ตามลำดับ ซึ่งการพิจารณาแบบ 2 มิติ ทำให้ประหยัดเวลาและประหยัดหน่วยความจำในการ 
คำนวณลงเป็นอย่างมาก

เพื่อที่จะยืนยันผลลัพธ์จากการคำนวณในสมการ (4.12), (4.13) และ (4.14) เราจะทำการแก้สมการ 
(4.13) โดยใช้วิธี BEFD และกำหนดโดเมนการคำนวณ (r ,z ) e  [01R] X [ - a ,  a] ลงในอัลกอริทึม(2.21) 
และ (2.22) โดยให้ค่าของ R และ a เป็นไปตามที่แสดงในตารางท่ี 3.1 เม่ือใช้ค่า P และ Yz ต่างๆกันสำหรับ 
3D GPE แต่สำหรับการคำนวณของกรณีที่เป็น 2D GPE เราจะกำหนดให้ r  E [0,/?] และจะใช้ค่าของ R 
ตามที่กำหนดในตารางท่ี 3.1 จะทำให้เราได้0g(x,y, z)nละ 0 2gD(x, y)
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



ออกมา และจาก 03°(z) ที่เราหาได้แล้วจากสมการ (3.3) เราจะเปรียบเทียบ 0g(x ,y ,z ) กับ 0 gS(x ) ■■= 
0 2gD(x ,y )  05° (z)
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ตารางพ ี่/.1 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของ ทtax - K s สำหรับกรณีการคำนวณสภาวะพื้นใน 3D
ดวยการกกกนแบบ disk-shaped trap

1
________ Yz

1 1 1 1
25 100 4 0 0 1600

03 =  1 
rate

2 .7 1 6 5 x l0 '3 1.6256xl0"3
0.37

8 .699 0x l0 ‘4
0.45

4.6582xl0"4
0.45

0 3  =  10 
ra te

9 .958 0x l0 '3 4 .401 6x l0 ’3
0.59

1.8771X10'3
0.61

7 .892 2x l0 '4
0.63

03 =  100 
ra te

1.8283X10'2 7.8510X10'3
0.61

3.3251xl0"3
0.62

11.4279xl0"3
0 6 1

03 =  1000 
ra te

2 .979 3x l0 ‘2 1 .3614x l0 '2
0.56

5 .860 2x l0 ’3
0.61

2 .505 6x l0 ’3
0.61

03 =  10000 
rate

3 .817 8x l0 ‘2 2.1891X10'2
0.40

1.0138X10"2
0.56

4.8558X10'3
0.53

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารางY\4.2 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของ max
พ้ืนใน 3D ด้วยการกักกันแบบ disk-shaped trap

( 0 5 ) 2 - ( 0 f  ) 2 สำหรับกรณีการคำนวณสภาวะ

1 1 1 1 1

Y7 25 100 400 1600

0 3  =  1 
rate

3.0733X10'3 1.3850xl0"3
0.57

5.8874X10'4
0.62

2.4139X10'4 
0 64

0 3  =  10 
rate

1.7851xl0'2 6.8785xl0"3
0.69

2.5500X10'3
0.72

8.4851xl0"4
0.79

03 =  100 
rate

6.5043xl0'2 2.3857xl0"2
0.72

8.5544xl0'3
0.74

3.0379xl0"3
0.75

03 =  1000 
rate

0.19508 7.4657xl0"2
0.69

2.7047xl0"2
0.73

9.6342xl0"3
0.74

/?3 =  10000 
rate

0.47323 0.21564
0.57

8.3192xl0‘2
0.69

3.0162xl0"2
0.73

ต่างๆของ P

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารางที 4.3 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของ I Eg — EgS I สำหรับกรณึการคำนวณสภาวะพ้ืนใน 3D ด้วยการ
กกกนแบบ disk-shaped trap

1

________Yz________
1 1 1 1

25 100 400 1600
03 =  1 

rate
Z.SSOOXIO'4 1.9100xl0"4

0.21
1.1598xl0"4

0.36
4.6241xl0’5

0.66
0 3  =  10 

rate
7.1493xl03 3.9211X10'3

0.43
1.9933xl0'3

0.49
9.2032xl0"4

0.56
03 =  100 

rate
8.3553xl0’2 4.3013xl0"2

0.48
2.1584xl0‘2

0.50
1.0604xl0"2

0.51
03 =  1000 

rate
0.79026 0.42380

0.45
0.21651

0.48
0.10841

0.50
03 =  10000 

rate
6.3418 3.9073

0.35
2.1104
0.46

1.0662
0.49

รูปท่ี 4.3 แสดง convergence rate ของ I Eg — EgS I ท่ีตอบสนองต่อ a) ค่าต่างๆของ Y1 และ b) ค่า ต่างๆของ0

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารใงท่ี 4.4 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของ IHg -  HgSI สำหรับกรณีการคำนวณสภาวะพ้ืนใน 3D ด้วยการ
กกกนแบบ disk-shaped trap

1

Yz
1 1 1 1

25 100 400 1600
03 =  1 

rate
7.0581xl0"4 5.0744X10'4

0.24
3.0116X10'4

0.38
1.2072xl0"4

0.66
03 =  10 

rate
1.5620X10'2 8.2793xl0'3

0.46
4.1715X10'3

0.49
2.4183xl0"3

0.39
03 =  100 

rate
0.16745 8.6323x102 

0.48
4.3446xl0'2

0.50
2.1534X10'2

0.51
03 =  1000 

rate
1.5391 0.84043

0.44
0.43244

0.48
0.21765

0.50
03 =  10000 

rate
11.748 7.5786

0.32
4.1793

0.44
2.1416

0.48

รูปที 4.4 แสดง convergence rate ของ k - ฬๆ ท่ีตอบสนองต่อ a) ค่าต่างๆของ Y7 และ b) ค่า ต่างๆของ /?

จากตารางที่ 4.1 ถึงตารางที่ 4.4 และร ูปท ี่ 4.1 ถึงรูปท ี่ 4.4 เมื่อเรากำหนดให้ 

p >  0 ,y z >  1 และ 0 yz~3/2 =  0 (1 ) จะทำให้สรุปได้ว ่า

ษ.-  'ร';’3!๒ =  o  ( - ' ( J r - j . IIพ .)2 - <*r>2 เน. = o T».j 1

f t - * 1 - 0

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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4.2.3 กรณีที่เป้นอันตรกริยาภายในระหว่ใงอนุภาคแบบแรง

เม่ือเรากำหนดให้ /?2 »  1 จะตรงกับที่เป็นอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคแบบแรง ดังน้ันผลเฉลย 
โดยประมาณที่สภาวะพ้ืนจะถูกคูณด้วยการประมาณแบบ TF ในระนาบ xy และคูณด้วยการประมาณแบบ 
harmonic oscillator ในแนวแกน Z ดังน

ท่ี><7 (x ) ~  ท่ี>JF1 (x ) ะ=  ท่ี>2D (x > y)<i>3°(*)>  X G M3 , (4.15)

โดยท่ี

V(j*2D -  ร / ) ) / /3£°,

0
v2(x,y) < 
otherw ise, (4.16)

^  = V * )  = - ............................................

หากเราแทนท่ีสมการท่ี (4.12) .(4.8) และ (3.30) ด้วย d= 2 และแทนท่ีสมการท่ี (4.17) , (3.27) ด้วย d=2 และ 
/?2 =  P2° ลงในสมการท่ี (3.16) เราจะได้ค่าประมาณของพลังงานเป็นดังนี้

=  ~2 +  +  °  ^  _1/2
I

)

2 3
( ^ า y \ f2 H2
\  1T )  +

* ■ ^ d + 0 ( 5 ? )
/ /3  ๒ 72

7 . . 2 * /ร ;/ ! (/327,)>/* +  « 2(2jr)'/4
2 +

nTFl

37T3/4

= ^  < ๒ *  +  G 2) +  o ( ^ J

2 ( ^ j i / 4  M 0 27z) + 2 ^ 2 - ๒  2tt] +  o

+  o In (/3272) 1 /3 In 72
พ า ^ 11 +

7*1/2 .(4.18)

โดยท่ี

rnTFl 7z , 23/47 ; / 2CS27 , ) 1/4 7 z I 2 TF 
g  =  2 +  -  3^ 3 /4  =  2 +  3 ™ ‘ (4.19)

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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และโดยวิธีท่ีคล้ายคลึงกัน เราจะได้ค่าประมาณของศักย์เคมีที่สภาวะพื้นเป็นดังนี้

.. ~  ..TF1 1 Q  I l n ( /327 z ) /3 1 ท 7 2  1
^  ฬ  +  แ ^ ) ^ + # พ ’ .(4.20)

โดยท่ี

1,TF1 =  T* , 7 »/2 (/พ ) ‘/4 =  7* TF
^  = 2 +  2 V V / 4  =  2 +  ™ ' 1421)

เพื่อที่จะยืนยันผลลัพธ์จากการคำนวณในสมการ (4.15), (4.18) และ (4.20) เราจะทำการแก้สมการ (4.13) 
โดยใช้วิธี BEFD ที่กล่าวในบทที่แล้ว สำหรับค่า d = 3 เราจะได้ค่าของ 0g(x, y, z) ออกมา และจาก 
0 3 °(z) ท่ีเราหาได้แล้วจากสมการ (5.3) และได้ค่าของ 0 g F (.x > y )  จากสมการท่ี (4.16) สุดท้ายเราจะ 
เปรียบเทียบ 0g(x,y, z) กับ 0^F1(x ,y ,z )  := 0 T2FD( x , y ) 0 3 ° (z)

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



ตารางท่ี 4.5 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของ (05)2 -  (0jF1 )2 สำหรับกรณีการคำนวณสภาว L1
พ  ด้วยการกักกันแบบ disk-shaped trap

1 1 1 1 1

Yz 25 100 400 1600

rate
0.58819 0.41360

0.25
0.27900

0.28
0.18477

0.30

ร
„

II 
รั

0.1639 0.10752
0.30

7.1278 XlO 2 
0.30

4.7097X10'2
0.30

/?3 =  100 
rate

9.2648 xlO'2 4.5162xl0’2
0.52

2.3347xl0’2
0.48

1.2906X10'2
0.43

/?3 =  1000 
rate

0.19484 7.5742 xlO'2 
0.68

2.8252 XlO'2 
0.71

1.0454 XlO'2 
0.72

/?3 =  10000 
rate

0.47092 0.21356
0.57

8.1421 xlO'2 
0.69

2.8627 XlO'2 
0.75

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ตารางที่ 4.6 แสดงการวิเคราะห์ค่า error ของ I Eg -  ETgF1| สำหรับกรณีการคำนวณสภาวะพื้นใน 3D ด้วยการ

กักกันแบบ disk-shaped trap

1 1 1 1 1

_______ Y?. 25 100 400 1600
03 =  1 

rate
0.61409 0.51950

0.12
0.41888

0.16
0.29887

0.24
03 =  10 

rate
0.31540 0.24876

0.17
0.18610

0.21
0.10594

0.41
03 =  100 

rate
7.9214 xlO’2 4.5162xl0'2

0.41
2.3347xl0‘2

0.46
1.1733X10'2

0.51
03 =  1000 

rate
0.73168 0.38127

0.47
0.19196

0.50
0.11818

0.35
03 =  10000 

rate
6.3193 3.8930

0.35
2.1096
0.44

1.2518
0.38

รูปท่ี 4.5 แสดง convergence rale ของ I Eg — Eg^ I ท่ีตอบสนองต่อ a) ค่าต่างๆของ Y1 และ b) ค่า ต่างๆของ 0

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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ตารางที 4.1 แสดงการวิ!คราะห์ค่า error ของ I fig  — HgF11 สำหรับกรณีการคำนวณสภาวะพืนใน 3 D ด้วยการ
กกกนแบบ disk-shaped trap

1 1 1 1 1
_______ Yz 25 100 40 0 1600

@3 ~  ^rate 0.48380 0.38452
0.17

0.291070.20 0.18647
0.32

/?3 =  10 rate 0.20034 0.15591
0.18

0.11214
0.24

4.7083 xlO '2 
0.63/?3 = 100 rate 0.12140 8.0114X10'2

0.30
4 .1 9 0 8 x l0 ‘2

0.47
2 .0630x l0 ‘2

0.51/?3 = 1000 rate 0.5039 0.81591
0.44

0.42166
0.48

0.23790
0.41/?3 = 10000 rate 11.735 7.5715

0.32
4.1839

0.43
2.3312

0.42

รูปท่ี 4.6 แสดง convergence rate ของ \ng — HgF11 ท่ีตอบสนองต่อ a) ค่าต่างๆของ y  1 และ b) ค่า ต่างๆของเ}

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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45

แ ^  -  o ร I .  =  o  , 1 ๙  -  ๙ " ) ๆ ๒  =  0

I ® . -  =  ๐  + ’3 )  ' I " .  - 0 = 0  t e  + £ ใ .

โดยท่ี (โ(/?) ข้ึนอยู่กับค่าของ (3 ผลลัพธ์เหล่าน้ียืนยันผลเฉลยในสมการ (4.18) และสมการ (4.20) ได้เป็น 
อย่างดี และยังแสดงให้เห็นด้วยว่า (0 rF1(x ) )2 ไม,ลู่เข้าหาสภาวะพ้ืน 0 |(x )  เม่ือ}'2 -> 00 และ (3 >  0

จากตารางท่ี 4.5 ถึงตารางท่ี 4.7 และรูปท่ี 4.5 ถึงรูปท่ี 4.6 เม่ือเรากำหนดให้ (3 >  0 1 Yz >  1 และ Pyz3/2 =
0(1) เราจะสามารถสรุปได้ว่า

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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sin-

บทที่ 5

การหใผลเฉลยเชิงตัวเลขสำหรับกรณทีี่เป็น dynamics GPE

ในบทนีจะเป็นการคำนวณผลเฉลยเชิงตัวเลขสำหรับ dynamics GPE โดยวิธี four-order time splitting 
spectral method (TSSP) โดยเราจะใช้วิธีนี้ศึกษาผลเฉลยที่ได้จากการลดรูปสมการ 3D GPE ลงเหลือเป็น 
สมการ 2D GPE

5.1 วิธีการวิเคราะห์เชิงตัวเลข

เพื่อความง่าย เราจะใช้สมการ ID GPE เป็นตัวอย่างของการวิเคราะห์ด้วยวิธี TSSP ส่วนกรณีที่เป็น 
2 มิติ จะมีการนำ tensor grid มาใช้ในการวิเคราะห์ด้วย เริ่มจากสมการ ID GPE และกำหนดให้มีเงื่อนไข 
ขอบเขตแบบ Dirichlet สมการจะเป็นดังนี้

* ^  =  - ^ X X  + yV ’ +  AlV’lV, a <  X < b, t >  0,
.(5.1)

^ ( a ,  t )  =  -0 (6 , i )  =  0 , £ >  0 , .(5.2)

t/)(x, 0) =  'ณีo(x), a ^  X ^ b . .(5.3)

เราจะเลือกใช้ spatial mesh size ที่มีขนาดดังนี h = A x > 0 และ h  =  โดย M เป็นเลขจำนวนเต็ม 
บวก ส่วน time step k  =  A t >  0 จากนันกำหนดให้ตัวชีกริด (grid point) และ time step เป็นดังนี้

Xj — a + jh ,  tn — n k , j  = 0 , 1 , M, ท =  0,1, 2, ••- .

กำหนดให้ ’เป็นค่าประมาณ1ของฟิงค์ชัน(p(xy, tn ) และให้ 0 n เป็นผลแฉลยแบบเวคเตอร์ ที่เวลา
t  =  t-r1 = n k  โดยมี <p" เป็นองค์ประกอบเวคเตอร์

จากเวลา t  = 171 จนถึงเวลา t  = t n+1 สมการ GPE ท่ี (4.1) จะถูกเขียนใหม่ในรูปของ id t (p = A(p +  Bcp 
โดยที่

(4.4)
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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สิ่งที่ทำให้การอิมพลีเมนท์ด้วยวิธี r a s p  มีประสิทธิภาพ คือการแก้ป็ญหาอย่างมีประสิทธิภาพของ 2 สมการ 
ต่อไปนี้คือสมการ

ะ=ะ Bxp =
(5.5)

และสมการ

#t(x,£) = A  ̂= Ki(x)^(x,i) +  /วิd เ^ (x,*)|fy(x,t).

สมการท่ี (ร.5) จะถูก discretized ภาย1ในสเป'ชด้วยวิธี 7SSP และจะถูกอินทิเกรตตามเวลาอย่าง exactly 

ที่เวลา t  e  [tn , tn+1] สมการ ODE ท่ี (5.6) จะกลายเป็น

=  v{x)lp{x,i) -\- f3\'l/j(x,tn) \2'llj(x,t),

วิธ fourth-order time-spliting sine-spectral method (TSSP)

จากเวลา t  =  t r1 ถึง t  = tn+1 เราจะรวมขั้นตอน splitting step เข้ากับวิธี TSSP เพื่อให้ได้ fourth-order 
time-spliting sine-spectral method ตามทใช้ในเอกสาร/3,6,9] สำหรับสมการ GPE ท (5.1) โดยม 
รายละเอียดของวิธีการเป็นดังนี

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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<11เ^ )  — 6 - i2wM V (x j)+ l3\i’j \ 2) /ll)n  5

+ ?  =  E  sin(M(fe -  «)) ,
/ , ( 3) _  e ~i2w3k(V(xj)+0\ipj2^\2)<1เ ^ )

4 > f  =  E  e _ " ’ l W ? ) -  « ) ) .  j  =  1 , 2 , .  . • 1 M  -  1 ,

<1p (5) _  6 -*2พ3fc(V(xj)+/3|V>]4)|2)^ (4 )

^ j 6) =  s i n ^ i f e  -  a ) )  ,

<1! /} + 1 — 6 -* 2tuifc(V(xJ-)+ /3 |^ 6)|2)^ ,(6)

r * 8)

โดยท่ี

ผ1 =  0.33780 17979 89914 40851, CO2 =  0.67560 35959 79828 81702 
<ช3 = -0.08780 17979 89914 40851, CO4 = -0.85120 71979 59657 63405

5.2 ผลเฉลยเชิงตัวเลขจากการลดร ูปสมกใร GPE แบบขึ้นกับเวลา

ในหัวข้อนีจะเป็นการแสดงผลการคำนวณเชิงตัวเลขจากการลดรูปสมการ GPE แบบขึ้นก ับเวลาสำหรับ 

กรณีที่เป็น dynamics GPE โดยเราจะกำหนดค่าให้กับ >'2และให ้ <p3D(x, y, z, t)  เป็นผลเฉลยของสมการ 

3D GPE ท่ี (2.5) ที่ม ีเง ื่อนไข Yx = Yy = 2 ,/?  =  100 และให ้ฟ ิงค ์ช ันเริ่มต ้น <Po(x,y,z) ในสมการที่ 

(3.14) ที่มี d=3 เป ็นสมการคลื่นท ี่สภาวะพ ื้นของสมการ (2.5) ที่มี yx = Yy = 1 ,/? =  100 และให ้

<p2D(x ,y , t )  เป็นผลเฉลยของสมการ 2D GPE ท่ี (3.5) ที่ม ีเง ื่อนไข Yx = Yy = 2 , (3 = และให ้

หัเงค์ชันเริ่มต้น <Po(x,y) ในสมการที่ (3.14) ที่ม ี d=2 เป ็นสมการคลื่นท ี่สภาวะพ ื้นของสมการ (3.5) ที่มี 

Yx -  Yy = 1 เพ ื่อที่จะทำการเปรียบเทียบเราจะกำหนดให้

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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เ^ 31D( x ,y , z , t ) \2 dxdy j  ~4>\°{z)  =  ( ^ )  7 e -7 iz 2 /2 ,

....................................(5.9)

03D(x,t) «  </>DS(x,£) := ^ 2D(x,z/,t)<$j°(;z), X e R3, (5 ̂

และกำหนดให้ condensate widths เปีนดังสมการน

<Ta(t) = j  e*2 เ^30(x,i)|2fix, CT®(i) =  J a 2 เ^1“ (x, i)|2 cfx, a  = ;r,?/,z.

...................................................f j . / / ;

โดย tp2D และ (p3D คือฟิงค์ชันที่หาได้จากวิธี TSSP ในหัวข้อที่แล้ว เรากำหนดให้ k= 0.001 และคำนวณ 

ภายใต้โดเมน [ - R X, R X] X [ - R y , R y ]  X [ ~ R Z, R Z] โดยที่ Rx = Ry  สำหรับสมการ 3D GPE และใช้ 
โดเมน [ ~ R X, R X] X [—Rx , Rx] สำหรับสมการ 2D GPE เราจะใช้ค่าของ
Rx และ/?2 ตามที่กำหนดในตารางที่ 5.1 สำหรับค่าต่างๆกันของ yz ส่วน mesh ที่เราเลือกไว้สำหรับ
สมการ 3D GPE เท่ากับ 1283 และสำหรับสมการ 2D GPE เท่ากับ 1282

ตารางท่ี 5.1 ค่าของ Rx และ/?z  สำหรับค่าต่างๆกันของ y z

Y z 8 16 32 64
p=100 R x  =  5 .4 , R x =  5.4 R x  =  5.6 , R Z =  1.8 R x  =  6 .0 , R  2 =  1.3 R x  =  6 .2 , R x =  0.9

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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รูปท่ี 5.1 แสดงการวิเคราะห์ค่า errors ของ \ax — ax I =  IOy — Oy \ ,o 2 — o2 =  oz — ^ 1 ox — 
ox , น(p3D( 0 , t ) |2 -  |<PDS(0, t ) | 2| และค่า maxของ เ0 3 -  0 3° 100สำหรับค่าต่างๆกันของ Yz

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



จากรูปที่ 5.1 เป็นการลดรูปสมการแบบขึ้นกับเวลาของ 3D GPE เป็นสมการ 2D GPE เมื่อให้ Y z  »  1  
นอกจากนีเราสามารถคำนวณ convergence rate ได้ดังนี

51

เ ฬ *  t ) - < & ° ( z ) \ \ L~ = 0 ( t p )  ’ °*® = + °  (^ p )  ’
พ ' * =  .

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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บทท่ี 6

สรุปและวิจารณ์ผลการทดลอง

เราได้ศึกษาเกี่ยวกับสมการ 3D GPE เพื่ออธิบายสถานะควบแน่นของก๊าซที่เรียกว่า BEC ภายใต้เงื่อนไข 
ความถี่กักกันที่มีค่าจำกัดค่าหนึ่ง โดยเริ่มจากการลดรูปสมการ 3D GPE จนได้พารามิเตอร์หลัก 3 ตัวออกมา 
และแสดงวิธีการลดรูปสมการจนได้เป็นสมการ 2D GPE ที่อธิบายสถานะควบแน่นแบบ disk-shaped 
condensation จากนั้นจึงทำการลดรูปสมการอีกครั้งจนได้เป็นสมการ ID GPE ที่อธิบายสถานะควบแน่น 
แบบ cigar-shaped condensation ในขันตอนต่อมาก็ทำการคำนวณสภาวะพืนของสมการ 3D GPE ด้วยวิธี 
วิเคราะหเชิงตัวเลขแบบ backward Euler finite difference discretization [2] จากผลเฉลยทคำนวณได้ภายใต้ 
relative errors ที่กำหนดไว้ของการเกิดอันตรกริยาแบบต่างๆ ทำให้เห็นอัตราการลู่เข้า (convergence rate) ท่ี 
เท่ากับ y4 ตอบสนองต่อค่า yzต่างๆ ซึ่งเกิดขึ้นในขณะที่มีการลดรูปสมการ 3D GPE ลงเหลือเป็นสมการ 2D 
GPE และทำให้เห็นอัตราการลู่เข้า (convergence rate) ที่เท่ากับ 1/4 ตอบสนองต่อค่า Yr ต่างๆ ซึ่งเกิดขึ้นใน 
ขณะทมการลดรูปสมการ 3D GPE ลงเหลอเปนสมการ ID GPE เมอ ratio been trapping frequencies เท่ากับ 
ค่าอนันต์ และเรายังได้ทำการประมาณค่าพลังงานโดยวิธีประมาณแบบ Thomas Fermi และค่าศักย์เคมีที่ 
สภาวะพืนของสมการGPE ทังกรณีที่เป็น ฌ ิต ิ 2 มิติ และ 3 มิติ ถัดจากนั้นจึงทำการประมาณสภาวะพื้นของ 
สมการ 3D GPE ของกรณีที่เกิดการควบแน่นแบบ isotropic condensation, การควบแน่นแบบ disk-shaped 
condensation และการควบแน่นแบบ cigar-shaped condensation รวมไปถึงการประมาณค่าพลังงานและศักย์ 
เคมีที่สภาวะพืนของกรณีที่เกิดอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคแบบอ่อน และกรณีที่เกิดอันตรกริยาภายใน 
ระหว่างอนุภาคแบบแรง จากนันจึงทำการคำนวณอัตราการลู่เข้า ( convergence rate) ภายใต้ relative error 
ของอันตรกริยาภายในระหว่างอนุภาคชนิดต่างๆ โดยโดเมนการคำนวณได้ถูกกำหนดไว้ตามที่กล่าวไว้ใน
รายงาน และสุดท้ายเราได้ศึกษาการลดรูปสมการ 3D GPE แบบขึ้นกับเวลา ลงเหลือเป็นสมการ 2D GPE 
ด้วยวิธวิเคราะหเชิงตัวเลขแบบ fourth-order time splitting sine-spectral method ซงผลเฉลยทเราคำนวณได้ 
สอดคล้องกันเป็นอย่างมากกับผลเฉลยที่คำนวณได้ด้วยวิธีที่กล่าวไว้ในตอนแรก นอกจากนีเรายังได้แสดง 
ให้เหนอัตราการลู่เขา (convergence rate) ภายใต้ trapping frequency ratio ที่มีค่าจำกัดค่าหนึ่งจากการใช้วิธี 
วิเคราะห์แบบ TSSP นีในรายงานฉบับนีอีกด้วย
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