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บทคัดย่อ 

 เราทราบว่า        เซตของเมทริกซ์ขนาด     บน   เป็น กึ่งกรุปภายใต้การคูณปกติ
ส าหรับเซตย่อยไม่ว่าง  ใดๆ  บทความวิจัยนี้ เราก าหนดเซตย่อยไม่ว่าง   ของ        จุดประสงค์ก็
คือหาเซตย่อย  ของ         ที่ท าให้   เป็น กึ่งกรุปย่อยของ        
 

ค าส าคัญ : กึ่งกรุป และ กึ่งกรุปย่อย 

 

Abstract 

 We know that       , the set of all     matrices over  , is a semigroup under usual 
multiplication for any nonempty subsets  of       . In this paper, we fix a nonempty subset   of 
       and find all subsets  of          such that   is a subsemigroup of       . 
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1. บทน าและความรู้พื้นฐาน  
 กึง่กรุปเป็นจุดเริ่มต้นของโครงสร้างพ้ืนฐานทางพีชคณิต ซ่ึงนักคณิตศาสตร์ต่างให้ความส าคัญ 

งานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับกึ่งกรุปจึงพบได้มากมายและหลากหลายแนวทาง       โดยเฉพาะ กึ่งกรุป

เป็นอีกหนึ่งโครงสร้างทางพีชคณิตที่น่าสนใจ ด้วยความพิเศษที่ว่า  กึ่งกรุปและกึ่งกรุปให้

โครงสร้างซ่ึงกันและกัน สมบัติต่างๆในกึ่งกรุปจึงถูกหยิบยกขึ้นมาศึกษาในลักษณะเดียวกันบน 

กึ่งกรุป เช่น ความสัมพันธ์ของกรีน, ไอดีล, ไอดีลเฉพาะ, ไบไอดีล และควอซีไอดีล   โดยสองนัก

คณิตศาสตร์ชาวอินเดียชื่อว่า M.K. Sen และ N.K. Saha ได้ให้บทนิยามของ กึ่งกรุป ไว้ดังนี้ 
 

บทนิยาม 1.1 [2] ให้   และ  เป็นเซตไม่ว่าง  เราเรียก   ว่า  กึ่งกรุป ถ้ามีการส่ง  

         เราแทนการส่ง         ด้วย      ซ่ึงสอดคล้องสมบัต ิ

                ส าหรับทุก         และส าหรับทุก       

เราเรียกเซตย่อยที่ไม่ใช่เซตว่าง   ของ   ว่า กึ่งกรุปย่อย ถ้า       ส าหรับทุกๆ       

และ     

จะเห็นว่าเราสามารถสร้าง กึ่งกรุป ได้จากกึ่งกรุป   ใดๆ โดยก าหนดให้   นั่นคือ เรา

กล่าวได้ว่า “กึ่งกรุปใดๆ ให้โครงสร้างของ กึ่งกรุป”   ในทางตรงกันข้าม ให้    เป็น  กึ่งกรุป 

และ     เรานิยามการด าเนนิการทวิภาค   บน   โดย         ทุกๆ       ท าให้ได้ว่า 

      เป็นกึ่งกรุป และนี้เป็นเหตผุลที่ท าให้เรากล่าวได้ว่า “กึ่งกรุปใดๆ ให้โครงสร้างของกึ่งกรุป”  

ด้วยเหตผุลข้างตน้ท าให้เรากล่าวได้ว่า กึ่งกรุปและก่ึงกรุปให้โครงสร้างซ่ึงกันและกัน 

อย่างไรก็ดี โครงสร้าง กึ่งกรุป เปน็การวางนัยทั่วไปของโครงสร้างก่ึงกรุป ดังนัน้สมบัติ

ต่างๆที่ไดจ้ากการศึกษาบนโครงสร้าง กึ่งกรุป จึงให้ผลลัพธ์ในเชิงทีเ่ป็นกรณีทั่วไปกว่า ดังเช่น

ทฤษฎีบทต่อไปนี ้

อนึ่ง ในบทความวิจัยนี้เราใช้สัญลักษณ์   เพื่อแทนเซตของจ านวนจริง  

 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกท้ังห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ทฤษฎีบท 1.2 [1] ให้      จะได้ว่า ช่วงของจ านวนจริง   เป็น กึ่งกรุปย่อยของเซตของจ านวน

จริง   ภายใต้การบวกปกติ ก็ต่อเมื่อ   อยู่ในรูปแบบต่อไปนี ้

I.         IV.          เมื่อ      

II.          V.             เมื่อ      

III.       เมื่อ         VI.              เมื่อ      

จากบทนิยามของ กึ่งกรุปย่อย ท าให้เราทราบว่า ภายใต้การบวกปกติ ช่วงที่เป็นกึ่งกรุปย่อยของ   

และ     กึ่งกรุปย่อยของ   เป็นสิ่งเดียวกัน  ดังนั้นเมื่อเราแทนค่า     ลงไปในทฤษฎบีทข้างต้น เรา

จะได้ช่วงทีเ่ป็นกึง่กรุปย่อยของ   ดังนี ้

บทแทรก 1.3 [1] ให้   เป็นช่วงของจ านวนจริง จะได้ว่า   เป็นกึ่งกรุปย่อยภายใต้การบวกปกติ ก็

ต่อเมื่อ   อยู่ในรูปแบบต่อไปนี ้

I.         IV.           เมื่อ     

II.          V.                เมื่อ     

III.       เมื่อ        VI.                เมื่อ     

ส าหรับรูปแบบของช่วง   ที่เป็น    กึ่งกรุปย่อยของเซตของจ านวนจริง   ภายใต้การคูณปกต ิ

มีผลลัพธ์ดังต่อไปนี ้

ทฤษฎีบท 1.4 [1] ให้     จะได้ว่า ช่วงของจ านวนจริง   เป็น    กึ่งกรุปย่อยของเซตของ

จ านวนจรงิ   ภายใต้การคูณปกติ ก็ต่อเมื่อ   อยู่ในรูปแบบต่อไปนี ้

I.     VIII.            เมื่อ   

 
           

 

 
 

II.          IX.             เมื่อ   

 
           

 

 
 

III.  
 

 
     X.            เมื่อ   

 
           

 

 
 

IV.          XI.            เมื่อ   

 
           

 

 
 

V.       

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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VI.       เมื่อ   
 

 
 

VII.        เมื่อ   
 

 
 

ข้อสังเกตหนึ่งที่เหน็ได้ชัดจากบทนิยามของ กึ่งกรุปย่อย นั่นคือ ภายใต้การคูณปกติ ช่วงที่

เป็นกึ่งกรุปย่อยของ   และ    กึ่งกรุปย่อยของ   เป็นสิ่งเดียวกัน  จากทฤษฎีบทข้างต้น เมื่อแทน

ค่า     เราจะได้รปูแบบทั้งหมดของช่วง   ที่เป็นกึ่งกรุปย่อยของ   ดังนี ้

บทแทรก 1.5 [1] ให้   เป็นช่วงของจ านวนจริง  จะได้ว่า   เป็นกึ่งกรุปย่อยภายใต้การคูณปกติ ก็

ต่อเมื่อ   อยู่ในรูปแบบต่อไปนี ้

I.                                                           VIII.        เมื่อ        
II.                                                               IX.        เมื่อ        

III.                                                                X.        เมื่อ        
IV.                                                             XI.       เมื่อ        
V.                                                     XII.        เมื่อ                

VI.       เมื่อ                                XIII.        เมื่อ                
VII.       เมื่อ                                XIV.        เมื่อ                

ทั้งสองทฤษฎีบทที่กล่าวมาเป็นการศึกษารูปแบบของช่วงย่อย   ที่เป็น กึ่งกรุปย่อยของเซต

ของจ านวนจริง ภายใต้การบวกและการคูณปกติ โดยการก าหนด     ซ่ึงต่อมา เมื่อพิจารณาภายใต้การ

บวกปกติ เราได้ข้อสรปุว่า ช่วงที่เป็นกึ่งกรุปย่อยของ   และ    กึ่งกรุปย่อยของ   เหมือนกัน และเมือ่

พิจาณาภายใต้การคูณปกติ เราพบว่า ช่วงที่เป็นกึ่งกรุปย่อยของ   และ    กึ่งกรุปย่อยของ   เป็นสิง่

เดียวกัน ส าหรับผลลัพธ์ในกรณี  เป็นช่วงย่อยอื่นๆ ได้ศึกษาไว้แล้วอย่างครบถ้วน สามารถศึกษาได้ใน [1] 

 เราทราบจาก [1] ว่า         เซตของเมทริกซ์ขนาด m n บน   เป็น กึ่งกรุปภายใต้การ

คูณปกติส าหรับเซตย่อยไม่ว่าง  ใดๆ ของ           การแยกแยะว่าเมื่อใดทีเ่ซตย่อยไม่ว่าง  ของ 

         ท าให้   เป็น กึ่งกรุปย่อยของ         โดยที่   เป็นเซตย่อยของ        ที่ก าหนดให ้

ได้ศึกษาไว้แล้วเพียงบางส่วนโดย Khumprapussorn [1] ดังเช่นผลลัพธ์ต่อไปนี้   

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกท้ังห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ก าหนดสัญลักษณ์ 

                 เมื่อ   เป็นจ านวนนับ 

      
  ถ้า    
  ถ้า    

   

ทฤษฎีบท 1.6 [1] ให้           และ                          จะได้ว่า   เป็น กึ่ง

กรุปย่อยของ          ก็ต่อเมื่อ                        โดยท่ี     และ      

เราสังเกตว่า เมื่อ   เป็นเซตของเมทริกซ์ที่ระบเุพียงหนึ่งต าแหน่งมีค่าเปน็ 0  (สมมติว่าใน

ต าแหน่งแถวที่   และหลักที่   มีค่าเป็น 0 หรือ      ) จะเห็นว่าลักษณะของแต่ละต าแหนง่ของเมทริกซ์

ใน  ส่วนมากมีค่าเป็น 0 ยกเว้นต าแหน่งที่อยู่ในแนว แถวที่   และหลักที่   

ต่อไปพิจารณาลักษณะของ  ทีท่ าให ้  เป็น กึ่งกรุปย่อยของ           โดยที ่  เป็นเซต

ของเมทริกซ์ที่ระบุ 2 ต าแหน่งในแนวแถวเดียวกันมีค่าเปน็ 0  (สมมติว่า           โดยที่    )   

ทฤษฎีบท 1.7 [1] ให้             และ     และให้                              จะ

ได้ว่า   เป็นกึ่งกรุปย่อยของ        ก็ต่อเมื่อ                        โดยท่ี   

    และ      

เมื่อน าทฤษฎบีท 1.6 และ ทฤษฎบีท 1.7 มาเปรียบเทียบจะเห็นว่า ในขณะที่   เป็นเซตของเมท

ริกซ์ที่ระบุต าแหน่งที่มคี่าเป็น 0 เพิ่มขึ้นในแนวแถวเดียวกัน มผีลท าให้ลักษณะของแต่ละต าแหน่งของ

เมทริกซ์ใน  เกิดหลักที่ไม่เปน็ 0 เพิ่มตามไปด้วย 

ทฤษฎีบทต่อไปนี้ กล่าวถึงกรณีที่   เป็นเซตของเมทริกซ์ที่ระบุ 2 ต าแหน่ง โดยทั้งสองต าแหน่ง

มีค่าไม่เป็น 0 

ทฤษฎีบท 1.8 [1] ให้                และ        โดยที่     และ     

ให้                         และ          จะได้ว่า   ไม่เป็น กึ่งกรุปย่อยของ        

ส าหรับทุกๆเซตย่อยไม่ว่าง  ของ        

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกท้ังห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ทฤษฎีบท 1.9 [1] ให้              และ        โดยที่       

ให้                         และ           จะได้ว่า   เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ        ก็

ต่อเมื่อ                            ,                     และ  

                         

ทฤษฎีบท 1.8 แสดงให้เห็นว่า เมือ่   เป็นเซตของเมทริกซ์ที่ระบุ 2 ต าแหน่ง  ทั้งสองต าแหน่งมี

ค่าไม่เป็น 0  โดยทีท่ั้งสองต าแหน่งต่างแถวและต่างหลักกัน ผลที่ได้คือไม่มเีซตย่อยไม่ว่างใดๆ  ของ 

       ที่ท าให้   เป็น กึ่งกรุป ของ          ส าหรับทฤษฎีบท 1.9 เราอธิบายได้ว่า เมื่อ   เป็นเซต

ของเมทริกซ์ที่ระบุ 2 ต าแหน่ง  ทั้งสองต าแหน่งมีค่าไม่เป็น 0  โดยที่ทัง้สองต าแหนง่อยู่ในแถวเดยีวกัน 

จะได้เงื่อนไขของเมทริกซ์ใน  ดังนี้  

         ,                     และ                        

 งานวิจัยของ Khumprapussorn [1]  ศึกษารูปแบบของเซตย่อย  ของ        ที่ท าให้   เป็น กึ่ง

กรุปย่อยของ          โดยที่ก าหนด   เป็นเซตของเมทริกซ์ที่ระบุ 1 ต าแหน่ง และ 2 ต าแหน่ง  อีกทั้ง

ในต าแหนง่ศึกษานั้นระบุทัง้ที่มคีา่เป็น 0 และไม่เป็น 0 น ามาซ่ึงแรงบันดาลใจของบทความวิจัยฉบบันี้ ที่

จะขยายผลลัพธ์จากการระบเุพียง 1 หรือ 2 ต าแหนง่ ไปสู่จากระบุ   ต าแหน่งใดๆ ซ่ึงจะเปน็การวางนัย

ทั่วไปของทฤษฎบีท 1.8 และ ทฤษฎีบท 1.9  

2.  ทฤษฎีบทหลัก 

ในหัวข้อนี้เราจะศึกษาเซตของเมทริกซ์ขนาด     บนเซตของจ านวนจริง โดยมีแนวทาง

ด าเนินการซ่ึงกล่าวง่ายๆ ได้ว่า “ก าหนด           เป้าหมายคือ หา          ทั้งหมด ที่ท าให ้

  เป็น กึ่งกรุปย่อยของ       ” โดยเริม่จากการขยายผลของทฤษฎบีท 1.8 นั่นคือ ก าหนดให้   เป็น

เซตของเมทริกซ์ที่ระบ ุ  ต าแหนง่มีค่าเปน็ 0 โดยที่ทั้ง   ต าแหน่งนั้นอยู่ในแถวเดียวกัน 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกท้ังห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ส าหรับ                     และ               จะได้ว่า                         

ยิ่งไปกว่านั้น ต าแหน่งแถวที่   และ หลักที ่  ของเมทริกซ์                 คือ         
 
   

 
         

ส าหรับทุกๆ      และ       

ทฤษฎีบท 2.1 ส าหรับ       ให้      และ               โดยที่            ไม่ซ้ ากัน    

ก าหนดให้                            ทุกๆ          จะได้ว่า   เปน็ กึ่งกรุปย่อยของ 
         ก็ต่อเมื่อ  

                       โดยท่ี              และ      

บทพิสูจน์  ให้                         โดยท่ี              และ      

    สมมต ิ   เป็น กึ่งกรุปย่อยของ        และให้             โดยที ่
             และ     

ให้               โดยที่         และ          ส าหรับทุกๆ              และ     

จะได้ว่า                    ดังนั้น  

          

 

   

 

   

          

 

   
            

 

   
   

           

   สมมติว่า     

ให้                และ         เราต้องแสดงว่าในต าแหน่งแถวที่   และ หลักที่   ของเมทริกซ์

                 มีค่าเป็น 0 ส าหรับทุกๆ                     ซ่ึงจะเห็นได้ชัดว่า 0itc   ทุกๆ 
                    

ให้                     

จะได้ว่า  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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บทตั้งต่อไปนี้มีส่วนช่วยใหเ้ราขยายผลลัพธ์ได้มากย่ิงขึ้น โดยก าหนดสัญลักษณ์เพื่อความ

สะดวก ดังนี้     แทนทรานสโพสของเมทริกซ์   และ                 โดยที่             

บทตั้ง 2.2 [1] ให้   และ  เป็นเซตย่อยไม่ว่างของ          และ         ตามล าดับ  จะได้ว่า   เป็น

กึ่งกรุปย่อยของ        ก็ต่อเมื่อ      เปน็    กึ่งกรุปย่อยของ           

 โดยทฤษฎบีท 2.1 และ บทตั้ง 2.2 ท าให้ได้ผลลัพธ์ต่อไปนี ้

บทแทรก 2.3 ส าหรับ      ให้      และ               โดยที่            ไม่ซ้ ากัน    

ก าหนดให้                           ทุกๆ           จะได้ว่า   เป็น กึ่งกรุปย่อยของ 

         ก็ต่อเมื่อ  

                       โดยท่ี     และ               

บทพิสูจน์ ให้                         โดยท่ี     และ               

    สมมติว่า   เป็น กึ่งกรุปย่อยของ            โดยบทตั้ง 2.2 ท าให้ได้ว่า     เป็น    กึ่งกรุป

ย่อยของ         จะเห็นว่า  

                             ทุกๆ        และ 

                          โดยท่ี              และ      

โดยทฤษฎบีท 2.1 ท าให้ได้ว่า        เพราะฉะนั้น   

    สมมติว่า    ดังนั้น         จึงได้ว่า      เป็น    กึ่งกรุปย่อยของ           

เพราะฉะนั้น   เป็น กึ่งกรุปย่อยของ             

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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ทฤษฎีบทต่อไปนี้เป็นการวางนัยทั่วไปของทฤษฎบีท 1.9 โดยการก าหนดให้    เป็นเซตของ

เมทริกซ์ที่ระบุ   ต าแหน่งในแนวแถวเดียวกัน มีค่าไม่เป็น 0 

ทฤษฎีบท 2.4 ส าหรับ        ให้ , ,…,n       ,      และ               โดยที่ 

           ไม่ซ้ ากัน    

ก าหนดให้                           ทุกๆ           จะได้ว่า   เป็น กึ่งกรุปย่อยของ 
            ก็ต่อเมื่อ 

   
1 1

  1  และ \ ,   0  และ
k k

xy nm j i m j tb M R b t N i b
  

 

 
 


       


 
 

  1 2\ , ,..., , 0n k m xyx N j j j y N b      

 

บทพิสูจน์ ให้    
1 1

  1  และ \ ,   0  และ
k k

xy nm j i m j tM b M R b t N i b
  

 

 
 


       


   

  1 2\ , ,..., , 0n k m xyx N j j j y N b    

 
     สมมติว่า    เป็น กึ่งกรุปย่อยของ            และสมมติเพื่อให้เกิดข้อขดัแย้งว่า มี 

 1 2\ , ,...,n kp N j j j  ที่ท าให้ 0pib    

เลือก  ,r va c T      ซ่ึง 

 

1 1
1

1

1 2

1
,     ถา้ 

0                                     ,        ถา้ \ , ,..., ,

t

k

t j i

t

i
pi

n k

b

pa b

N j j j p



  









 

 

 


 

และ 
1

0jc   ส าหรับทุกๆ i   

จะได้ว่า 
11

1 1

m n

i ja b c  

 


 

  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกท้ังห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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1 1
1 1 1

  
m n n

i j i i ij

i

a b c a b c    

  

  


    

1 1
1

  
t t

k

ij j i ij ip pi ij

t

a b c a b c


   

1 1
1

1 1
1 1

1
  

t

t

k

t j ik
t

t j i pi

t pi

b

b b
b

  

  






 
   

   
  
 
 


  

1  1   ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง   

ดังนั้น 0pib   ส าหรับทุกๆ  1 2 \ , ,...,n kp N j j j   

นั่นคือ ส าหรบัแต่ละ  ,r va c T      จะได้ว่า 

1 1 1 11
1 1 1 1 1 1

t t

m n n m n k

i j i i ij i j ij j i ij

t
i i

a b c a b c a b c a b c       

    
 


     
 

        

                                                                 
1 1

1 1 1

m n k

i j ij j i

i

a b c a b
   

  



  


    

ต่อไปสมมติเพื่อให้เกิดข้อขดัแย้งว่า มี  1 2 \ , ,...,n kp N j j j   มี   \mt N i  ที่ท าให้ 0ptb   

ให้  ,r va c T      ซ่ึง 

 

1 1
1 1

1 2

1
,    ถ้า        

                              0                                       ,   ถ้า   \ , ,..., ,

k k

ij j t ij j i

i
pt

n k

a b a b

pa
b

N j j j p

   

 



 





 


  

 

 

 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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และ 
 1

1,   

0,  \ ,j
m

t
c

N i t









  

จะได้ว่า 
11 1 1

1 1 1 1 1

m n k n k

i j ij j i i t ij j i

i

a b c a b a b a b
       

    


  
    


        

                  1 1
1 1

1
k k

ij j t ip pt ij j ia b a b a b
   

 

 
 

       ท าใหเ้กิดข้อขัดแยง้     

ดังนั้น ทุกๆ  1 2 \ , ,...,n kp N j j j  และทุกๆ   \mt N i  ท าให้ 0ptb   

นั่นคือ ส าหรบัแต่ละ  ,r va c T      จะได้ว่า 
11

1 1

m k

j jb c
  

 

 
 

  

ในขัน้สุดท้ายเราสมมติเพื่อให้เกดิข้อขัดแย้งว่า มี   \mu N i  ที่ท าให้ 
1

0
k

j ub







  

เลือก  vc T   ซ่ึง 

 

1

1 1
1

1

1
,          ถา้     

0                                     ,        ถา้  \ ,

k

j i

k

j
j u

m

b

u
c b

N i u














  












 

 
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






  

จะได้ว่า 
1 11 1

1 1

1
k k

j i ij j u ujb c b c
  

 

   
 

      ท าให้เกดิข้อขัดแย้ง     

ดังนั้น ทุกๆ   \mu N i  ท าให้ 
1

0
k

j ub







   ยิ่งไปกว่านั้น 
1

1
k

j ib







  

สรุปได้ว่า M  

     สมมติ  M และ ก าหนดให้  ,r va c T      และ b    

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกท้ังห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ให้  1 2 , ,..., kv j j j  

จะได้ว่า 
1 1 1 1 1 1

m n m k k k

i v ij j v ij j i iv j i iv iv va b c a b c a b c b c c
         

     

 
     

         

ส่วนที่เหลือต่อจากนี้เราจะศึกษาบน       เซตของเมทริกซ์จตุรัสขนาด     บนจ านวนจริง 

ที่นิยมน ามาศึกษาบ่อยๆ เช่น เซตของเมทริกซ์แนวเฉียง และ เซตของเมทริกซ์ที่สมาชิกบนเส้นทแยงมุม

หลักมีค่าเปน็ 0    

การพิสูจน์ทฤษฎบีทต่อไปจะสะดวกขึ้น เมื่อเราทราบบทตัง้ต่อไปนี้ 

บทตั้ง 2.5 [1] ให้        และ        โดยที่     และ       

ให้                         และ        จะได้ว่า   เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ         ก็

ต่อเมื่อ                           นอกนั้นเป็น    

โดยใช้บทตั้ง 2.5 ท าใหเ้ราได้บทแทรกต่อไปนี ้

บทแทรก 2.6 ให้                        ทุกๆ        จะได้ว่า   เป็น กึ่งกรุปย่อยของ 
        ก็ต่อเมื่อ                          นอกนั้นเป็น    

ทฤษฎีบท 2.7 ให้   เป็นจ านวนนบั โดยที่     และ                        ทุกๆ        จะ
ได้ว่า   เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ       ก็ต่อเมื่อ      

บทพิสูจน ์    เราพิสูจน์โดยการพิสูจน์ขอ้ความแย้งสลับที่  โดยสมมติว่า  0  ดังนั้น จะมีเมทริกซ์ 

xyb    โดยที่ 0pqb   ส าหรับบางจ านวนนบั , np q N  เราจะแสดงว่า    ไม่เป็น กึ่งกรุปยอ่ย 

ของ        โดยแสดงว่า T T T   และแบ่งการพิสูจน์ออกเปน็ 2 กรณี คือ p q  และ p q  

กรณี 1 p q  

กรณีย่อย 1.1 1p  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกท้ังห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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นั่นคือ 11 0b   

เลือก    ,rs uva c T โดยที่ 
1,  ถา้    1     

0,  ถา้   1nj

j
a

j






 และ 
1,  ถา้    1     

0,  ถา้   1in

i
c

i






 

จะเห็นว่า 1 1 1 11
1 1 1 1

0
n n n n

n n n n na b c a b c b c b      

      

       

ดังนั้น    rs xy uva b c T     สรุปได้ว่า   ไม่เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ         

กรณีย่อย 1.2 1p  

นั่นคือ 0ppb   เมื่อ 1p  

เลือก    ,rs uva c T โดยที่ 1

1,  ถ้า         

0,  ถ้า   j

j p
a

j p






 และ 1

1,  ถา้         

0,  ถา้   i

i p
c

i p






 

จะเห็นว่า 1 1 1 1 1
1 1 1 1

0
n n n n

p p p ppa b c a b c b c b      

      

       

ดังนั้น    rs xy uva b c T     สรุปได้ว่า   ไม่เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ         

กรณี 2 p q  

กรณีย่อย 2.1 1p หรือ 1q  

สมมติว่า 1p  ดังนั้น 1q และ 1 0qb   

เราแบ่งการพิสูจน์ออกเป็น 2 กรณีย่อย ดังนี้ q n  และ q n  

กรณีย่อย 2.1.1 q n  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกท้ังห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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เลือก    ,rs uva c T โดยที่
  

1,  ถา้    1     

0,  ถา้   1nj

j
a

j






 และ 
1,  ถ้า          

0,  ถ้า   in

i q
c

i q






 

จะเห็นว่า 1 1 1
1 1 1

0
n n n

n n n n qa b c a b c b    

    

     

ดังนั้น    rs xy uva b c T     สรุปได้ว่า   ไม่เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ         

กรณีย่อย 2.1.2 q n  

เลือก    ,rs uva c T โดยที่
  

2

1,  ถ้า      1     

0,  ถ้า     1j

j
a

j






 และ 2

1,  ถา้             

0,  ถา้    i

i n
c

i n






 

จะเห็นว่า 2 2 21 1 2 1
1 1 1

0
n n n

qa b c a b c b    

    

     

ดังนั้น    rs xy uva b c T     สรุปได้ว่า   ไม่เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ         

ต่อไปสมมติว่า 1q  ดังนั้น 1p และ 1 0pb   

เราแบ่งการพิสูจน์ออกเป็น 2 กรณีย่อย ดังนี้ p n  และ p n  

กรณีย่อย 2.1.3 p n  

เลือก    ,rs uva c T โดยที่
  

1,  ถา้          

0,  ถา้   nj

j p
a

j p






 และ 
1,  ถา้    1     

0,  ถา้  1in

i
c

i






 

จะเห็นว่า 1
1 1 1

0
n n n

n n np p n pa b c a b c b    

    

     

ดังนั้น    rs xy uva b c T     สรุปได้ว่า   ไม่เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ         

กรณีย่อย 2.1.4 p n  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกท้ังห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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เลือก    ,rs uva c T โดยที่
  

2

1,  ถา้         

0,  ถา้   j

j p
a

j p






 และ 2

1,  ถา้   1     

0,  ถา้  1i

i
c

i






 

จะเห็นว่า 2 2 2 2 1
1 1 1

0
n n n

p p pa b c a b c b    

    

     

ดังนั้น    rs xy uva b c T     สรุปได้ว่า   ไม่เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ         

กรณีย่อย 2.2 1p และ 1q  

นั่นคือ 0pqb   เมื่อ 1p และ 1q  

เลือก    ,rs uva c T โดยที่ 1

1,  ถ้า         

0,  ถ้า   j

j p
a

j p






 และ 1

1,  ถา้         

0,  ถา้   i

i q
c

i q






 

จะเห็นว่า 1 1 1 1 1
1 1 1 1

0
n n n n

p p p pqa b c a b c b c b      

      

       

ดังนั้น    rs xy uva b c T     สรุปได้ว่า   ไม่เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ         

จากทุกกรณีสรุปได้ว่า   ไม่เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ         

     เห็นได้ชัดว่า ถ้า      แล้ว   เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ         

ทฤษฎีบทสุดท้าย เราพิจารณาบนเซตของเมทริกซ์แนวเฉียง ซ่ึงเซตของเมทริกซ์แนวเฉียงเป็นกึ่ง

กรุปภายใต้การคูณปกติของเมทรกิซ์ ท าให้ได้ว่า เมื่อ   คือ เซตของเมทริกซ์แนวเฉียง  จะได้      

ส าหรับทุกๆ      แสดงให้เหน็ว่า   เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ       ส าหรับทุกๆ        

ทฤษฎีบท 2.8 ให้                        เมื่อ      จะได้ว่า   เป็น กึ่งกรุปย่อยของ        

ก็ต่อเมื่อ T  

บทพิสูจน์      สมมติว่า    เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ        และให้         

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกท้ังห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ก าหนดให้        โดยที่     และ เลือก               โดยที่       และ       

จะได้ว่า                                       
 
   

 
   

 
    ดังนั้น         

สรุปได้ว่า    

     เห็นได้ชัดว่า ถ้า    แล้ว   เป็น กึ่งกรุปย่อย ของ         

 

3. สรุป 
บทความวิจัยช้ินนี้ได้สร้างทฤษฎีบทที่เป็นการวางนัยทั่วไปกว่าเดิม นั่นคือ ทฤษฎีบท 2.1 เป็นการ

วางนัยทั่วไปของทฤษฎีบท 1.8 และ ทฤษฎีบท 2.4 เป็นการวางนัยทั่วไปของทฤษฎีบท 1.9 นอกจากนี้ เรา

ยังศึกษารูปแบบของ เซตย่อย   ของ        ที่ท าให้   เป็น กึ่งกรุปย่อยของ         เมื่อ   เป็น

เซตของเมทริกซ์ที่สมาชิกในแนวเส้นทแยงมุมมีค่าเป็น 0 (บทแทรก 2.6 และ ทฤษฎีบท 2.7) และ เซตของ

เมทริกซ์แนวเฉียง (ทฤษฎีบท 2.8)  

ผลจากงานวิจัยข้างต้นท าให้ได้ตัวอย่างของเซตย่อย   ของ         ที่ท าให้   เป็น กึ่งกรุปย่อย 

ของ          เมื่อ   เป็นเซตย่อยของ          ตามก าหนด ส่งผลให้ได้รับความสะดวกในการขยาย

งานวิจัยในอนาคต เช่น การศึกษารูปแบบของ เซตย่อย   ของ         ซ่ึง   เป็นไอดีลของ          

เป็นต้น 
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