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บทคัดย่อ 
วิธีการปรับใหเ้รียบท่ีเรียกวา่ Penalized Spline เป็นวิธีการหน่ึงในการประมาณค่าฟังกช์นัจากตวั

แบบการถดถอยแบบไร้พารามิเตอร์ ซ่ึงวิธีการน้ีในการคาํนวณค่อนขา้งยุง่ยากเพราะตอ้งมีการปรับค่าท่ี
เรียกวา่ ค่าพารามิเตอร์ปรับใหเ้รียบ (smoothing parameter) ใหเ้หมาะสมกบัฟังกช์นัท่ีตอ้งการประมาณ 
บทความน้ีไดน้าํเสนอกลุ่มคาํสั่ง SemiPar ในโปรแกรมอาร์ท่ีช่วยในการประมาณค่าจากวิธี Penalized 
Spline  ทาํใหส้ะดวกรวดเร็วมากยิง่ข้ึน นอกจากน้ียงัแสดงตวัอยา่งเพ่ือเปรียบเทียบประสิทธิภาพและการ
ประมาณค่าจากวธีิของ Penalized Spline สมการถดถอยเชิงเส้นอยา่งง่าย และสมการถดถอยกาํลงัสอง 

 

คาํสําคญั :  พารามิเตอร์ปรับใหเ้รียบ, วธีิการปรับใหเ้รียบ, สมการถดถอยแบบไร้พารามิเตอร์ 
 

Abstract 
 The Penalized Spline method  is one method of smoothing method for estimating function on 
nonparametric regression  model.  The Penalized Spline method has a smoothing parameter to adjust 
the desired flexibility function, so it is very complicated  to  evaluate function.  This paper provides a 
command of SemiPar package in Program R that can help the user  to estimate unknown function, 
while there is the example to compare the efficiency and estimation of Penalized Spline method, linear 
regression  method , and  polynomial regression method. 
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1. บทนํา 
การวิเคราะห์การถดถอย (Regression Analysis) เป็นวิธีการวิเคราะห์ขอ้มูลเพ่ือหารูปแบบ

ความสัมพนัธ์ของตวัแปรตาม (y) และตวัแปรอิสระ (x) ตั้งแต่หน่ึงตวัข้ึนไป เป็นวิธีการทางสถิติท่ีสร้าง
สมการถดถอยเพ่ือใชพ้ยากรณ์ตวัแปรตาม ซ่ึงวธีิการน้ีมีขอ้สมมติเบ้ืองตน้ คือประชากรตอ้งมีการแจกแจง
แบบปกติ  ตัวแปรตามและตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์เชิงเส้นตรง ความแปรปรวนของความ
คลาดเคล่ือนมีความคงท่ี และตวัแปรอิสระตอ้งมีความสัมพนัธ์ซ่ึงกนัและกนั  (Multicollinearity)  ซ่ึง
บางคร้ังขอ้มูลท่ีตอ้งการใชไ้ม่เป็นไปตามขอ้สมมติเบ้ืองตน้ทาํให้อาจเกิดความความคลาดเคล่ือนในการ
พยากรณ์ได ้เพ่ือแกปั้ญหาการวิเคราะห์การถดถอยท่ีมีขอ้สมมติเบ้ืองตน้มากจึงไดมี้การสร้างตวัแบบการ
ถดถอยแบบไร้พารามิเตอร์ (Nonparametric Regression Model)  

ตวัแบบการถดถอยแบบไร้พารามิเตอร์ หรือเรียกวา่วธีิการปรับใหเ้รียบ (Smoothing Methods) มี
หลายวิธีท่ีนิยมใช ้เช่น วิธี local polynomial regression [1,2] สมการถดถอยแบบสไปลน์ (regression 
splines) [3,4]  smoothing splines [5,6] และ Penalized Spline [7] วิธีเหล่าน้ีไม่มีขอ้สมมติเบ้ืองตน้ของ
ขอ้มูลแต่เป็นสร้างฟังกช์นัของตวัแปรตาม กบัตวัแปรอิสระเพ่ือพิจารณาปรับค่าของตวัแปรตามให้เรียบ
ไปตามค่าของตวัแปรอิสระซ่ึงข้ึนอยูก่บัค่าคงท่ีท่ีเรียกวา่ แบนวิทช์ (Bandwidth) หรือ ค่าพารามิเตอร์ปรับ
ใหเ้รียบ (smoothing parameter)  

วิธีการหาค่าฟังกช์นัของตวัแปรตามในแต่ละวิธีมีการคาํนวณท่ีค่อนขา้งยุง่ยากจึงไดมี้การนาํเอา
โปรแกรมคอมพิวเตอร์มาช่วยในการสร้างฟังกช์นั โปรแกรมอาร์ (R Program) เป็นโปรแกรมหน่ึงท่ีมีการ
สร้างชุดคาํสั่งสาํหรับวิธี Penalized Spline เรียกวา่ ชุดคาํสั่ง SemiPar  เป็นชุดคาํสั่งท่ีสร้างข้ึนเพ่ือสร้าง
ฟังกช์นัปรับให้เรียบ สาํหรับตวัแปรอิสระตวัเดียวและมากกว่า นอกจากน้ียงัสามารถพยากรณ์ขอ้มูลของ
ตวัแปรตามในอนาคตไดอี้กดว้ย 

โปรแกรมอาร์ เป็นโปรแกรมท่ีเขียนเป็นภาษาเพ่ือใชใ้นการวเิคราะห์ขอ้มูลทางสถิติ ผูท่ี้ตอ้งการ
ใชส้ามารถดาวน์โหลดโดยไม่เสียค่าใชจ่้ายท่ีเวบ็ไซด ์http://www.R-project.org ซ่ึงโปรแกรมน้ีไดพ้ฒันา
มาจากภาษาเอส (S Language) โดย Becker และ Chambers  [8]  Becker และคณะ [9]  Chambers และ 
Hastie [10]  และ Chambers [11]  ในโปรแกรมอาร์มีชุดคาํสั่งสาํหรับวิเคราะห์ขอ้มูลในแต่ละประเภทอยู่
มากมายแลว้ข้ึนอยูก่บัผูใ้ชว้า่ตอ้งการใชเ้ร่ืองใดก็สามารถดาวนโ์หลดไดโ้ดยไม่เสียค่าใชจ่้าย  
 ในบทความน้ีไดน้าํเสนอตวัแบบของสถิติแบบไร้พารามิเตอร์ วิธี Penalized Spline เพ่ือใช้
สาํหรับสร้างฟังกช์นัการปรับใหเ้รียบ และการเขียนชุดคาํสัง่ SemiPar ในโปรแกรมอาร์ 
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2.วธีิ Penalized Spline   
 การสร้างตวัแบบการถดถอยแบบไร้พารามิเตอร์สามารถเขียนฟังกช์นัอยา่งง่ายไดด้งัน้ี  

          ( ) , 1, 2,...,t t ty f x t n                                                           (1) 
เม่ือ  , 1, 2,...,tx t n   คือตวัแปรอิสระ  , 1, 2,...,ty t n  คือตวัแปรตาม   ( )tf x   เป็นฟังกช์นัการ
ถดถอยแบบไร้พารามิเตอร์ท่ีตอ้งการประมาณ และ , 1, 2,...,t t n   แทนค่าความคลาดเคล่ือน   
 Eubank [3] และ Eubank [4]  ไดเ้สนอวิธีการสร้างสมการถดถอยแบบสไปลน์ (regression 
spline) เป็นวิธีเฉพาะโดยพิจารณาขอบเขตในกลุ่มของค่า 

0. 1 2 1, , ,..., ,K K                                                               (2)                                      

ซ่ึงจะอยูใ่นช่วง [ , ]a b  ท่ีขอบเขต 0 1 1.... K Ka b           โดยกาํหนดค่าขอบเขต
เรียกวา่ ค่าน็อต (knot) และ  , 1, 2,...,r r K   เรียกวา่ค่าน็อตภายในหรือค่าน็อตเร่ิมตน้ 
 สมการถดถอยแบบสไปลน์สามารถสร้างโดยใชก้ารยกกาํลงั l  ค่าของ l  กาํหนดจากลกัษณะ
ของขอ้มูล เม่ือขอ้มูลมีลกัษณะเป็นค่าคงท่ี ค่า 0l    ลกัษณะเชิงเส้นตรง 1l   ลกัษณะกาํลงัสอง 

2l   และลกัษณะยกกาํลงัสาม 3l    กบั ค่าน็อต K  ข้ึนอยูก่บัฟังกช์นัสูญเสียและค่าขอบเขตภายใน 
( 1 2, ,..., K   )  

11, ,..., , ( ) ,..., ( )l l l
Kx x x x                                                   (3)                                      

เม่ือ  lw  คือ การยกกาํลงั  l ของค่าท่ีเป็นบวก w  โดยท่ี max(0, )w w   
ในสมการท่ี (3) เป็นการใชก้ารยกกาํลงัของการแบ่งค่า ซ่ึงสามารถนาํไปใชเ้ขียนฟังก์ชนัการ

ถดถอยแบบสไปลน์ไดด้งัน้ี   

0 1

( ) ( )
l K

s l
s l r r

s r

f x x x   
 

                                                     (4)                       

เม่ือ  0 1, ,..., l K    เป็นค่าสมัประสิทธ์ท่ีตอ้งการประมาณเพ่ือใหไ้ดต้วัประมาณท่ีเหมาะสมโดยใชว้ิธี
ใหท้าํใหฟั้งกช์นัสูญเสียมีค่าตํ่าสุด  

จากงานวจิยัขา้งตน้ Ruppert และ Carroll [12] ไดพ้ฒันาการถดถอยแบบสไปลน์สู่วธีิ  
Penalized Spline เป็นวิธีการประมาณค่าฟังก์ชนัปรับให้เรียบโดยใชฟั้งก์ชนัการแบ่งค่าแบบยกกาํลงั  
(Truncated Power Function)   ซ่ึงสามารถเขียนฟังกช์นัไดด้งัน้ี                    

       
1

2 1

0 1

( )
m K

mj
t j t l t l

j l

f x x x  




 

                                               (5)                          

เม่ือ ))(,0(~],...,[ 2/12/12
1

   NT
K  กาํหนดให้ค่า  ( , )a b   ของ   หมายถึง 

2 1m

a b    และค่าสัมประสิทธ์ิของ   2 1m

t lx    เป็นค่า  penalized ซ่ึงนาํค่าน็อตท่ีลาํดบั K มาใช ้ 
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ส่วนค่า m ท่ีปรากฏในสมการท่ี (5)  โดยค่า m สามารถกาํหนดได ้4 ค่าคือ 0 1 2 3  แต่ละค่าจะแสดง
ลกัษณะของขอ้มูลเป็น ค่าคงท่ี (m=0) เชิงเส้นตรง (m=1) รูปแบบกาํลงัสอง (m=2) และรูปแบบยกกาํลงั
สาม (m=3) ในการกาํหนดค่าเหล่าน้ีข้ึนอยูก่บัลกัษณะของขอ้มูล 

ในบทความน้ีสนใจขอ้มูลของตวัแปรตามท่ีมีลกัษณะกาํลงัสอง (quadratic) หรือ m=2 ซ่ึงขอ้มูล
ส่วนใหญ่มีลกัษณะไม่อยูใ่นรูปแบบเชิงเส้นสามารถเขียนฟังกช์นัได ้ดงัน้ี                                                                     

                                          3

0 1
1

( , )
K

t t l t l
l

f x x x    


                                                  (6)                  

เม่ือ  T
K ),...,,,( 110    คือค่าสัมประสิทธ์ิของตวัแบบการถถดถอยแบบไร้พารามิเตอร์ และ

ค่าน็อต คือ  K  ...21   ซ่ึงค่า  K สามารถเลือกใชไ้ดจ้ากวิธีพิจารณาความแตกต่างกนัระหวา่ง
ขอ้มูลจริงและค่าท่ีประมาณได ้(cross validation method) หรือเกณฑก์ารพิจารณาตวัแบบ เช่น  BIC หรือ 
AIC 

ตวัประมาณของ  Penalized Spline  ( ˆ (.)f ) สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปเมตริกซ์ไดด้งัน้ี  
       3 1ˆ ( )T Tf C C C D C y                                                    (7)             

เม่ือกาํหนดให ้  คือค่าพารามิเตอร์ปรับใหเ้รียบ (Smoothing Parameter) และ ˆ ( )f x  เป็นตวัประมาณ
ไม่เอนเอียงเชิงเส้นท่ีดีท่ีสุด (EBLUP) ([13]) และเมตริกซ์ C  และ D  คือ  
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 ชุดคาํสั่ง SemiPar ในโปรแกรมอาร์ จะช่วยในการประมาณค่าตวัประมาณของ  Penalized 
Spline  ( ˆ (.)f ) 

 
3. ตัวอย่าง  
 ขอ้มูลท่ีนาํมาวิเคราะห์น้ีเก็บโดย  Bralower และคณะ [14]  เป็นการวดัขอ้มูลอตัราส่วนของ
ไอโซโทปสโตรเทียม (strontium isotope) ซ่ึงสามารถพบไดใ้นซากดึกดาํบรรพข์องหอยใหเ้ป็นตวัแปร
ตาม และอายุของซากหอยดึกดาํบรรพมี์หน่วยเป็นลา้นปี ให้เป็นตวัแปรอิสระ ทั้งหมด 160 ค่า ลกัษณะ
การกระจายของขอ้มูลดงัรูปท่ี 1  
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รูปที ่1 แสดงแผนภาพการกระจายของอตัราส่วนไอโซโทปสโตรเทียมและอายขุองซาก 
หอยดึกดาํบรรพ ์

 

ในการประมาณค่าค่าตวัประมาณของ  Penalized Spline  ( ˆ (.)f ) สามารถเรียกชุดคาํสั่ง 
SemiPar จากโปรแกรมอาร์ดว้ยคาํสัง่ (ในโปรแกรมอาร์จะแสดงเคร่ืองหมาย > ก่อนเขียนคาํสัง่)  
> library(SemiPar) 
หลงัจากนั้นประมาณโดยกาํหนดใหต้วัแปรตามช่ือ strontium.ratio  และตวัแปรอิสระช่ือ age  ดว้ยคาํสัง่ 
>  fit1 <- spm(strontium.ratio ~ f(age))  
ถา้ตอ้งการดูผลลพัธ์ใหก้าํหนดคาํสัง่  
>  summary(fit1) 
จะปรากฏผลลพัธ์ดงัรูปท่ี2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่2 แสดงผลลพัธจ์ากโปรแกรมอาร์ 
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จากผลลพัธ์ท่ีไดค่้า df   คือค่าผลรวมเส้นทแยงมุมของ เมตริกซ์        3 1( )T TC C C D C   
ค่า  spar คือค่า   หรือเรียกวา่ค่า พารามิเตอร์ปรับใหเ้รียบ และค่า knots แทนค่าน็อต  ซ่ึงผลลพัธ์ท่ีจาก
การประมาณค่าสามารถเขียนเป็นกราฟเส้นแสดงดงัรูปท่ี 3 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที ่3 แสดงกราฟท่ีไดจ้ากการประมาณดว้ยวธีิ Penalized Spline 
  

        จากตวัอยา่งขอ้มูลชุดเดิมสามารถนาํมาวเิคราะห์ดว้ยวิธีการวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้นอยา่งง่ายจาก
คาํสัง่ 
> fit2 <- lm(strontium.ratio ~ age) 

 ไดส้มการถดถอยจากวิธีกาํลงัสองนอ้ยท่ีสุด ดงัน้ี 6ˆ 0.7075 1.43 10y x     ดงัรูปท่ี 4 
และถา้ลองปรับสมการใหอ้ยูใ่นรูปสมการถดถอยกาํลงัสองดว้ยคาํสัง่  
> Z = age^2 
> fit3 <- lm(strontium.ratio ~ age + Z) 
ไดส้มการถดถอยจากวธีิกาํลงัสองนอ้ยท่ีสุด ดงัน้ี 

5 7 2ˆ 0.71103 6.723 10 3.067 10y x x       ดงัรูปท่ี 4   
 จากรูปแบบสมการถดถอยทั้ง 3 วิธีไดแ้ก่ 
 1.  วิธี Penalized Spline จากรูปแบบสมการถดถอยแบบไร้พารามิเตอร์  (จากรูปท่ี 2) 
 2.  วิธีการวเิคราะห์ดว้ยสมการถดถอยเชิงเส้นอยา่งง่าย (Simple Linear Regression)  (จากรูปท่ี 4) 
 3.  วิธีการวเิคราะห์ดว้ยสมการถดถอยกาํลงัสอง (Polynomial Regression) (จากรูปท่ี 4) 
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พิจารณาประสิทธิภาพการประมาณดว้ยวิธีหาค่าเฉล่ียความคลาดเคล่ือนกาํลงัสอง (MSE) จากสูตร  
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เม่ือ  iy   คือค่าสงัเกตจากขอ้มูลจริง และ ˆiy  คือค่าท่ีไดจ้ากการประมาณ ไดผ้ลดงัน้ี 
วธีิ Penalized Spline  Linear Regression Polynomial Regression 

MSE 105.6059 10  95.5612 10  94.9040 10  
 

จากตารางพบวา่ค่า MSE ของวิธี Penalized Spline มีค่าต ํ่าสุดรองลงมาคือ สมการถดถอยกาํลงัสองและ
สมการถดถอยเชิงเส้น หรือสามารถดูการกระจายของค่าประมาณไดจ้ากรูปท่ี 5 

รูปที ่4 แสดงผลลพัธจ์ากโปรแกรมอาร์ จากวธีิสมการถดถอยเชิงเสน้อยา่งง่าย และวธีิการถดถอย 
ยกกาํลงัสอง 
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รูปที ่5  แสดงการประมาณค่าจากวธีิ Penalized Spline วธีิสมการถดถอยเชิงเสน้อยา่งง่าย และวธีิการถดถอยยกกาํลงัสอง

  
             จากรูปท่ี 5 จะเห็นไดว้า่ลกัษณะของขอ้มูลมีความสาํคญัต่อการเลือกวิธีในการประมาณค่าฟังกช์นั
จากรูปแรกวิธี Penalized  Spline เหมาะสําหรับขอ้มูลท่ีมีลกัษณะไม่เชิงเส้นและตวัแปรอิสระไม่
จาํเป็นตอ้งเป็นขอ้มูลเชิงปริมาณก็สามารถใชเ้พ่ือประมาณค่าฟังก์ชนัได ้ส่วนวิธีสมการถดถอยเชิงเส้น 
(Linear Regression) เหมาะสาํหรับตวัแปรอิสระและตวัแปรตามมีความสัมพนัธ์กนัในเชิงเส้น และวิธี
สุดทา้ยคือสมการถดถอยเชิงเส้นยกกาํลงัสอง (Polynomial Regression) เหมาะสาํหรับขอ้มูลท่ีมีรูปแบบ
เป็นเส้นโคง้กาํลงัสอง ดงันั้นก่อนท่ีจะเลือกวธีิใดควรสร้างแผนภาพการกระจายเพื่อดูลกัษณะการกระจาย
ขอ้มูลก่อนท่ีจะเลือกวธีิท่ีเหมาะสมในการประมาณค่า 
 
4. บทสรุป 
 การใช้โปรแกรมสําเร็จรูปท่ีไม่มีปัญหาทางลิขสิทธ์ิ เช่น โปรแกรมอาร์ ช่วยให้การวิเคราะห์
ขอ้มูลทางสถิติทาํงานไดห้ลากหลายมากยิง่ข้ึน ในโปรแกรมอาร์มีชุดคาํสั่งอยูม่ากมาย ชุดคาํสั่ง SemiPar 
ผูใ้ชส้ามารถดาวน์โหลดไดฟ้รีผ่านเครือข่ายอินเตอร์เน็ตโดยเรียกจากโปรแกรมอาร์  ชุดคาํสั่งน้ีช่วยใน
การประมาณค่าฟังกช์นัจากวิธีของ Penalized Spline ไดส้ะดวกมากข้ึน โดยเฉพาะขอ้มูลท่ีมีลกัษณะไม่
เชิงเส้น (Non-linear) และขอ้มูลไม่เป็นไปตามเง่ือนไขของการประมาณค่าจากการวิเคราะห์การถดถอย 
เพ่ือหลีกเล่ียงปัญหาดงักล่าว การใชต้วัแบบการถดถอยแบบไร้พารามิเตอร์ช่วยในการประมาณค่าฟังกช์นั
ไดดี้กวา่   

ในบทความน้ีจึงได้อธิบายคาํสั่งของการทาํงานท่ีจาํเป็นในการประมาณค่าฟังก์ชันจากวิธี 
Penalized Spline อยา่งละเอียดเหมาะสาํหรับผูส้นใจท่ีจะวเิคราะห์ขอ้มูลและแปลผลดว้ยวธีิน้ี   
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