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บทคัดย่อ  
งานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จะน าเสนอผลการตอบสนองทางด้านพลวัตของโครงสร้างคาน

และแผ่นบางแบบแซนด์วิชที่สร้างมาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่
หลายแรง การวิเคราะห์จะอยู่บนพ้ืนฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งและทฤษฎีการ
เปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สาม ซึ่งทั้งสองทฤษฎีได้รวมผลกระทบจากการเปลี่ยนรูปเฉือนในหน้าตัด
โครงสร้าง ส าหรับสมการการเคลื่อนที่ของโครงสร้างสามารถหาได้โดยการประยุกต์ใช้งานสมการ
ของลากรางจ์ และใช้ระเบียบวิธีของริทต์และนิวมาร์คเพ่ือหาผลลัพธ์จากการสั่นสะเทือนแบบ
อิสระและแบบบังคับของโครงสร้างด้วยเงื่อนไขขอบเขตที่แตกต่างกัน โดยที่ฟังก์ชันรูปร่างที่สมมุติ
ขึ้นตามระเบียบวิธีของริทซ์จะอยู่ในรูปฟังก์ชันพหุนามส าหรับโครงสร้างคานและอยู่ในรูปฟังก์ชัน
พหุนามแบบแกรมชมิดต์ส าหรับโครงสร้างแผ่นบาง  

โดยในศึกษาครั้งนี้จะพิจารณาถึงผลกระทบจากอัตราความหนาแต่ละชั้น เงื่อนไข
ขอบเขต ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ ความเร็วและจ านวนของแรงที่กระท า ความถี่และเฟส
ของแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ ค่าคงที่ของสปริงส าหรับฐานรองรับแบบยืดหยุ่นและอ่ืน ๆ ซึ่งมี
ผลกระทบต่อค่าความถ่ีธรรมชาติและการตอบสนองทางด้านพลวัตของโครงสร้างจะถูกศึกษาและ
อธิบาย จากการศึกษาแสดงให้เห็นว่า เมื่อความเร็วของแรงที่กระท าบนโครงสร้างเพ่ิมขึ้นระยะ
การโก่งไร้มิติจะเพ่ิมขึ้นถึงจุดสูงสุด ณ ค่าความเร็วค่าหนึ่ง ซึ่งจุดนี้เรียกว่า ความเร็ววิกฤต 
(Critical velocity) หลังจากผ่านจุดความเร็ววิกฤตระยะการโก่งไร้มิติก็จะลดลง และผลกระทบ
ของระยะห่างระหว่างแรงที่กระท าแบบเคลื่อนที่ยังเป็นพารามิเตอร์ส าคัญต่อระยะโก่งของ
โครงสร้างอีกด้วย และจากการศึกษาพบว่าทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเนื่องจากการเฉือนล าดับที่หนึ่ง
และล าดับที่สามของโครงสร้างคานนั้นมีความแตกต่างเฉลี่ยตลอดช่วงความเร็วอยู่ที่ 6.2 % 
ส าหรับโครงสร้างแบบแกนกลางอ่อนและอัตราส่วนความยาวต่อความสูงเท่ากับ 5  

 
 

  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



 

II 
 

Thesis Dynamic analysis of functionally graded beam and 
plate structures under multiple moving loads 

Student   Mr.Wachirawit  Songsuwan 
Student ID.   59601322 
Degree    Doctor  of  Engineering 

Program   Mechanical  Engineering 
Year    2023 
Thesis Advisor  Asst. Prof. Dr. Monsak Pimsarn 
 

ABSTRACT 
 This thesis presents dynamic responses of beam- and plate-like structures 
in form of sandwich configuration which are made of functionally graded 
materials (FGMs) under multiple moving loads. The analyses of such problems 
are based on the first- and third-order shear deformation theories. Both 
theories have considered the influences of shear deformation at the cross-
section of the structures. For the equations of motion used for describing 
dynamic behavior of such structures, these equations can be derived by using 
the Lagrange equation method cooperating with Ritz method and the time-
integration method of Newmark in order to find out the solutions of free and 
forced vibration of the structures with various general boundary conditions. 
For shape functions, they are assumed to be polynomial functions in form of 
power series for beam analysis and Gram-Schmidt polynomial series for plate 
analysis.  

 In this study, we consider the influences of layer thickness ratio, boundary 
conditions, index of material gradient, velocity and number of moving loads, 
external frequency and shift phases of the external moving loading, spring 
constants at the supports and etc. that have significant impact on the results 
of natural frequency and dynamic responses of the considered structures in 
this thesis. Based on the results of this study, it can be revealed that when the 
velocity of the loads increases, the dimensionless dynamic deflection is 
increased accordingly to reach the maximum point at the critical velocity after 
that the deflection is decreased. Additionally, the influence of distance 
between the loads also plays an important role for the variation of dynamic 
deflection. Additionally, this study found that the deformations based on the 
first and third order shear deformation theories are different as compared to 
each other around averagely 6.2% throughout considered velocity, for the 
case of soft core and the slenderness ratio around 5.    
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บทที่ 1 

บทน ำ 
 

1.1 ที่มำและควำมส ำคัญ 
 ความก้าวหน้าทางเทคโนโลยีการผลิตวัสดุถูกน ามาใช้เพื่อพัฒนาวัสดุรุ่นใหม่เพื่อตอบสนอง
ความต้องการใช้งาน ตั้งแต่ประวัติศาสตร์ของอารยธรรมมนุษย์วิวัฒนาการจากเครื่องมือหินไปจนถึง
ยุคอวกาศ นวัตกรรมของวัสดุบางอย่างในแต่ละยุคก็ถูกสร้างขึ้นเพื่อรองรับการพัฒนาเทคโนโลยี ส่วน
ในยุคอวกาศได้มีการน าวัสดุคอมโพสิตมาใช้เพื่อสร้างโครงสร้างอัจฉริยะที่แข็งแรงและน้ าหนักเบา 
ส าหรับวัสดุคอมโพสิตนั้นจะมีองค์ประกอบของวัสดุที่แตกต่างกันตั้งแต่ 2 ชนิดขึ้นไป และท าให้มี
คุณสมบัติตามที่ต้องการในการใช้งานเฉพาะด้าน วัสดุคอมโพสิตที่น้ าหนักเบามักจะเป็นที่รู้จักกันในชื่อ
วัสดุคอมโพสิตที่เป็นชั้นลามิเนตแบบเส้นใยซึ่งถูกน ามาใช้กันอย่างแพร่หลายในอุตสาหกรรมการบิน 
ยานยนต์ อุตสาหกรรมทางทะเลและการใช้งานด้านวิศวกรรมอื่น ๆ อย่างไรก็ตาม ถ้าคุณสมบัติเชิงกล
ที่ไม่ตรงกันระหว่างส่วนเชื่อมต่อของวัสดุที่แตกต่างกันสองชนิดอาจท าให้เกิดความเค้นระหว่างชั้นลามิ
เนตที่สูง ส่งผลให้เกิดปัญหาการแยกตัวของชั้น (Delamination) ได้ โดยเฉพาะอย่างยิ่งใน
สภาพแวดล้อมที่มีอุณหภูมิสูง นอกเหนือจากวัสดุคอมโพสิตแล้ว ก็จะเป็นวัสดุประเภทเนื้อเดียวแบบ
ไอโซทรอปิกซึ่งก็มีหลากหลายชนิดได้ถูกน ามาใช้อย่างแพร่หลายในสาขาวิศวกรรมต่าง ๆ มาเป็นเวลา
ยาวนาน เช่น วัสดุในกลุ่มโลหะและพอลิเมอร์  โดยวัสดุในกลุ่มโลหะจะมีความแข็งแรงและทนทานสูง 
ในขณะที่พอลิเมอร์ มีความยืดหยุ่นสูงและทนต่อการกดักร่อนได้ดี อย่างไรก็ตามวัสดุในกลุ่มที่กล่าวมา
ไม่สามารถทนต่ออุณหภูมิที่สูงได้มากนัก ดังนั้นเพื่อที่จะปรับปรุงคุณสมบัติในด้านความต้านทานด้าน
ความร้อน จึงได้น าวัสดุในกลุ่มเซรามิกมาใชเ้พื่อผสมกับโลหะหรือพอลิเมอร์  ซึ่งจะรวมเอาข้อดีของทั้ง
สองวัสดุเข้าด้วยกันและเนื่องจากการพัฒนาอย่างรวดเร็วและมีแนวโน้มที่จะใช้วัสดุส าหรับสร้าง
ชิ้นส่วนทางวิศวกรรมที่ต้องรับภาระทางกลภายใต้สภาพแวดล้อมที่มีอุณหภูมิสูง ดังนั้นจึงเป็นเรื่อง
ส าคัญที่จะต้องสร้างวัสดุประเภทใหม่เพื่อรองรับความต้องการดังกล่าว 

วัสดุเชิงฟังก์ชัน (Functionally graded materials, FGMs) เป็นวัสดุขั้นสูงซึ่งมีคุณสมบัติที่
แตกต่างกัน ณ ต าแหน่งต่างๆ เนื่องจากวัสดุเชิงฟังก์ชันเป็นวัสดุแขนงหนึ่งของวัสดุคอมโพสิต โดย
องค์ประกอบของวัสดุเชิงฟังก์ชันนั้นถือว่าเปลี่ยนแปลงอย่างราบรื่นและต่อเนื่องตลอดแนว ซึ่งได้ถูก
น าเสนอครั้งแรกโดยนักวิทยาศาสตร์ชาวญี่ปุ่นในช่วงกลางทศวรรษที่ 1980 โดยเป็นวัสดุที่ทนต่อ
อุณหภูมิสูงและมีการใช้งานด้านการบินและอวกาศ[1-2] ปัจจุบันพบว่าวัสดุเชิงฟังก์ชันมีการน าไปใช้
กันอย่างกว้างขวาง เช่น ในอุปกรณ์ไฟฟ้า ด้านพลังงาน วิศวกรรมชีวการแพทย์ และออปติก ฯลฯ 
วัสดุเชิงฟังก์ชันในช่วงแรก ๆ แนวคิดและข้อมูลที่ส าคัญส่วนใหญ่ไม่ค่อยแพร่หลายมากนักและ
ส่วนมากจะอยู่ในประเทศญี่ปุ่นเท่านั้น หนังสือเล่มแรกที่เกี่ยวกับวัสดุเชิงฟังก์ชันที่ถูกเขียนเป็น
ภาษาอังกฤษและได้รับการตีพิมพ์ในลอนดอน ประเทศอังกฤษโดย มิยาโมโตะ (Miyamoto) และ
คณะ ในปี ค.ศ. 1999[3] โดยมีค าอธิบายที่ครอบคลุมเกี่ยวกับปัจจัยพื้นฐาน กระบวนการผลิต การ
ออกแบบ และการน าไปใช้งานส าหรับนักวิจัยที่สนใจ 

จากรูปที่ 1.1 เป็นตัวอย่างตามธรรมชาตซิึ่งเป็นแรงบันดาลใจส าหรับการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
ซึ่งเป็นตัวอย่างที่ดีมากส าหรับแนวคิดที่เกี่ยวกับวัสดุเชิงฟังก์ชัน ยกตัวอย่างเช่น ฟันซึ่งมีคุณสมบัติ
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ความเหนียวสูงที่ผิวด้านในเพื่อหลีกเลี่ยงการล้าและความเปราะ ในขณะที่ผิวด้านนอกต้องการความ
แข็งแรงสูงเพื่อหลีกเลี่ยงการสึกหรอจากการขบเคี้ยวสิ่งต่าง ๆ เป็นตัน 

กลไกในการเติบโตของพืชก็เป็นอีกตัวอย่างหนึ่งซึ่งเป็นแรงบันดาลใจส าหรับการสร้างวัสดุเชิง
ฟังก์ชันเช่นกัน โดยที่ส่วนตามแนวขวางของล าต้นของต้นไม้แสดงในรูปที่ 1.1 ซึ่งแสดงทิศทางการ
เจริญเติบโตจากด้านในสู่ผิวด้านนอก โดยที่ผิวภายนอกต้องการความแข็งแรงเพื่อปกป้องส่วนที่อ่อน
กว่าซึ่งอยู่ส่วนภายในล าต้นมีหน้าที่ในการดูดซับน้ า 

 

 
รูปที่ 1.1 ตัวอย่างตามธรรมชาตทิี่เป็นแรงบันดาลใจส าหรับการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชัน[4] 

 

 
รูปที่ 1.2 ตัวอย่างการประยุกต์ใช้วัสดุเชิงฟังก์ชันส าหรับวิศวกรรมการบินและอวกาศ[5] 

 
 วัตถุประสงค์หลักของการพัฒนาวัสดุเชิงฟังก์ชัน คือการผลิตวัสดุที่ทนทานต่ออุณหภูมิสูง 
โดยใช้วัสดุในกลุ่มเซรามิกเป็นวัสดุทนไฟ (วัสดุที่ทนความร้อนได้ดีเยี่ยม) และน าไปผสมกับวัสดุอื่น ๆ 
เพื่อสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชัน อย่างไรก็ตามด้วยคุณสมบัติของเซรามิกเองก็ไม่สามารถรับภาระเชิงกลใน
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ปริมาณมากได้ เนื่องจากข้อด้อยในคุณสมบัติด้านความเหนียว ดังนั้นจากข้อด้อยดังกล่าวของวัสดุ
ประเภทเซรามิกจึงได้น าวัสดุอ่ืน ๆ ซ่ึงมีคุณสมบัติด้านความเหนียวที่ดี เช่น โลหะหรือพอลิเมอร์ มา
ผสมเพ่ือรวมข้อดีของแต่ละวัสดุเข้าไว้ด้วยกัน 
 ตัวอย่างของวัสดุเชิงฟังก์ชันที่ใช้ส าหรับกระสวยอวกาศเพ่ือเดินทางกลับสู่โลกก็เป็นอีก
ตัวอย่างหนึ่ง แสดงในรูปที่ 1.2 เห็นได้ว่าสามารถน าวัสดุเชิงฟังก์ชันไปประยุกต์ใช้เพ่ือสร้างโครงสร้าง
กระสวยอวกาศที่สามารถป้องกันแหล่งความร้อนที่ถูกสร้างขึ้นจากแรงเสียดทานของอากาศขณะ
เดินทางกลับสู่โลกด้วยการเคลื่อนที่ด้วยความเร็วสูง หากโครงสร้างของกระสวยอวกาศท าจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชัน การไหลของอากาศร้อนจะถูกปิดกั้นโดยพ้ืนผิวด้านนอกที่ท ามาจากวัสดุเซรามิกและความ
ร้อนจะถูกถ่ายเทลงสู่พ้ืนผิวด้านล่างเล็กน้อย ซึ่งช่วยป้องกันและลดความเสียหายของโครงสร้าง
เนื่องจากความเค้นจากความร้อน แม้ว่าแนวคิดของวัสดุเชิงฟังก์ชันในตอนแรกจะได้รับการออกแบบ
มาส าหรับใช้เป็นวัสดุทนความร้อน แต่เมื่อเวลาผ่านไป วัสดุเหล่านี้ได้ถูกน ามาใช้ ในด้านต่าง ๆ 
มากมายเพ่ือควบคุมการเสียรูป แรงกด การสึกหรอและการกัดกร่อน ตลอดจนลดความเครียดด้วย
วิธีการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของวัสดุอย่างต่อเนื่องซึ่งมีอยู่ในหลาย ๆ ผลิตภัณฑ์และมีงานวิจัย
มากมายที่ได้รับเผยแพร่ที่เกี่ยวข้องวัสดุเชิงฟังก์ชันในแสดงในรูปที่ 1.3  จะเห็นว่าในแต่ละปีจะมี
จ านวนเพิ่มมากขึ้นเรื่อย ๆ 
 

 
รูปที่ 1.3 ผลงานวิจัยที่ได้รับเผยแพร่ของวัสดุเชิงฟังก์ชัน (FGMs)[4] 

 
 ส าหรับโครงสร้างแบบแซนด์วิชนั้นจะเป็นวัสดุผสมประเภทพิเศษท่ีประกอบขึ้นจากแกนกลาง
ที่เชื่อมติดกับแผ่นปะกบบนและล่าง เนื่องจากโครงสร้างแบบแซนด์วิชมีอัตราส่วนความแข็งต่อ
น้ าหนักสูง ดังนั้นโครงสร้างเหล่านี้จึงได้ถูกน ามาใช้อย่างแพร่หลายในงานด้านวิศวกรรมหลายประเภท 
เช่น อุตสาหกรรมยานยนต์ เรือเดินทะเล และอวกาศ หากพิจารณาคุณสมบัติวัสดุของโครงสร้างแบบ
แซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันนั้น ซึ่งวัสดุประเภทนี้จะมีการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติอย่างต่อเนื่องจาก
พ้ืนผิวหนึ่งไปยังอีกพ้ืนผิวหนึ่ง ซึ่งปัญหาการหลุดร่อนในโครงสร้างแบบแซนด์วิช เนื่องจากความเค้น
สะสมที่เกิดจากการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติที่ไม่ต่อเนื่องจากชั้นหนึ่งไปยังอีกชั้นหนึ่งและสามารถก าจัด
ได้โดยใช้วัสดุประเภทนี้ ด้วยเหตุนี้เองโครงสร้างแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันจึงได้รับความสนใจเอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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อย่างมากในช่วงไม่กี่ปีที่ผ่านมา แต่อย่างไรก็ตาม การศึกษาเกี่ยวกับพฤติกรรมเชิงกลของโครงสร้าง
แบบแซนด์วิชที่สร้างมาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันนั้นค่อยข้างมีจ ากัด ซึ่งโดยส่วนใหญ่จะเป็นการศึกษา
เกี่ยวกับการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระ (Free vibration) การโก่งเดาะ (Buckling) และการ
สั่นสะเทือนแบบบังคับ (Force vibration) ของโครงสร้างจากวัสดุเชิงฟังก์ชันเท่านั้น  
 ส าหรับปัญหาที่เกี่ยวกับแรงการกระท าแบบเคลื่อนที่น้ันเป็นปัญหาพื้นฐานทางด้านพลวัตของ
โครงสร้างซึ่งจะแตกต่างกับโหลดกระท าแบบอื่น ๆ โหลดเหล่านี้ไม่เพียงแต่จะแปรผันตามขนาด
เท่านั้น แต่ยังรวมถึงต าแหน่งด้วย ความส าคัญของปัญหานี้ปรากฏให้เห็นในการใช้งานหลาย ๆ ด้าน 
เช่น การขนส่ง สะพาน รางเลื่อน เครน ระบบราง ถนนและท่อล าเรียง เป็นตัวอย่างส าหรับโครงสร้าง
ที่ได้รับการออกแบบเพื่อรองรับมวลหรือแรงที่กระท าแบบเคลื่อนที่ โดยทั่วไปคานที่อยู่ภายใต้สภาวะ
โหลดแบบสถิตศาสตร์ (Static loadings) จะแสดงการเสียหาย (ระยะการโก่งและความเค้น) น้อย
กว่าคานที่ต้องรองรับสภาวะโหลดแบบพลวัต (Dynamic loadings) ถึงแม้ว่าจะมีขนาดรวมของแรงที่
เท่ากัน การประยุกต์ใช้งานเกี่ยวกับโครงสร้างที่อยู่ภายใต้โหลดประเภทนี้ได้ถูกน าเสนอในช่วง 30 ปีที่
ผ่านมาทางด้านวิศวกรรมเครื่องกล ตัวอย่างโครงสร้างที่อยู่ภายใต้โหลดหรือแรงที่เคลื่อนที่ซึ่งเกี่ยวข้อง
กับวิศวกรรมเครื่องกล คือ เครน ดังแสดงรูปที่ 1.4   
 

 

 
รูปที่ 1.4 ตัวอย่างเครนซึ่งเป็นโครงสร้างลักษณะแรงกระท าแบบเคลื่อนที ่

 
พฤติกรรมแบบพลวัตของเครนขึ้นอยู่กับน้ าหนักที่เคลื่อนที่  ด้วยเทคโนโลยีที่ก้าวหน้า เงื่อนไขและ
พารามิเตอร์ในการออกแบบจึงเป็นสิ่งที่หลีกเลี่ยงไม่ได้ โดยทั่วไปแล้วเครนในปัจจุบันได้รับการ
ออกแบบจะไม่ค านึงถึงผลกระทบแบบพลวัตเนื่องจากการท างานที่ความเร็วต่ า อย่างไรก็ตามด้วย
เทคโนโลยีที่เพ่ิมขึ้น ความเร็วในการผลิตก็เพิ่มขึ้น และความต้องการเครนเคลื่อนที่เร็วก็เพิ่มขึ้นเพื่อขน

pv
px
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ย้ายผลิตภัณฑ์หรือสิ่งของจากที่หนึ่งไปอีกที่หนึ่ง โดยเฉพาะในการขนถ่ายสินค้าในท่าเรือ พฤติกรรม
ด้านพลวัตของระบบเครนจะต้องถูกก าหนดอย่างแม่นย าในขั้นตอนการออกแบบเพื่อก าหนดอายุการ
ใช้งานของเครนที่จะท างานได้อย่างรวดเร็วภายใต้สภาวะที่หนักหน่วง หรืออาจน าไปประยุกต์ใช้กับ
ชิ้นส่วนแขนกลที่เคลื่อนที่อยู่บนราง ดังแสดงในรูปที่ 1.5  
 

 
รูปที่ 1.5 ตัวอย่างแขนกลซึ่งเป็นโครงสร้างลักษณะแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 

 
 ดังนั้นพฤติกรรมหรือผลตอบสนองทางพลวัตของโครงสร้างภายใต้โหลดกระท าแบบเคลื่อนที่
ถือเป็นปัญหาส าคัญโดยนักวิจัยและการศึกษาที่ด าเนินการในหัวข้อนี้  นอกจากนี้แล้ว ด้วย
ความก้าวหน้าด้านเทคโนโลยี วัสดุเชิงฟังก์ชันจึงได้ถูกน าไปใช้กับโครงสร้างซึ่งอยู่ภายใต้แรงกระท า
แบบเคลื่อนที่ เช่น โครงสร้างคาน โครงสร้างแผ่นบางและโครงสร้างเปลือกบาง ในบริบทนี้ แม้ว่า
ปัญหาการสั่นสะเทือนของคานที่เป็นวัสดุเนื้อเดียวและอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่นั้นได้รับ
การศึกษาอย่างกว้างขวางในช่วงทศวรรษที่ผ่านมาและการศึกษาที่เกี่ยวข้องกับการสั่นสะเทือนแบบ
บังคับของโครงสร้างคานที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันนั้นโดยเฉพาะอย่างยิ่งเมื่ออยู่ใต้แรงกระท าแบบ
เคลื่อนที่นั้นอยู่ในช่วงที่มีการศึกษามากเพิ่มขึ้นตามล าดับ แต่ในกรณีที่ โครงสร้างคานแบบแซนด์วิชที่
ได้มีการน าวัสดุเชิงฟังก์ชันมาประยุกต์ใช้นั้นพบว่ามีเพียงมีงานวิจัยใกล้เคียงคือ Şimşek [6] และมี
ข้อจ ากัดในเรื่องของจ านวนแรงที่กระท า ส่วนโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชที่ท ามาจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันนั้นพบว่าไม่มีงานวิจัยใด ๆ ศึกษามาก่อนหน้านี้ ดังนั้นวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จึงมุ่งเน้นเพื่อศึกษา
ในเชิงลึกมากขึ้นเกี่ยวกับโครงสร้างคานและแผ่นบางแบบแซนด์วิชที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันและอยู่
ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 
 
1.2  ควำมมุ่งหมำยและวัตถุประสงค์ 

1.2.1 ศึกษาพฤติกรรมทางด้านพลวัตของโครงสร้างแบบแซนด์วิชที่สร้างมาจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันเมื่ออยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที ่
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1.3 ขอบเขตของกำรศึกษำ 
1.3.1 ศึกษาเฉพาะโครงสร้างคานและแผ่นบางแบบแซนด์วิชเท่านั้น 
1.3.2 โครงสร้างแซนดว์ิชจะประกอบด้วยแผ่นประกบบนและล่างจะเป็นวัสดเุชิงฟังก์ชัน ส่วน

ชั้นแกนกลาง (Core) เป็นวัสดุเนื้อเดียว (Homogeneous) 
1.3.3 วัสดุเชิงฟังก์ชันท ามาจากอลูมินา (Al2O3) และอลูมิเนียม Aluminum (Al) 
1.3.4 ใช้ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่ง (First order shear deformation theory, 

FSDT) และทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สาม (Third order shear deformation theory, 
TSDT) ในการวิเคราะห์โครงสร้างแบบแซนด์วิช 

1.4 ประโยชน์ที่คำดว่ำจะได้รับ 
 1.4.1 ผลของการศึกษาสามารถน ามาใช้เป็นข้อมูลส าหรับการออกแบบโครงสร้างแบบ
แซนด์วิชที่ใช้ร่วมกับวัสดุเชิงฟังก์ชันเมื่ออยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที ่

1.4.2 ผลการศึกษาสามารถน าไปใช้เป็นข้อมูลอ้างอิงส าหรับผู้ที่สนใจโครงสร้างแบบแซนด์วิช 
เพื่อน าไปพัฒนาต่อยอดในอนาคตต่อไป 

 
1.5 องค์ประกอบของวิทยำนิพนธ์ 

บทถัดไปต่อจากบทน าของวิทยานิพนธ์จะเป็น บทที่ 2 ซึ่งจะน าเสนอเกี่ยวทฤษฎีเบื้องต้นของ
วัสดุคอมโพสิตและวัสดุเชิงฟังก์ชันและวรรณกรรมปริทัศน์ที่เกี่ยวข้อง ส่วนบทที่ 3 กล่าวถึงเกี่ยวกับ
ทฤษฎีโครงสร้างคานที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันและสมการควบคุม (Governing equations) ทั้ง
แบบอิสระและแบบบังคับ ส่วนบทที่ 4 จะน าเสนอทฤษฎีที่เกี่ยวข้องกับการวิเคราะห์โครงสร้างแผ่น
บาง (Plates) ที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันและการสร้างสมการควบคุม (Governing equations) และ
ในบทที่ 5 อธิบายทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามทั้งโครงสร้างคานและแผ่นบางพร้อมสมการ
ควบคุม บทที่ 6 เป็นแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของโครงสร้างคานและแผ่นบางแบบแซนด์วิชจาก
วัสดุเชิงฟังก์ชันที่ถูกน าเสนอในงานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ ส่วนบทที่ 7 ผลเฉลยทางคณิตศาสตร์และการ
วิเคราะห์ผล บทที่ 8 สรุปผลและข้อเสนอแนะ 
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จากการกล่าวถึงความส าคัญและที่มาของงานวิทยานิพนธ์ในบทก่อนหน้านี้ ถือเป็นบทที่มี
ความส าคัญอันดับต้นที่จะน าไปสู่การค้นคว้าหาทฤษฏีรวมถึงผลงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับหัวข้อใน
การศึกษาวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ ซึ่งจะถูกรวบรวมและน าแสดงไว้ในส่วนของหัวข้อต่าง ๆ ได้แก่ ทฤษฎี
วัสดุผสมแบบใหม่ที่เรียกว่าวัสดุเชิงฟังก์ชัน (FGMs) กระบวนการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชัน ทฤษฎี
โครงสร้างแซนด์วิช (Sandwich structures) และงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการสั่นสะเทือนของ
โครงสร้างคานและโครงสร้างแผ่นบางที่อยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ตามล าดับ โดยเนื้อหาใน
ส่วนต่าง ๆ ข้างต้นจะถูกน าไปเป็นข้อมูลประกอบและใช้เป็นแนวทางในการศึกษาวิจัยซึ่งมีความส าคัญ
ต่อการศึกษาวิทยานิพนธ์ในครั้งนี้ที่จะมุ้งเน้นการศึกษาพฤติกรรมของโครงสร้างแบบแซนด์วิชที่สร้าง
มาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันในรูปแบบของโครงสร้างย่อย (Element structures) ต่าง ๆ นั่นคือ โครงสร้าง
คาน (Beams structures) และโครงสร้างแผ่นบาง (Plate structures) ซึ่งโครงสร้างย่อยเหล่านี้มัก
เป็นส่วนประกอบหลักในโครงสร้างทางวิศวกรรมจ านวนมาก ยกตัวอย่างเช่น โครงสร้างยานพาหนะ
ต่าง ๆ ซึ่งบางครั้งชิ้นส่วนหรือโครงสร้างที่ท ามาจากวัสดุเนื้อเดียวอาจไม่ตอบสนองความต้องการหรือ
มีขีดจ ากัด ดังนั้นโครงสร้างที่สร้างมาจากวัสดุคอมโพสิตจึงถูกน ามาพิจารณาหรือศึกษาเพ่ือที่จะ
ทดแทนข้อด้อยของวัสดุเนื้อเดียว เนื่องจากวัสดุคอมโพสิตจะมีคุณสมบัติที่โดดเด่นในหลาย ๆ ด้าน 
เช่น ความแข็งแรง น้ าหนัก และสมบัติด้านอ่ืน ๆ  

ส าหรับการวิเคราะห์โครงสร้างชิ้นส่วนต่าง ๆ นั้นสามารถท าได้หลายวิธี ยกตัวอย่างเช่น โดย
การทดลอง โดยใช้แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์และใช้ซอฟต์แวร์ประยุกต์ ซึ่งจะมีข้อดีข้อเสียแตกต่าง
กันออกไป ตัวอย่างเช่น แน่นอนวิธีการทดลองจะให้ผลลัพธ์ในสภาวะจริง ซึ่งจ าเป็นต้องสร้างอุปกรณ์
เพ่ือใช้ในการทดลองและต้องใช้เวลา มีค่าใช้จ่ายค่อยข้างสูง ส่วนวิธีสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์
เพ่ือวิเคราะห์โครงสร้างนั้นจ าเป็นต้องทราบทฤษฎีที่เกี่ยวข้องต่าง ๆ เพ่ือที่จะสร้างแบบจ าลองนั้นให้
ใกล้เคียงกับพฤติกรรมของโครงสร้างที่สนใจมากที่สุด ส่วนวิธีใช้ซอฟต์แวร์ประยุกต์ก็เป็นอีกวิธีที่นิยม
ใช้กันอย่างกว้างขวางและมีซอฟแวร์ให้เลือกใช้หลากหลาย แต่อย่างไรก็ตามจ าเป็นต้องใช้
เครื่องประมวลผลที่มีประสิทธิภาพที่ค่อยข้างสูงในการท างานร่วมกับซอฟต์แวร์ประยุกต์เหล่านี้ ส่วน
วิธีการที่จะใช้วิเคราะห์โครงสร้างในงานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จะใช้แบบวิธีการจ าลองทางคณิตศาสตร์ซึ่ง
ก็เป็นวิธีการที่เป็นที่นิยมอีกวิธีการหนึ่ง โดยสามารถน าไปท านายหาพฤติกรรมของโครงสร้างทาง
วิศวกรรม ทั้งในโครงสร้างวัสดุเนื้อเดียวและโครงสร้างวัสดุคอมโพสิต เนื่องจากวิธีการนี้สามารถ
ประหยัดเวลาและลดทดทุนในการวิเคราะห์โครงสร้าง นอกจากนี้ผลลัพธ์ที่ได้มีความใกล้เคียงกับ
วิธีการทดลองและวิธีการจ าลองทางซอฟแวร์ส าเร็จรูปหากใช้ทฤษฏีและวิธีการแก้ไขปัญหาทาง
คณิตศาสตร์ที่ถูกต้อง โดยเนื้อหาในบทนี้สามารถแสดงรายละเอียดได้ดังนี้ 

2.1 วัสดุเชิงฟังก์ชัน (Functionally Graded Materials, FGMs) 
2.2 กระบวนการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชัน (Fabrication of functionally graded materials)  
2.3 โครงสร้างแบบแซนด์วิช (Sandwich structures) 
2.4 งานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการสั่นสะเทือนของโครงสร้างคานภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 
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2.5 งานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการสั่นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางภายใต้แรงกระท าแบบ
เคลื่อนที่ 

 
2.1  วัสดุเชิงฟังก์ชัน (Functionally Graded Materials, FGMs) 
 วัสดุเชิงฟังก์ชันเป็นวัสดุคอมโพสิตประเภทหนึ่งซึ่งมีการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของวัสดุจากผิว
ด้านหนึ่งไปสู่ผิวอีกด้านหนึ่ง โดยการสร้างจะใช้วัสดุตั้งแต่ 2 ชนิดหรือมากกว่า 2 ชนิดขึ้นไป โดยการ
ปรับเปลี่ยนสัดส่วนการผสมแต่ละชั้นแบบต่อเนื่องเพ่ือให้ได้วัสดุใหม่ตามที่ต้องการ โดยสัดส่วนการ
ผสมแต่ละชั้นแบบต่อเนื่องของวัสดุประเภทนี้จะท าให้ช่วยลดความเค้นเนื่องจากอุณหภูมิ ความเค้น
ตกค้างและปัจจัยความเค้นสะสมที่เกิดขึ้นในชั้นวัสดุคอมโพสิตแบบแผ่นลามิเนต ยิ่งไปกว่านั้นการ
พัฒนาขบวนการผลิตที่ทันสมัยในยุคปัจจุบันสามารถสร้างสัดส่วนการผสมแต่ละชั้นแบบต่อเนื่องเพ่ือ
ประยุกต์ใช้ในงานทางวิศวกรรม วัสดุเชิงฟังก์ชันได้ถูกน าเสนอครั้งแรกโดย Sendai Group ในปี 
1984 ที่ประเทศญี่ปุ่นและได้น าไปประยุกต์ใช้งานในด้านต่าง ๆ มากมาย เช่น เครื่องปฏิกรณ์ อุปกรณ์
พลังงานฟิวชั่น ด้านชีวการแพทย์ อากาศยานและอวกาศยาน อุตสาหกรรมการป้องกันประเทศและ
งานโครงสร้างทางวิศวกรรมต่าง ๆ [7] ดังนั้นวัสดุเชิงฟังก์ชันจึงเป็นสิ่งส าคัญที่ต้องศึกษาวิเคราะห์ทั้ง
ในด้านสถิตและด้านพลวัตซึ่งน าไปสู่การศึกษามากมายถึงโครงสร้างวัสดุที่ท ามาจากวัสดุประเภทนี้ใน
เรื่องการสั่นสะเทือน 

2.1.1  โครงสร้างของวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
 มีหลายวิธีที่จะอธิบายการเปลี่ยนแปลงอัตราส่วนผสมแต่ละชั้นของวัสดุเชิงฟังก์ชันที่สร้างจาก
วัสดุ 2 ชนิด โดยทั่วไปส่วนใหญ่จะอยู่บนพ้ืนฐานการกระจายตัวของสัดส่วนปริมาตร (Volume 
fraction) มากกว่าที่จะใช้หลักการจากโครงสร้างจุลภาคซึ่งถูกน าเสนอโดย Bao และ Wang [8]  

 

  
(ก) แบบต่อเนื่อง (ข) แบบขั้นบันได 

รูปที่ 2.1 ตัวอย่างวัสดุเชิงฟังก์ชัน[9] 
 
ส าหรับโครงสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันที่พิจารณาจะแบ่งได้ 2 แบบ นั้นคือองค์ประกอบของวัสดุที่มีการ
เปลี่ยนแปลงระดับแต่ละชั้นอย่างต่อเนื่องและแบบขั้นบันได ดังแสดงดังรูปที่ 2.1 ซึ่งเป็นวัสดุเชิง
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ฟังก์ชันที่ท าจากวัสดุ 2 ชนิดที่แตกต่างกัน โดยองค์ประกอบจะแตกต่างกันไปจากพ้ืนผิวด้านบนของ
วัสดุ A ไปจนถึงพ้ืนผิวด้านล่างของวัสดุ B พิจารณากรณีแบบต่อเนื่อง ดังแสดงในรูปที่ 2.1(ก) 
องค์ประกอบของวัสดุหรือส่วนผสมจะมีการเปลี่ยนแปลงอย่างต่อเนื่อง ส่วนรูปที่ 2.1(ข) องค์ประกอบ
หรือส่วนผสมของวัสดุเชิงฟังก์ชันจะถูกสร้างขึ้นเป็นลักษณะขั้นบันไดซึ่งไม่ต่อเนื่อง 

การหาค่าคุณสมบัติทางกลของวัสดุเชิงฟังก์ชันกรณีแบบต่อเนื่องนั้นสามารถหาได้ โดยใช้
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ซึ่งจะอยู่ในรูปแบบฟังก์ชันที่อาจแตกต่างกัน เช่น ฟังก์ชันเอกซ์โพเนน
เชียล (Exponential function) หรือ ฟังก์ชันยกก าลัง เป็นต้น จากที่ได้กล่าวไว้ก่อนหน้านี้ วัสดุเชิง
ฟังก์ชันนั้นไม่ใช่วัสดุเนื้อเดียว ซึ่งค่าคุณสมบัติจะเปลี่ยนไปตามรูปแบบฟังก์ชันทางคณิตศาสตร์ที่
ประยุกต์ใช้และมีการศึกษาอย่างมากมาย ยกตัวอย่างเช่น น าไปตรวจสอบการขยายตัวของรอย
แตกร้าว การทนทานต่อการแตกหัก การดัด การโก่ง และการสั่นสะเทือน [10-13]  

บนพ้ืนฐานกฎของการผสม (Rule of mixtures) ค่าคุณสมบัติวัสดุประสิทธิผล (Effective 
material properties) P  สามารถหาได้ดังนี้ 

  

m m c cP P V PV   (2.1) 
 
โดยที่ค่า cP และ mP  คือ ค่าคุณสมบัติของวัสดุที่เป็นเซรามิกและโลหะตามล าดับ ส่วนค่า 

mV และ cV คือสัดส่วนปริมาตรของวัสดุโลหะและวัสดุเซรามิก ซึ่งสัดส่วนปริมาตรของวัสดุทั้งสองมี
ความสัมพันธ์ดังสมการต่อไปนี้ 

 
1m cV V   (2.2) 

 
ส่วนการน าแบบจ าลองฟังก์ชันยกก าลังมาประยุกต์ใช้กับวัสดุเชิงฟังก์ชันก็มักนิยมน ามาใช้กัน

อย่างแพร่หลายในงานวิจัย โดยเฉพาะอย่างยิ่งทางด้านวิศวกรรมเครื่องกล [14] โดยแบบจ าลอง
ฟังก์ชันยกก าลังที่อยู่บนพื้นฐานกฎของการผสม (Rule of mixtures) ได้ถูกน าเสนอโดย Wakashima 
และคณะ[15] เพ่ือจะระบุค่าคุณสมบัติวัสดุประสิทธิผลของวัสดุเชิงฟังก์ชัน โดยที่สัดส่วนปริมาตรของ
เซรามิก ( )cV  เขียนได้ดังนี้ 

 
1

2

n

c

z
V

h

 
  
 

 (2.3) 

 
โดยที่ค่า n  คือดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ (material volume fraction index) ซึ่ง

คุณสมบัติของวัสดุจะเปลี่ยนแปลงไปตามทิศทาง z  ในขณะที่ h  คือความสูง ดังนั้นเพ่ือหาค่า
คุณสมบัติของวัสดุที่มีการเปลี่ยนแปลงค่าวัสดุไปตามฟังก์ชันยกก าลัง สามารถหาได้โดยการแทนค่า
สมการที่ 2.3 และสมการที่ 2.2 ลงในสมการที่ 2.1 จะได้ 

 

 
1

( )
2

n

c m m

z
P z P P P

h

 
    

 
 (2.4) 
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( )P z  คือ คุณสมบัติวัสดุประสิทธิผล ซึ่งข้ีนอยู่กับต าแหน่ง z  ดังแสดงในรูปที่ 2.2 

 

 
รูปที่ 2.2 การเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของวัสดุเชิงฟังก์ชันโดยใช้รูปแบบฟังก์ชันยกก าลัง 
 

 
 

รูปที่ 2.3 การเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของวัสดุเชิงฟังก์ชัน(เซรามิก-โลหะ)ใช้รูปแบบฟังก์ชันยกก าลัง 
 

ในกรณีปรับเปลี่ยนค่าคุณสมบัติของวัสดุตามแนวความหนา(แกน z) ซึ่งเป็นไปตามฟังก์ชัน
เอกซ์โพเนนเชียล[16] สามารถแสดงได้ดังนี้ 

 
1

ln( )(z )
2

( )

c

m

E h

h E

mP z P e


  (2.5) 

 
โดยค่า z  อยู่ระหว่าง / 2h  และ / 2h  โดยต าแหน่งผิวด้านบนและล่างวัสดุเชิงฟังก์ชัน

จะมีคุณสมบัติเป็นวัสดุเนื้อเดียวแบบไอโซทรอปิก (Isotropic homogeneous materials) โดย
ลักษณะการกระจายค่าคุณสมบัติของวัสดุเชิงฟังก์ชัน ณ ต าแหน่งอื่น ๆ แสดงได้ดังรูปที่ 2.4 
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รูปที่ 2.4 การเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของวัสดุเชิงฟังก์ชันโดยใช้รูปแบบฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 

 
ตามท่ีได้อธิบายไว้ว่าการเปลี่ยนแปลงสัดส่วนของวัสดุเชิงฟังก์ชันอย่างต่อเนื่องนั้นสามารถจะ

อธิบายได้ตามฟังก์ชันทางคณิตศาสตร์ทั้งแบบฟังก์ชันยกก าลัง (Power-law function) และแบบ
ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเซียล (Exponential function) โดยทั้ง 2 รูปแบบเป็นฟังก์ชันที่ได้รับความนิยม
น าไปใช้งานกันอย่างแพร่หลายในงานวิจัยมากมาย ทั้งแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์และแบบวิเคราะห์
โดยระเบียบวิธีการเชิงตัวเลข เช่น งานวิจัยของ Librescu el at. ปี 2004 [17] ได้ท าการศึกษาการ
สั่นสะเทือนของคานที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้สภาวะการบิดตัวของแกนหมุน ซึ่งการ
สั่นสะเทือนลักษณะนี้พบได้ตามโครงสร้างของเครื่องยนต์กังหัน (Gas turbines) แกนหมุนของ
เครื่องยนต์เฮลิคอปเตอร์ เครื่องมือตัดเฉือนและชิ้นส่วนเครื่องบินอวกาศ (Aerospace) เป็นต้น 
ส าหรับงานวิจัยเพ่ิมเติมซึ่งเกี่ยวกับวัสดุเชิงฟังก์ชันแบบใช้ฟังก์ชันยกก าลังและแบบฟังก์ชันเอกซ์
โพเนนเซียล สามารถค้นหาเพ่ิมเติมได้ตามเอกสารอ้างดังต่อไปนี้ [18-25] 

อย่างไรก็ตามในการประเมินค่าสมบัติวัสดุประสิทธิผลยังพบว่ายัง มีฟังก์ชันที่ใช้อธิบาย
คุณสมบัติของวัสดุเชิงฟังก์ชันคือฟังก์ชันซิกมอยด์[16] (Sigmoid function) โดยฟังก์ชันซิกมอยด์จะ
ประกอบไปด้วยฟังก์ชันแบบยกกาลัง 2 ฟังก์ชัน ดังแสดงได้ตามสมการต่อไปนี้ 
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    โดยที่ 0 z / 2h    (2.6) 
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 
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    โดยที่ / 2 z 0h     (2.7) 

 
โดยรูปที่ 2.5 แสดงค่าคุณสมบัติวัสดุประสิทธิผล ณ ต าแหน่ง z  ต่าง ๆ โดยฟังก์ชันซิกมอยด์  
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รูปที่ 2.5 การเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของวัสดุเชิงฟังก์ชันโดยใช้รูปแบบฟังก์ชันซิกมอยด์[16] 

 

 
รูปที่ 2.6 โครงสร้างระบบวัสดุคอมโพสิตแบบดังเดิม 

 
2.1.2  คุณสมบัติทางกลของวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
โครงสร้างวัสดุคอมโพสิตคือระบบวัสดุที่ประกอบด้วยองค์ประกอบตั้งแต่สององค์ประกอบขึ้น

ไปซ่ึงการผลิตวัสดุคอมโพสิตเพื่อให้ได้คุณสมบัติของวัสดุที่เหมาะสมที่สุดส าหรับการใช้งานเฉพาะด้านเอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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นั้นจะแตกต่างจากวัสดุที่เป็นเนื้อเดียวแบบไอโซทรอปิก ประสิทธิภาพเชิงกลและคุณสมบัติของวัสดุ
คอมโพสิตนั้นจะข้ึนอยู่กับหลายด้าน ตัวอย่างเช่น คุณสมบัติของวัสดุ รูปทรงและการกระจายของเฟส
ต่าง ๆ ดังนั้นวัสดุคอมโพสิตจะจัดอยู่ในกลุ่มพวกวัสดุไม่เป็นเนื้อเดียวและเป็นวัสดุแอนไอโซทรอปิก 
โดยคุณลักษณะที่ส าคัญ เช่น ปริมาตร น้ าหนัก การใช้งาน ความแข็งแรง ความทนทาน และต้นทุนซึ่ง
ต้องน ามาพิจารณาเมื่อใช้วัสดุคอมโพสิต วัสดุคอมโพสิตแบบดั้งเดิมประเภทต่าง ๆ ที่พบในงานวิจัยที่
ผ่านมานั้นถูกออกแบบขึ้นมาเพ่ือใช้ในวัตถุประสงค์และการใช้งานที่แตกต่างกันออกไป ตัวอย่างเช่น 
แบบเมทริกซ์ของอนุภาค (Partical-Matrix) เส้นใยที่ไม่ต่อเนื่อง (Discontinuous fibers) และเมท
ริกซ์เส้นใยต่อเนื่อง (Continuous fibers-Matrix) ดังแสดดังรูปที่ 2.6 

เมื่อพิจารณาถึงวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งใช้ฟังก์ชันยกก าลังในการเปลี่ยนแปลงค่าสมบัติของวัสดุ
ตามแนวใดๆ ร่วมกับกฎของการผสมวัสดุ ดังนั้นสมการที่ใช้ส าหรับค านวณคุณสมบัติวัสดุประสิทธิผล 
ในทิศทางตามแนวใด ๆ แสดงได้ดังสมการที่ 2.8 – 2.12 สังเกตเห็นว่าสมการสมบัติของวัสดุทั้งหมด
เป็นฟังก์ชันกับดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ ( n ) ซึ่งใช้เพ่ือระบุเปอร์เซ็นต์ขององค์ประกอบของวัสดุ 
ดังงานวิจัยของ Gibson และคณะ ปี 1995[26] 
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โดยที่พารามิเตอร์ ( )E z  ( )z ( )z ( )z และ ( )z  แสดงถึงค่ามอดูลัสของความ

ยืดหยุ่น อัตราส่วนปัวซง ค่าสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากความร้อน ค่าการน าความร้อนและค่า
ความหนาแน่นของวัสดุ ตามล าดับ ส่วนตัวห้อย t  และ b  แทนวัสดุที่พ้ืนผิวด้านบนและด้านล่าง
ตามล าดับ  

จากสมาการที่ 2.8 - 2.12 เมื่อน าไปประยุกต์ใช้กับวัสดุเชิงฟังก์ชันที่ท าจากวัสดุที่ผสม
ระหว่างเซรามิกกับโลหะ โดยตัวอย่างก าหนดให้ผิวด้านบนเป็นเซรามิกและผิวด้านล่างเป็นโลหะ 
ดังนั้นผิวด้านล่างของวัสดุปกติใช้ตัวห้อย b ก็จะถูกแทนด้วยวัสดุโลหะ (Metal) ซึ่งจะใช้สัญญาลักษณ์
ตัวห้อย m  แทน ในทางกลับกันผิวด้านบนจะใช้สัญญาลักษณ์ c  (Ceramic) แทนตัวห้อย t  เช่นกัน 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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รูปที่ 2.7 ตัวอย่างแสดงถึงพิกัดของวัสดุเชิงฟังก์ชันที่มีส่วนผสมระหว่างเซรามิกและโลหะ 

 
ดังแสดงพิกัดตามรูปที่ 2.7 จะเห็นได้ว่าค่า z  จะอยู่ระหว่าง / 2 / 2h z h    ดังนั้นค่า

คุณสมบัติวัสดุประสิทธิผลของวัสดุเชิงฟังก์ชันที่มีส่วนผสมระหว่างเซรามิกกับโลหะสามารถแสดงได้
ดังนี้ 
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จากสมการที่ 2.13 – 2.17 สังเกตได้ว่าค่า z  ที่ต าแหน่งผิวบน ( / 2h ) เมื่อน าไปแทนใน

สมการข้างต้นก็จะให้ค่าคุณสมบัติของวัสดุที่เป็นเซรามิก 100% และในทางกลับกัน ณ ต าแหน่งผิว
ล่าง ( / 2z h  ) ก็จะให้ค่าคุณสมบัติของวัสดุที่เป็นโลหะ 100% เช่นกัน ส่วนค่า z  ณ ต าแหน่ง
อ่ืนๆ ก็จะเป็นค่าคุณสมบัติวัสดุที่มีส่วนผสมระหว่างเซรามิกกับโลหะ ซึ่งวัสดุเชิงฟังก์ชันทีใช้ส่วนผสม
ระหว่างเซรามิกกับโลหะนั้นมีการประยุกต์ใช้กันอย่างแพร่หลาย[27-37] 

อย่างไรก็ตามเป็นการยากที่ทราบข้อมูลที่แม่นย าเกี่ยวกับขนาด รูปร่างและการกระจายเฟส
ของอนุภาคในวัสดุเชิงฟังก์ชัน ถ้าเทคนิคการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันที่แตกต่างกันอาจจะให้รูปแบบการ
เปลี่ยนแปลงสัดส่วนผสมที่แตกต่างกัน ดังนั้นคุณสมบัติวัสดุประสิทธิผลในพ้ืนที่ที่พิจารณานั้นต้องถูก

-h/2

z

+h/2

metal

ceramic
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ประเมินโดยใช้แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่อยู่บนพ้ืนฐานการกระจายตัวโดยสัดส่วนปริมาตรและ
รูปร่างโดยประมาณของเฟสที่กระจาย งานวิจัยของ Mori และ Tanaka[38], Benveniste[39] และ 
Shen[9] เป็นหนึ่งในแบบจ าลองที่มีประโยชน์ในการประเมินค่าโมดูลัสประสิทธิผล (effective 
moduli) ของวัสดุ โดยที่แบบจ าลองนี้เหมาะส าหรับวัสดุเชิงฟังก์ชันทั่วไปที่มีเฟสเมทริกซ์ต่อเนื่องและ
เฟสอนุภาคที่ไม่ต่อเนื่อง โดยมีนักวิจัยมากมายให้ความสนใจในงานวิจัยนี้และประยุกต์ใช้ในการ
แก้ปัญหาทางด้านเชิงกลต่าง ๆ เช่น การวิเคราะห์การดัดและการสั่นสะเทือน (Wu and Chen[40], 
Ansari et al[41]., , Rezaei Mojdehi et al.[42]) โดยวิธีการหาค่าสมบัติวัสดุประสิทธิผลของโมริ
และทานากะสามารถแสดงได้ดังสมการต่อไปนี้  
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ค่า eK  และ eG  คือ บัลค์มอดุลัสประสิทธิผล (Effective bulk modulus) และค่ามอดุลัส
เฉือนประสิทธิผล (Effective shear modulus) ตามล าดับ ส่วนค่า cK , cG , mK  และ mG  คือค่า
บัลคม์อดุลัสและมอดุลัสเฉือนของเซเรมิกและโลหะ ตามล าดับ หลักจากนั้นสามารถหาค่ามอดูลัสของ
ความยืดหยุ่นและอัตราส่วนปัวซงได้ดังแสดงสมการต่อไปนี้ 
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2.2  กระบวนการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชัน 

การสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันนั้นโดยทั่วไปแล้วท าได้หลายวิธี แต่วิธีที่นิยมมีอยู่ ด้วยกัน 3 วิธี คือ 
วิธีการแทรกซึมของวัสดุแบบหลายขั้นตอน (Multi-step sequential infiltration technique) 
วิธีการพ่นวัสดุเหลวร้อน (Thermal spraying technique) และวิธีการขึ้นรูปด้วยผง (Power 
metallurgy technique) ตามล าดับ ซึ่งอธิบายได้ดังต่อไปนี้ 

 
 
 เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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2.2.1 วิธีการแทรกซึมของวัสดุแบบหลายขั้นตอน  
 

  
(ก) ขั้นตอนที่ 1 (ข) ขั้นตอนที่ 2 

  
(ค) ขั้นตอนที่ 3 (ง) ขั้นตอนที่ 4 

รูปที่ 2.8 การสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันด้วยวิธีการแทรกซึมแบบหลายขั้นตอน 
 
วิธีการนี้สามารถน ามาใช้เพ่ือสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันที่มีการผสมผสานกันระหว่างคู่ของวัสดุได้

อย่างหลากหลาย เช่น Ceramic-Metal, Ceramic-Polymer, Metal-Polymer และอ่ืน ๆ เนื่องจาก
กระบวนการที่ท าให้วัสดุแข็งตัว (solidification processes) ของวิธีการนี้มีการแบ่งแยกออกจากกัน
อย่างชัดเจน เพ่ือให้เหมาะสมกับแต่ละวัสดุที่น ามาผสมกัน ในขณะที่วิธีการอ่ืน ๆ ไม่สามารถแบ่งแยก
กระบวนการนี้ได้ เพ่ือให้เกิดความเข้าใจเกี่ยวกับการสร้างวัสดุ เชิงฟังก์ชันโดยวิธีการนี้มากขึ้น 
พิจารณารูปที่ 2.8 แสดงถึงกระบวนการทั้งหมดเพ่ือสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งเป็นการผสมกันระหว่าง 
Ceramic (Al2O3) – Polymer (epoxy resin) 

จากรูปที่ 2.8 ขั้นตอนที่ 1 เริ่มจากการตัดฟองน้ าที่มีรูพรุน (polyurethane foam) ให้มี
ความหนาต่างกันโดยใช้ลวดร้อน (Hot wire cutter) และน าฟองน้ าที่ได้ไปผ่านกระบวนการอัดร้อน 
(hot pressing) ด้วยอุณหภูมิประมาณ 180 องศาเซลเซียส เป็นเวลา 1 ชั่วโมงเพ่ือให้ได้ฟองน้ าที่มี
ความหนาเท่ากันแต่มีความหนาแน่นต่างกัน หลังจากนั้นน าฟองน้ าที่ผ่านกระบวนการอัดร้อนมาวาง
เรียงกันเป็นชั้น ๆ ในแม่แบบที่ท ามาจากปูนพลาสเตอร์ โดยให้เริ่มจากชิ้นฟองน้ าที่มีความหนาแน่น
มากไปยังชิ้นที่มีความหนาแน่นน้อย ขั้นตอนที่ 2 น าผงเซรามิก (Al2O3) ที่มีการผสมกับสารเคมีเหลวที่
จะช่วยให้เกิดการแข็งตัวตามสูตร น ามาเทลงในแม่แบบและปล่อยให้น้ าเซรามิกแทรกซึมเข้าไปยังส่วน

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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ที่เป็นรูพรุนของฟองน้ า เพ่ือให้เกิดการแทรกซึมที่ดีควรน าแม่แบบไปวางไว้ในห้องสุญญากาศ เมื่อมี
การแทรกซึมอย่างสมบูรณ์แล้วก็ต้องใช้เวลารอให้เซรามิกแห้งซึ่งจะท าให้ได้ชิ้นงานที่มีส่วนผสมของ
เซรามิกและฟองน้ าที่มีความหนาแน่นแตกต่างกัน จากนั้นขั้นตอนที่ 3 น าชิ้นงานนี้ไปเผาที่อุณหภูมิ
ประมาณ 800 องศาเซลเซียส เพ่ือก าจัดฟองน้ าภายในทิ้ง หลังจากนี้จะได้ชิ้นงานที่ท ามาจากเซรามิก
ที่มีรูพรุนและชิ้นงานเซรามิกที่มีรูพรุนนี้จะต้องผ่านกระบวนการให้ความร้อนอีกครั้ง ( sintering 
process) ด้วยอุณหภูมิสูงประมาณ 1,400 องศาเซลเซียส เป็นเวลา 1 ชั่วโมง เพ่ือให้เกิดการแข็ง
ตัวอย่างสมบูรณ์และกระบวนการสุดท้าย (ขั้นตอนที่ 4) คือ น าชิ้นงานเซรามิกที่มีรูพรุนและแข็งตัว
อย่างสมบูรณ์ไปวางในแม่แบบที่ท ามาจากซิลิโคน จากนั้นเติมเต็มรูพรุนด้วยพอลิเมอร์เหลว (epoxy 
resin) ซึ่งขั้นตอนนี้ควรท าในห้องสุญญากาศเช่นกัน เมื่อพอลิเมอร์แข็งตัว สุดท้ายก็จะได้ชิ้นวัสดุที่ท า
มาจากเซรามิกและพอลิเมอรด์ังแสดงดังรูปที่ 2.9 

 

 
รูปที่ 2.9 วัสดุเชิงฟังก์ชันที่มีส่วนผสมระหว่างเซรามิกกับพอลิเมอร์ 

 
จากรูปที่ 2.9 แสดงให้เห็นภาพหน้าตัดของวัสดุเชิงฟังก์ชันที่สร้างขึ้นมาจาก 2 วัสดุคือ เซรา

มิกและพอลิเมอร์จะพบว่าส่วนบนสุดจะเป็นส่วนที่มีอัตราส่วนผสมของเซรามิก (สีขาว) มากกว่าพอลิ
เมอร์ (สีน้ าตาลแดง) และอัตราส่วนของเซรามิกจะค่อย ๆ ลดลงจนมีประมาณน้อยสุดที่ส่วนล่าง ใน
ขณะเดียวกันส่วนผสมของพอลิเมอรก์็จะมีการแปรเปลี่ยนในสัดส่วนที่ตรงกันข้าม 

2.2.2 วิธีการพ่นวัสดุเหลวร้อน (Thermal spraying technique)  
เป็นอีกวิธีการหนึ่งที่นิยมน ามาใช้กับการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันที่ท ามาจากเซรามิกกับโลหะ นั่น

คือ วิธีการพ่นวัสดุเหลวร้อน การสร้างวัสดุด้วยวิธีการนี้จะต้องเตรียมอัตราส่วนผสมของผงวัสดุในแต่
ละขั้นตอนของการพ่นแยกออกจากกัน ยกตัวอย่างเช่น หากต้องการชั้นแรกเป็น 10 % ของเซรามิก 
(Al2O3) และ 90% ของโลหะ (Ni) ก็จะต้องตวงและเก็บไว้ในภาชนะหนึ่ง ส่วนชั้นอ่ืน ๆ ก็จะต้องตวง
และเก็บแยกจากกันตามความต้องการที่ได้ออกแบบไว้ เพ่ือให้ผงวัสดุในแต่ละภาชนะมีการผสมที่
สมบูรณ์ ดังนั้นต้องอาศัยเครื่องผสม (planetary mill) โดยให้เครื่องท างานที่ความเร็วรอบประมาณ 
150 – 250 รอบต่อนาที เป็นเวลา 12 ชั่วโมง หลังจากนั้นก็น าวัสดุผสมในแต่ละภาชนะไปให้ความ
ร้อน เพื่อเปลี่ยนจากวัสดุผสมที่เป็นผงให้กลายเป็นวัสดุผสมที่เป็นของเหลวร้อนด้วย Oxy-acetylene เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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Flame และพ่นลงบนพ้ืนผิวหน้าที่เตรียมไว้ ในแต่ละชั้นของการพ่นจะต้องอาศัยความประณีตในการ
พ่น เพ่ือให้เกิดการกระจายตัวที่ดี เมื่อวัสดุผสมในการพ่นครั้งแรกเย็นตัวก็จะกลายเป็นของแข็ง 
หลังจากนั้นก็สามารถพ่นวัสดุในชั้นต่อไปได้ด้วยอัตราส่วนผสมอ่ืน ๆ กระบวนการทั้งหมดของวิ ธีการ
พ่นวัสดุเหลวร้อนเพ่ือสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชัน ดังแสดงไว้ในรูปที่ 2.10 

 

 
รูปที่ 2.10 กระบวนการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันโดยวิธีการพ่นวัสดุเหลวร้อน 

 
2.2.3. วิธีการขึ้นรูปด้วยผงวัสดุ (Powder metallurgy technique)  
การสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันด้วยวิธีการขึ้นรูปด้วยผงวัสดุเป็นวิธีการที่มีการใช้งานกันอย่าง

แพร่หลาย เนื่องจากวิธีการนี้สามารถควบคุมองค์ประกอบของวัสดุได้ในช่วงที่กว้างและสามารถขึ้น
รูปร่างใกล้เคียงกับชิ้นส่วนโครงสร้างที่ต้องการ โดยวิธีการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันส าหรับวิธีการนี้ถือได้
ว่าเป็นวิธีการที่มีประสิทธิภาพและมีข้อได้เปรียบในด้านการผลิตที่มีความซับซ้อนน้อยของกระบวน
เมื่อเทียบกับวิธีการอ่ืน ๆ โดยวิธีการนี้สามารถแสดงขั้นตอนวิธีการขึ้นรูปวัสดุเชิงฟังก์ชัน ดังแสดงใน
รูปที่ 2.11 เป็นตัวอย่างการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันที่มีการผสมระหว่าง Ceramic (Sic) – Metal (Al) ซึ่ง
ในช่วงของการเตรียมวัสดุสามารถท าได้โดยใช้กระบวนการเดียวกันกับการเตรียมวัสดุในแต่ละชั้นของ
วิธีการพ่นวัสดุเหลวร้อนนั่นคือ เตรียมส่วนผสมที่ต่างกันไว้ในแต่ละภาชนะและผสมให้เข้ากันโดยใช้
เครื่องผสม (Planetary mill) แต่หลังจากได้ผงผสมของวัสดุแล้วให้น าไปเทในแม่แบบที่ท ามาจาก
เหล็กกล้า โดยการเทจะต้องเทตามล าดับของส่วนผสมที่ได้ออกแบบไว้ เมื่อผงผสมของวัสดุทั้งหมดถูก
เทลงไปในแม่พิมพ์แบบเรียบร้อยแล้วก็จะต้องน าแม่แบบที่บรรจุผงวัสดุนี้ไปกดอัดเพ่ือป้องกันการเกิดรู
พรุนภายในเนื้อวัสดุด้วยแรงประมาณ 500 kN หลังจากนั้นก็ท าการย้ายชิ้นส่วนออกจากแม่แบบ เพ่ือ
เข้าสู่กระบวนการให้ความร้อนด้วยอุณหภูมิสูง (Sintering process) 

โดยวิธีการต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันตามที่ได้กล่าวไว้ในข้างต้น พบว่ามี
ข้อดีและข้อเสียที่แตกต่างกันออกไป เช่น กรณีวิธีการแทรกซึมของวัสดุแบบหลายขั้นตอนสามารถให้
ผลลัพธ์ที่ดีในการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันกับวัสดุหลายประเภท แต่มีกระบวนการและต้องใช้เวลาในการ
ผลิต ในขณะที่วิธีการพ่นวัสดุเหลวร้อนอาจต้องอาศัยความช านาญหรืออุปกรณ์ช่วยในเรื่องการพ่น
ของวัสดุเพ่ือให้ได้วัสดุเชิงฟังก์ชันทีม่ีคุณภาพ ส าหรับวิธีการข้ึนรูปด้วยผงวัสดุถือได้ว่าเป็นวิธีการที่ไม่มี

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



19 
 

ความซับซ้อนมากนักและสามารถให้ผลที่ดีส าหรับการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันได้ แต่จะต้องเลือกคู่ของ
วัสดุที่น ามาผสมให้มีจุดหลอมเหลวไม่ต่างกันมากเกินไป 

 

 
รูปที่ 2.11 กระบวนการสร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันโดยวิธีการข้ึนรูปด้วยผงวัสดุ 

 
2.3  โครงสร้างแบบแซนด์วิช 

โครงสร้างแบบแซนด์วิชเป็นโครงสร้างแบบคอมโพสิตซึ่งมีน้ าหนักเบา สร้างขึ้นโดยการฝัง
แกนกลางที่มีความหนาแน่นต่ าระหว่างแผ่นประกบบนและล่าง ดังแสดงรูปที่ 2.12 แสดงโครงสร้าง
แซนด์วิชทั่วไป โดยที่ชั้นแกนกลางของโครงสร้างประเภทนี้สามารถออกแบบเลือกใช้วัสดุแตกต่างกัน

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ออกไปแล้วแต่การน าไปประยุกต์ใช้งาน โดยที่ชั้นแกนกลางอาจท ามาจากวัสดุเนื้อเดียวหรือวัสดุคอม
โพสิต ดังแสดงรูปที่ 2.13 

 
รูปที่ 2.12 โครงสร้างแบบแซนด์วิช 

 
จากรูปที่ 2.13 แสดงให้เห็นว่าโครงสร้างแบบแซนด์วิชซึ่งชั้นแกนกลางท าจากวัสดุต่าง ๆ กัน 

โดยอาจแบ่งแยกออกได้ 2 ประเภทตามลักษณะวัสดุ คือ ประเภทชั้นแกนกลางท าจากวัสดุเนื้อเดียว 
เช่น ชั้นแกนกลางท าจากเนื้อไม้ (Wood core) หรือชั้นแกนกลางท าจากโฟม (Foam cores) และอีก
ประเภทคือชั้นแกนกลางเป็นโครงสร้าง เช่น ชั้นแกนกลางแบบรังผึ้ง (Honeycomb cores) ชั้น
แกนกลางแบบลูกฟูก (Corrugated cores) องค์ประกอบหลักของโครงสร้างแซนด์วิชคือ แกนกลาง
ซึ่งมีบทบาทส าคัญต่อโครงสร้างวัสดุแซนด์วิชซึ่งต้องมีความแข็งแรงเพียงพอที่จะรักษาระยะห่าง
ระหว่างแผ่นประกบ กล่าวคือมีความคงรูป ต้านทานการเปลี่ยนแปลงรูปร่างจากแรงเฉือนได้ดี  วัสดุที่
มักเลือกใช้สร้างโครงสร้างแบบแซนด์วิชสามารถแบ่งออกได้เป็น 4 ประเภทใหญ่ตามชนิดของ
แกนกลาง คือ Honeycomb, Cellular foams, Balsa wood และ Corrugated core  
 

  
(ก) Wood cores (ข) Foam cores 

  
(ค) Honeycomb cores (ง) Corrugated cores 

รูปที่ 2.13 โครงสร้างแซนด์วิชที่ลักษณะชั้นแกนต่าง ๆ กัน เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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2.3.1 คุณสมบัติของโครงสร้างแซนด์วิช 
ข้อดีของโครงสร้างแบบแซนด์วิชคือจะมีความแข็งแรงสูงเมื่อเทียบกับน้ าหนัก ดังแสดงดังรูป

ที่ 2.14 จะเห็นได้ว่าเมื่อเพ่ิมความหนาของชั้นแกนกลางจะท าให้โครงสร้ างมีความแข็งแรงมากขึ้น
ตามล าดับและยังพบว่าความแข็งแรงเพ่ิมขึ้นสูงมากเมื่อมีการเพ่ิมความหนาของวัสดุแกนกลาง โดย
น้ าหนักของโครงสร้างเพ่ิมข้ึนเล็กน้อย 

 

 
รูปที่ 2.14 การเปรียบเทียบความแข็งแรงต่อน้ าหนักของวัสดุแซนด์วิช 

 
แผ่นประกบ (Face sheets) สามารถเลือกใช้วัสดุได้หลากหลาย โดยข้อก าหนดต่าง ๆ ใน

การออกแบบสามารถศึกษารายละเอียดได้ตามท่ีอธิบายโดย Zenkert [43] ส่วนค่าพารามิเตอร์ส าคัญ
ทีต่้องพิจารณาส าหรับการออกแบบแผ่นประกบมีดังต่อไปนี้ 

• มีความแข็งแรงสูง 
• มีแรงดึงและแรงอัดสูง 
• ทนทานต่อแรงกระแทก  
• ทนทานต่อสภาพสิ่งแวดล้อมและสารเคม ี 
• ต้านทานต่อการสึกหรอ 

คุณสมบัติที่กล่าวมาข้างต้นสามารถพบได้ในวัสดุที่น ามาสร้างแผ่นประกบของโครงสร้างแบบแซนด์วิช
ซึ่งอาจท ามาจากโลหะหรืออโลหะ แผ่นประกบที่ท ามาจากโลหะมักเป็นโลหะแผ่น ข้อดีของการใช้แผ่น
ปิดหน้าโลหะคือ ต้นทุนต่ า มีความแข็งแรงและความแข็งที่ดี และมีคุณสมบัติในการรับแรงกระแทกสูง 
ส่วนแผ่นประกบที่เลือกใช้วัสดุประเภทที่ไม่ใช้โลหะมักเลือกใช้วัสดุคอมโพสิตประเภทพอลิเมอร์เสริม
ไฟเบอร์ ซึ่งจะประกอบด้วยเส้นใยและเมทริกซ ์โดยในส่วนของเส้นใยนั้นอาจใช้แก้วหรือคาร์บอน เส้น
ใยเหล่านี้จะรวมกับเมทริกซ์ โดยวิธีการผลิตเพ่ือสร้างวัสดุคอมโพสิตประเภทนี้ การวางแนวเส้นใยใน
ทิศทางที่รับภาระโหลดนั้นมีผลต่อความแข็งแรงของโครงสร้าง  

2.3.2 โครงสร้างแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
โครงสร้างแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันก็เป็นโครงสร้างอีกประเภทหนึ่งที่มีการพัฒนาต่อ
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ประกบบนและล่าง (Face sheet) ที่ถูกสร้างขึ้นมาจากวัสดุคอมโพสิตนั้นคือ วัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งมักจะ
นิยมเรียกว่า FGMs และชั้นของแกนกลาง (Core) ถูกสร้างขึ้นมาจากวัสดุประเภทเนื้อเดียว 
(Homogeneous materials) ตามล าดับ ซ่ึงปัญหาที่เกี่ยวข้องกับโครงสร้างคอมโพสิตแบบลามิเนตซึ่ง
มีโครงสร้างแบบแซนด์วิชนั้น เช่น การหลุดลอก การหลุดร่อนของเมทริกซ์ไฟเบอร์ การแตกร้าวของ
เมทริกซ์ ฯลฯ [44] จากปัญหาดังกล่าวสามารถหลีกเลี่ยงได้โดยใช้วัสดุเชิงฟังก์ชัน เมื่อโครงสร้างแบบ
แซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันอยู่ภายใต้การโหลดประเภทต่าง ๆ เช่น โหลดตามแนวขวาง การ
สั่นสะเทือนและโหลดแบบเคลื่อนที่ ฯลฯ เป็นสิ่งส าคัญอย่างยิ่งที่จะต้องคาดการณ์ลักษณะการท างาน
ที่ถูกต้องของโครงสร้างแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน ดังนั้นก่อนการจ าลองโครงสร้างจ าเป็นต้องทราบ
วิธีการหาคุณสมบัติของวัสดุ  โดยกฎการหาคุณสมบัติประสิทธิผลของโครงสร้างแบบแซนด์วิชจาก
วัสดุเชิงฟังก์ชันสามารถแสดงได้ดังต่อไปนี้ 
 

 
รูปที่ 2.15 โครงสร้างแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 

 
กฎฟังก์ชันยกก าลัง นับเป็นกฎที่ใช้กันอย่างแพร่หลายส าหรับโครงสร้างแบบแซนด์วิชจาก

วัสดุเชิงฟังก์ชัน[45-46] ซึ่งตัวอย่างนี้มีชั้นแกนกลางที่ท ามาจากเซรามิกและแผ่นประกบบนและล่าง
เป็นวัสดุเชิงฟังก์ชัน (เซรามิกและโลหะ) โดยที่ต าแหน่งผิวชั้นแกนกลางจะเป็นเซรามิก 100% และ
เปลี่ยนแปลงสัดส่วนการผสมจนกลายเป็นโลหะ 100% ที่ผิวด้านนอกตามกฎฟังก์ชันยกก าลัง ซึ่ง
โครงสร้างประเภทนี้เรียกว่าชั้นแกนกลางแข็ง เนื่องจากแกนกลางประกอบด้วยเฟสเซรามิก รูปที่ 2.16 
แสดงการเปลี่ยนแปลงของคุณสมบัติของวัสดุส าหรับโครงสร้างที่มีอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 
1-2-1 (สัดส่วนความหนาด้านบน-แกนกลาง-ด้านล่าง) โดยที่สามารถแสดงสัดส่วนปริมาตรของเซรา
มิกดังสมการต่อไปนี้ 
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โดยที่ค่าคุณสมบัติประสิทธิผล ( )P z  สามารถหาได้จากสูตร 
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รูปที่ 2.16 แสดงสัดส่วนปริมาตรของเซรามิกที่มีอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 1-2-1โครงสร้าง

แบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันตามกฎฟังก์ชันยกก าลัง[47] 
 

 
รูปที่ 2.17 แสดงสัดส่วนปริมาตรของเซรามิกที่มีอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 1-2-1โครงสร้าง

แบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันตามกฎฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเซียล[47] 
 

กฎฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเซียล ส าหรับโครงสร้างแบบแซนด์วิช[48] โดยโครงสร้างแกนกลาง
ประกอบด้วยเซรามิกและแผ่นประกบบนและล่างเป็นวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งท าจากเซรามิกและโลหะ โดย
ที่สามารถแสดงสัดส่วนปริมาตรของเซรามิกแสดงดังรูปที่ 2.17 โดยสมการแสดงได้ต่อไปนี้  

 

(1)

0 1

1

(2)

1 2

(3)

2 3

1

2 1
( ) [ , ]

2 1

( ) 1 [ , ]

2 1
( ) [ , ]

2 1

n

c

c

n

c

z
V z z h h

h

V z z h h

z
V z z h h

h

  
   

  


 


 
    

 (2.24) 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



24 
 

โดยที่ค่าคุณสมบัติประสิทธิผล ( )P z  สามารถได้จากสูตร 
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กฎฟังก์ชันซิกมอยด์ ส าหรับโครงสร้างแบบแซนด์วิช[49] โดยกฎนี้จะประกอบไปด้วยฟังก์ชัน

แบบยกก าลัง 2 ฟังก์ชัน กฎหนึ่งส าหรับส่วนของแผ่นประกบบนและกฎที่สองส าหรับแผ่นประกบล่าง 
กฎของฟังก์ชันซิกมอยด์ทั่วไปส าหรับส าหรับเงื่อนไขโครงสร้างแบบแซนด์วิชมีดังสมการต่อนี้  
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และแสดงสัดส่วนปริมาตรของเซรามิกตามกฎฟังก์ชันซิกมอยด์ดังรูปที่2.18 
 

 
รูปที่ 2.18 แสดงสัดส่วนปริมาตรของเซรามิกที่มีอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 1-2-1โครงสร้าง

แบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันตามกฎฟังก์ชันซิกมอยด์[47] 
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2.4  งานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการสั่นสะเทือนของโครงสร้างคานภายใต้แรงกระท าแบบ
เคลื่อนที่ 

การทบทวนวรรณกรรมเกี่ยวกับการศึกษาพฤติกรรมพลวัตของโครงสร้างคานคอมโพสิต
ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ (Moving load) เนื่องจากโครงสร้างคานซึ่งเป็นส่วนประกอบของ
โครงสร้างทางวิศวกรรมที่ส าคัญ การประยุกต์ใช้งานทางวิศวกรรมในด้านต่าง ๆ จึงมีอย่างแพร่หลาย
ทั้งกรณีการรองรับภาระแรงแบบสถิตศาสตร์ (Static loads) และแบบพลศาสตร์ (Dynamic loads) 
[50-51] การวิเคราะห์ภาระแรงแบบพลวัต (Dynamic loads) ที่เกี่ยวข้องกับโครงสร้างคานพบได้ใน
งานทางวิศวกรรมทั้งทางด้านโครงสร้างทางวิศวกรรมโยธาและทางโครงสร้างของเครื่องจักรกลต่าง ๆ 
เช่น การเคลื่อนที่ของรถยนต์บนสะพาน การเคลื่อนที่ของรถไฟบนระบบราง การเคลื่อนที่ของวัตถุบน
เครน การเคลื่อนที่ของชิ้นส่วนเล็ก ๆ ในอุปกรณ์อิเล็กทรอนิกส์ การเคลื่อนที่ของแขนหุ่นยนต์บนราง
แขวนและอ่ืน ๆ ที่เกี่ยวข้อง [52-53] โดยทั่วไปแล้วหากโครงสร้างใด ๆ รับภาระแรงแบบพลวัตจะ
ส่งผลต่อการเสียรูปสูงกว่าโครงสร้างที่รับภาระแรงแบบสถิตศาสตร์ ถึงแม้ว่าขนาดของแรงที่มากระท า
เท่ากัน ทั้งนี้เนื่องจากโมเมนต์ของความเฉื่อยที่เพ่ิมเข้ามาเมื่อมีการวิเคราะห์ปัญหาแบบพลศาสตร์ 
พฤติกรรมดังกล่าวนี้มีการพิสูจน์ไว้ในการศึกษาของ Chaikittiratana และ Wattanasakulpong [54] 
ด้วยความส าคัญของปัญหานี้ นักวิจัยหลาย ๆ ท่านจึงให้ความสนใจและท าการศึกษาปัญหาประเภทนี้
ในสถานการณ์ที่แตกต่างกันไป ตั้งแต่ในอดีตจนถึงปัจจุบัน ดังที่จะได้แสดงต่อไปในการทบทวน
วรรณกรรมในครั้งนี้  

Kahya [55] ได้ท าการศึกษาพฤติกรรมพลวัตของโครงสร้างคานแบบแบบที่มีการเรียงตัวเป็น
ชั้น ๆ ที่เสริมก าลังด้วยเส้นใย (Fiber-reinforced composite beams) ซึ่งอยู่ภายใต้การกระท าของ
แรงที่มีการเคลื่อนที่ด้วยความเร็วคงที่ เนื่องจากปัญหาที่ศึกษาในครั้งนี้เป็นวัสดุแบบที่มีการเรียงตัว
เป็นชั้น ๆ ซึ่งแก้ปัญหาด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยสมมุติฟังก์ชันของการเสียรูปที่เหมาะสม 
นอกจากนี้ยังพบการศึกษาพฤติกรรมทางด้านพลวัตของคานที่มีการเสริมก าลังด้วยเส้นใยใน
หลากหลายบทความที่เป็นประโยชน์และเป็นพื้นฐานที่ส าคัญส าหรับการพัฒนาต่อยอดในวิทยานิพนธ์
ฉบับนี้ ซึ่งบทความท่ีเกี่ยวข้องกับงานวิจัยในกลุ่มนี้สามารถศึกษาเพิ่มเติมจากเอกสารอ้างอิงที่ [56-59]  

อย่างไรก็ตามปัญหาที่ส าคัญของวัสดุคอมโพสิตที่มีการเสริมก าลังเป็นชั้น  ๆ หรือที่เรียกว่า 
วัสดุคอมโพสิตแบบลามิเนต (Laminated Composites) จะพบปัญหาการแยกชั้นได้ง่ายเมื่อรับภาระ
แรงที่มีขนาดสูง โดยเฉพาะอย่างยิ่งเมื่อต้องรองรับภาระแรงแบบพลวัต การวิเคราะห์และจ าลอง
สถานการณ์ต่าง ๆ ที่สามารถเกิดขึ้นได้กับวัสดุคอมโพสิตแบบลามิเนต ซึ่งสามารถศึกษาเพ่ิมเติมได้
จากเอกสารอ้างอิง [60-62] เพ่ือแก้ปัญหาวัสดุคอมโพสิตให้มีความสามารถมากขึ้นและก าจัดปัญหา
การแยกชั้นน้อยลง ดังนั้นจ าเป็นต้องใช้แนวคิดของวัสดุเชิงฟังก์ชัน (Functionally graded 
materials, FGMs ) ที่ก าหนดให้วัสดุมีการเปลี่ยนแปลงค่าคุณสมบัติหรือการผสมผสานกันแบบมีรูป
แบบต่อเนื่องจึงมีบทบาทส าคัญต่อการแก้ปัญหานี้ได้ [63-64] ส่วนในเอกสารอ้างอิงที่เกี่ยวข้องกับ
วัสดุเชิงฟังก์ชันนี้จะกล่าวถึงกระบวนการสร้างวัสดุโดยใช้วิธีการต่าง ๆ ผลลัพธ์ของวัสดุที่ได้ คุณสมบัติ
ด้านความแข็งแรง รวมถึงการวิเคราะห์เชิงตัวเลขเพ่ือหาค าตอบต่าง ๆ เมื่อน าวัสดุเชิงฟังก์ชันมาสร้าง
เป็นโครงสร้างทางวิศวกรรม ดังนั้นการขยายขอบเขตของการวิเคราะห์พฤติกรรมพลวัตของคานที่ท า
มาจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน จึงมีความน่าสนใจและได้มีนักวิจัยหลายท่านได้ท าการศึกษาพฤติกรรมดังกล่าว
ซึ่งจะสามารถแสดงได้ต่อไปนี้ 
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Şimşek และคณะ [65-66] ได้พิจารณาหาค าตอบของการสั่นสะเทือนของโครงสร้างคานที่
ท าด้วยวัสดุเชิงฟังก์ชันซ่ึงมีการเปลี่ยนแปลงของคุณสมบัติของวัสดุในทิศทางความหนาของโครงสร้าง
คานและคานมีการรองรับภาระแรงแบบพลวัตในหลาย ๆ เงื่อนไข รวมถึงภาระแรงที่กระท าแบบ
เคลื่อนที่ด้วย นอกจากนี้นักวิจัยในกลุ่มนี้ยังขยายผลการวิจัยไปถึงปัญหาใหม่มากขึ้น เช่น ใน
เอกสารอ้างอิงที่ [67] ที่เป็นการศึกษาหาระยะโก่งของคานภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ โดยที่คาน
ท าจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน โดยก าหนดให้การเปลี่ยนแปลงของวัสดุเกิดขึ้นตามแนวความยาวของคาน 
การศึกษานี้พบว่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุที่บ่งบอกถึงการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติตามแนวความ
ยาวคานนั้นมีความส าคัญต่อพฤติกรรมพลวัตของคานประเภทนี้เป็นอย่างยิ่ง Khalili และคณะ [68] 
ได้ใช้วิธีการของการผสมผสานระหว่างระเบียบวิธีของริทต์ (Ritz method) และ DQM (Differential 
Quadrature Method) เพ่ือแก้ปัญหาการสั่นสะเทือนแบบบังคับของโครงสร้างคานที่ท าจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันเมื่ออยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่  และในงานวิจัยของ Malekzadeh และ 
Monajjemzadeh [69] ได้ท าการศึกษาอิทธิพลของการเพ่ิมขึ้นของอุณหภูมิที่ส่งผลต่อคุณสมบัติของ
วัสดุเชิงฟังก์ชันส าหรับคาน โดยการเพ่ิมขึ้นของสมการพลังงานในระบบเนื่องจากการเพ่ิมขึ้นของ
อุณหภูมิท าให้ระยะกระจัดหรือการโก่งของคานแบบพลวัตมีการเปลี่ยนแปลงไปอย่างมาก เมื่อ
เปรียบเทียบกับผลลัพธ์กับโครงสร้างคานที่อยู่ภายใต้อุณหภูมิห้องหรือการไม่พิจารณาอิทธิพลของ
อุณหภูมิ ส่วนอิทธิพลอื่น ๆ ทีเ่กี่ยวข้องกับพฤติกรรมของคานที่ท าจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน เช่น การมีรอย
แตกร้าวที่บริเวณผิววัสดุและเงื่อนไขการรองรับแบบยืดหยุ่นตลอดความยาวคานจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
ได้มีการน ามาพิจารณาในเอกสารอ้างอิงที่ [70] ล าดับถัดมา Esen และคณะ [71] ได้ใช้ฟังก์ชันซิก
มอยด์ (Sigmoid law) เพ่ือควบคุมการเปลี่ยนแปลงของคุณสมบัติของวัสดุเชิงฟังก์ชันในโครงสร้าง
คานและได้ท าการศึกษาพฤติกรรมทางพลศาสตร์ของคานภายใต้ภาระแรงแบบเคลื่อนที่  ต่อมาเพ่ือ
ศึกษาการเสียรูปของคานจากวัสดุเชิงฟังก์ชันแบบที่มีการเปลี่ยนแปลงรูปร่างไม่เป็นเชิงเส้น 
(Geometrically nonlinear analysis ) Şimşek [72] เป็นการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบไม่เป็น
เชิงเส้นซึ่งใช้ความสัมพันธ์ von-Kármán’s non-linear strain–displacement relationships เพ่ือ
สร้างสมการควบคุมระบบของคานนี้ภายใต้ภาระแรงแบบเคลื่อนที่ ซึ่งงานวิจัยชิ้นนี้แสดงความ
แตกต่างของผลลัพธ์ที่วิเคราะห์แบบเชิงเส้นและไม่เป็นเชิงเส้นซึ่งมีความแตกต่างอย่างเห็นได้ชัด ใน
การศึกษาของ Abdelrahman และคณะ [73] ได้ท าการสมมุติให้คานจากวัสดุเชิงฟังก์ชันมีการ
เปลี่ยนแปลงค่าคุณสมบัติของวัสดุทั้งสองทิศทาง (Bi-Functionally Graded Materials) นั้นคือการ
เปลี่ยนแปลงตามแนวความยาวคานและตามแนวความหนาและได้พิจารณาหาระยะการกระจัดที่
เกิดขึ้นจากการวิเคราะห์แรงแบบเคลื่อนที่บนคานเหล่านี้ การศึกษาอิทธิพลของอุณหภูมิได้ถูกน ามา
พิจารณากับโครงสร้างคานที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันโดยที่มีการเปลี่ยนแปลงของคุณสมบัติของวัสดุ
ตามแนวแกนความยาวเพ่ือหาระยะกระจัดแบบพลวัตและความเร็วของแรงที่เคลื่อนที่ผ่านคานตาม
การศึกษาของ Wang และ Wu [74]  

จากการตรวจสอบวรรณกรรมในอดีตพบว่าการศึกษาพฤติกรรมทางพลวัตหรือทางพลศาสตร์
ของโครงสร้างคานจากวัสดุเชิงฟังก์ชันนั้นมักจะมีการศึกษาเฉพาะตัวโครงสร้างคานที่สร้างจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันเท่านั้นและไม่ได้มีการน าหลักการของวัสดุเชิงฟังก์ชันมาสร้างเป็นโครงสร้างแซนด์วิช 
(Sandwich structures) ในขณะที่งานวิจัยที่ใกล้เคียงการพิจารณาในรูปแบบของคานแบบแซนด์วิช
คือการศึกษาของ Şimşek [6] เท่านั้นแต่ก็มีข้อจ ากัดของการใช้ภาระแรงได้แค่เพียงสองแรงเท่านั้น 
ดังนั้นในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จึงมุ่งเน้นเพ่ือศึกษาในเชิงลึกมากขึ้นเกี่ยวกับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิช
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จากวัสดุเชิงฟังก์ชัน เพ่ือการรับภาระแรงแบบพลวัต โดยรายละเอียดจะกล่าวต่อไปในส่วนของเนื้อหา
ในบทต่อ ๆ ไป 
 
2.5  งานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการสั่นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบางภายใต้แรงกระท า

แบบเคลื่อนที่ 
ส าหรับกรณีของโครงสร้างในรูปแผ่นบางที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันที่มีการกระท าจากภาระ

แรงพลวัตทั้งที่มีการเคลื่อนที่และไม่เคลื่อนที่  โดยสามารถแสดงได้ตามการทบทวนวรรณกรรมของ
วิทยานิพนธ์ฉบับนี้ Roque และคณะ [75] ได้ใช้วิธีการของ meshless numerical method 
ส าหรับการหาค าตอบของระยะกระจัดเนื่องจากภาระโหลดแบบพลวัตของแผ่นบางและแผ่นโค้ง ที่
สร้างจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน โดยพ้ืนฐานของทฤษฎีได้มีการพิจารณาการเฉือนตามแนวตัดขวาง 
นอกจากนี้ยังท าการวิเคราะห์ความเค้นในทิศทางต่าง ๆ ที่ขึ้นอยู่กับเวลาร่วมด้วยซึ่งจะเป็นประโยชน์
ต่อการวิเคราะห์ความล้าต่อไป การใช้วิธีการที่มีการผสมผสานระหว่างวิธีการของอนุกรมฟูเรียร์และ
ลาปาสเข้าด้วยกันเพ่ือแก้ปัญหาหรือศึกษาพฤติกรรมทางพลศาสตร์ของแผ่นบางจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
ได้ถูกพัฒนาโดย Akbarzadeh และคณะ [76] เพ่ือแก้ปัญหาดังกล่าวโดยรวมเอาอิทธิพลของการ
เปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิมาพิจารณาด้วยเช่นกัน ผลลัพธ์จากวิธีการนี้ให้ผลลัพธ์ที่ถูกต้องเมื่อ
เปรียบเทียบกับวิธีการอ่ืน ๆ ล าดับถัดมาในงานวิจัยของ Behjat และคณะ [77] ได้พิจารณาทั้งปัญหา
แบบสถิตศาสตร์และพลศาสตร์ของแผ่นบางที่ท าจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน โดยพิจารณาท้ังภาระโหลดที่เป็น
แรงทางกลและแรงทางไฟฟ้า ในขณะที่งานวิจัยของ Li และคณะ [78] ได้มีการพัฒนาวิธีการที่มีความ
ซับซ้อนแต่ให้ผลลัพธ์ที่ถูกต้องโดยวิธีการที่ใช้คือ Quadrilateral scaled boundary spectral shell 
elements ส าหรับเพ่ือใช้เป็นฟังก์ชันรูปร่างของทั้งแผ่นบางและแผ่นเรียบโค้งที่ท ามาจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชัน โดยการใช้ฟังก์ชันรูปร่างใหม่นี้จะแก้ปัญหาหลายอย่างของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ เช่น
ปัญหา transverse shear locking, membrane locking และ curvature thickness locking 
ดังนั้นวิธีการนี้จึงเหมาะสมกับโครงสร้างที่มีรูปร่างซับซ้อน ส าหรับกรณีแผ่นบางจากวัสดุเชิงฟังก์ชันที่
มีรูปร่างเป็นแผ่นกลมก็ได้มีการศึกษาไว้ในงานวิจัยของ Zhao และคณะ [79] โดยการศึกษาในครั้งนี้
ได้แสดงถึงรูปร่างของการสั่นสะเทือนของแผ่นกลมในหลากหลายโหมดของการสั่นสะเทือนและรวมถึง
ศึกษาอิทธิพลต่าง ๆ เช่นเส้นรอบวง ความหนา ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ โดยอิทธิพลต่าง ๆ 
เหล่านี้จะส่งผลกระทบต่อการเปลี่ยนแปลงค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่นกลมอย่างมีนัยส าคัญ 
นอกจากนี้อิทธิพลของเงื่อนไขขอบเขตแบบยืดหยุ่นก็ได้ถูกหยิบยกมาพิจารณาด้วยและผลลัพธ์แสดง
ให้เห็นชัดถึงค่าความแข็งแรงของสปริงที่บริเวณขอบของแผ่นกลมจะมีผลต่อการเปลี่ยนแปลง
ค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่นกลมเป็นอย่างมากเช่นกัน การพิจารณาแผ่นบิด (Twisted plates) ที่ท า
มาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันได้มีการศึกษาโดย Karsh และคณะ [80] เพ่ือแสดงถึงการสั่นสะเทือนของแผ่น
บิดดังกล่าว รวมถึงอิทธิพลของมุมบิดที่ส่งผลกระทบต่อค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่นบิดนี้ได้มีการ
แสดงผลทั้งในรูปผลลัพธ์เชิงตัวเลขและกราฟความสัมพันธ์ของตัวแปรที่น ามาพิจารณา ต่อมาเพ่ือ
แสดงผลลัพธ์ที่เกี่ยวข้องกับเทอมของความไม่เป็นเชิงเส้นในการเสียรูปของแผ่นบางที่ท ามาจากวัสดุ
เชิงฟังก์ชัน ซ่ึงพฤติกรรมนี้ได้ถูกน ามาพิจารณาโดย Upadhyay และ Shukla [81] โดยนักวิจัยกลุ่มนี้
ได้ท าการศึกษาความไม่เป็นเชิงเส้นของการเสียรูปของทั้งแผ่นบางที่เป็นสี่เหลี่ยมผืนผ้าและแผ่นบางที่
มีมุมเอียงภายใต้ภาระแรงแบบพลวัตในรูปแบบของแรงลดลงตามเวลา แรงในรูปแบบฟังก์ชันไซน์และ
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เอกซ์โพเนนเชียลและแรงแบบอ่ืน ๆ ที่เป็นฟังก์ชันกับเวลา โดยมีอิทธิพลของเงื่อนไขขอบเขตแบบต่าง 
ๆ เข้ามาร่วมพิจารณาด้วย 

ส าหรับกรณีโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันได้มีการศึกษาส่วนใหญ่
เฉพาะการสั่นสะเทือนแบบอิสระเท่านั้น ซึ่งสามารถยกตัวอย่างบางการศึกษาที่เป็นพ้ืนฐานที่ส าคัญ
ส าหรับวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ได้ดังต่อไปนี้ Natarajan และ Manickam [82] ได้ท าการศึกษาพฤติกรรม
ของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้ภาระการดัดโค้งและรวมไปถึงการ
สั่นสะเทือนของแผ่นบางนี้ การศึกษานี้มุ่งเน้นเพ่ือพัฒนาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ให้มีความถูกต้อง
มากขึ้นเมื่อเปรียบเทียบกับการวิเคราะห์แบบดั้งเดิม ในขณะที่ Li และคณะ [83] ได้พิจารณา
องค์ประกอบของความเค้นแบบสามมิติส าหรับปัญหาการสั่นสะเทือนแบบอิสระของโครงสร้างแผ่น
บางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน การพัฒนาสมการควบคุมระบบในการศึกษานี้ใช้ระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขแบบ Chebyshev polynomials ที่มีการคูณด้วยเงื่อนไขขอบเขตต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับการ
วิเคราะห์แบบสามมิติ ล าดับถัดมา Bennoun และคณะ [84] ได้พัฒนาทฤษฎีของแผ่นบางเพ่ือใช้
อธิบายการเสียรูปของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน โดยทฤษฎีที่พัฒนานี้คือ 
five-variable refined plate theory และในการศึกษาของ Zenkour และ Alghamdi [85] ได้
พิจารณาปัญหาการดัดและการสั่นสะเทือนของแผ่นบาง โดยพิจารณาอิทธิพลของการเพ่ิมขึ้นของ
อุณหภูมิร่วมด้วย วิธีการที่ใช้คือวิธีการแบบแม่นตรงส าหรับการแก้ปัญหาเพ่ือให้ได้ท าตอบที่ถูกต้อง
มากขึ้นเมื่อเทียบกับวิธีการเชิงตัวเลขแบบต่าง ๆ การพิจารณาทฤษฎีโครงสร้างแผ่นบางที่มีล าดับของ
การเฉือนต่าง ๆ (n-order shear deformation theory) สามารถศึกษาได้จากเอกสารอ้างอิงที่ [86] 
ซ่ึงเป็นตัวอย่างของแผ่นบางที่สร้างวัสดุเชิงฟังก์ชันและคอมโพสิตแบบแซนด์วิช  การใช้ทฤษฎีนี้
สามารถปรับความซับซ้อนของทฤษฎีให้เป็นล าดับของการเฉือนที่ต่ าลงได้ แต่หากต้องการความ
ถูกต้องมากขึ้นก็สามารถปรับค่าบางตัวเพ่ือให้ครอบคลุมอิทธิพลของการเฉือนที่บริเวณหน้าตัดให้
สูงขึ้นได้ นอกจากตัวอย่างการศึกษาที่เกี่ยวข้องกับโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันตามที่กล่าวมาแล้วนั้นยังมีการศึกษาอ่ืน ๆ ที่เก่ียวข้องตามเอกสารอ้างอิงต่อไปนี้ [87-93] 

อย่างไรก็ตามปัญหาส่วนใหญ่ที่น ามาพิจารณากันในอดีตจะมุ่งเน้นไปที่ปัญหาการดัดโค้ง การ
โก่งเดาะ และการสั่นสะเทือนแบบอิสระเป็นหลัก ในขณะที่การศึกษาการสั่นสะเทือนแบบบังคับ 
(โดยเฉพาะอย่างยิ่งภาระแรงแบบเคลื่อนที่ด้วยความเร็ว) ยังไม่มีรายงานในการศึกษาในอดีต ดังนั้น
หัวข้อของการศึกษาการเสียรูปเนื่องจากภาระแรงแบบเคลื่อนที่จึงเป็นประเด็นส าคัญอีกอย่างหนึ่งของ
วิทยานิพนธ์ฉบับนี้ซึ่งจะมีการศึกษาการสั่นสะเทือนแบบบังคับของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิช
จากวัสดุเชิงฟังก์ชัน เพ่ือศึกษาตัวแปรต่าง ๆ ที่เกี่ยวของต่อการเสียรูปแบบพลวัต เช่น คุณสมบัติของ
วัสดุ อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น เงื่อนไขขอบเขตแบต่าง ๆ และอ่ืน ๆ  
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บทท่ี 3 

โครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
 
3.1  บทน า 
 คาน (Beam) เป็นหนึ่งในโครงสร้างย่อย (Structural members) ที่ส าคัญของโครงสร้างทาง
วิศวกรรมที่จะใช้ประกอบกันจนกลายเป็นโครงสร้างที่มีความซับซ้อนและน าไปสู่การใช้งานจริง 
ยกตัวอย่างเช่น รางรถไฟ แชสซี (Chassis) รถยนต์ คานเป็นแกนหลักส าหรับรับภาระแรงในรถไฟ เรือ 
และรวมไปถึงโครงสร้างของเครื่องบิน ในงานทางวิศวกรรมโยธานั้นคานถือเป็นชิ้นส่วนหลักของ
อาคาร บ้านเรือน ด้วยเหตุผลและความส าคัญของคานทั้งทางด้านวิศวกรรมเครื่องกลและวิศวกรรม
ด้าน ๆ อ่ืน ท าให้การวิเคราะห์ปัญหาคานเป็นที่สนใจของนักวิจัยจ านวนมาก เพ่ือจะได้รู้ถึงพฤติกรรม
ของคานเมื่อมีการกระท าจากโหลดแบบต่างๆ ดังนั้นเมื่อมีการน าไปใช้งานจริงในสถานการณ์การต่างๆ 
โดยทั่วไปคานที่อยู่ภายใต้สภาวะโหลดแบบสถิตศาสตร์ (Static loadings) จะแสดงการเสียหายน้อย
กว่าคานที่ต้องรองรับสภาวะโหลดแบบพลวัต (Dynamic loadings) ถึงแม้ว่าจะมีขนาดรวมของแรงที่
เท่ากัน หัวข้อวิจัยที่เกี่ยวข้องกับเรื่องของผลตอบสนองของคานที่อยู่ภายใต้โหลดแบบพลวัต 
(Dynamic response of beams) จึงมีความส าคัญอย่างยิ่ง โดยโหลดแบบพลวัตที่นิยมน ามา
พิจารณา ยกตัวอย่างเช่น โหลดกระท าที่จุดใดจุดหนึ่งแต่ขนาดของแรงจะขึ้นอยู่กับเวลา (Time-
dependent loadings) โดยความถี่ของแรงอาจมีการน ามาพิจารณาร่วมด้วยได้ และในกรณีที่ความถี่
ของโหลดมีความสั่นพ้องกับความถี่ธรรมชาติของคาน การโก่งของคานแบบพลวัตก็จะมีค่าสูงมากจน
ท าให้คานเกิดความเสียหายรุนแรงได้ ส่วนโหลดแบบพลวัตอีกประเภทหนึ่งคือโหลดที่มีการเคลื่อนที่
ไปตามความยาวคาน (Moving loads) ด้วยความเร็วแบบคงที่หรือไม่คงที่ ตัวอย่างการใช้งานในเรื่อง
นี้ที่เห็นชัดที่สุดคือรถไฟความเร็วสูงที่เคลื่อนที่ไปบนรางรถไฟ หรืองานทางด้านเครนยกวัตถุ หุ่นยนต์ 
และงานทางวิศวกรรมอ่ืน ๆ การโก่งของคานเนื่องจากโหลดแบบพลวัตนั้นมีตัวแปรที่ส าคัญหลายตัว
เช่น ความยาวคาน ความหนาคาน คุณสมบัติวัสดุ ความถี่ธรรมชาติของคาน ความเร็วโหลด เงื่อนไข
ขอบเขตของคาน และอ่ืนๆ ซึ่งวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จะศึกษาในเชิงลึกต่อไป 
 อีกประเด็นหนึ่งที่ส าคัญต่อการพิจารณาต่อการออกแบบคานเพ่ือใช้ในงานทางวิศวกรรมคือ
การคิดค้นวัสดุชนิดใหม่เพ่ือน าไปใช้ในการสร้างคานที่มีสมรรถนะเพ่ิมมากขึ้นกว่าคานที่ท ามาจากวัสดุ
เนื้อเดียวกันทั้งก้อนและมีความสามารถรับแรงได้เท่ากันในทุกทิศทุกทาง (Homogenous and 
isotropic materials) วัสดุดั้งเดิมแบบนี้มีความสามารถในการรับภาระโหลดค่อยข้างจ ากัด หาก
ต้องการพัฒนาความสามารถของวัสดุในกลุ่มนี้ให้สูงขึ้น จ าเป็นต้องน าวัสดุอ่ืน ๆ ที่มีข้อดีต่าง ๆ ร่วม
เข้ามาผสมและสร้างเป็นวัสดุใหม่ ยกตัวอย่างเช่น การน าวัสดุที่เป็นเส้นใย (Fiber) ที่มีความแข็งแรง
สูงมาเรียงตัวผสมกับวัสดุในกลุ่มโพลิเมอร์ (Polymer) เพ่ือสร้างวัสดุคอมโพสิตซึ่งจัดอยู่ในกลุ่มวัสดุ
คอมโพสิตแบบเส้นใย (Fiber-reinforced composites) ทฤษฎีต่าง ๆ ที่เกี่ยวกับการสร้างและการ
วิเคราะห์ความแข็งสามารถอ่านได้จากเอกสารอ้างอิงในหลาย ๆ แหล่งได้ [94-95] วัสดุคอมโพสิต
แบบเส้นใยนี้มีข้อดีคือมีความแข็งแรงตามแนวเส้นใยที่ดีมากแต่แนวอ่ืน ๆ ยังคงอ่อนแอตาม
ความสามารถที่จ ากัดของโพลิเมอร์ และมีข้อเสียที่ส าคัญคือการแยกชั้นระหว่างชั้นต่าง ๆ ที่มีการขึ้น
รูป ทั้งนี้เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงค่าความแข็งแรงที่ฉับพลันระหว่างชั้นต่อชั้น ท าให้เกิดความเข้มข้น
ของความเค้นสูงมาก (High stress concentration) นอกจากวัสดุคอมโพสิตที่กล่าวมาข้างต้น ยังมี
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วัสดุกลุ่มอื่นอีกที่มีข้อดีและข้อเสียต่าง ๆ กันไป อย่างไรก็ตามในงานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ได้มุ่งเน้นที่จะ
พัฒนาและวิเคราะห์วัสดุคอมโพสิตชนิดหนึ่งนั่นคือ วัสดุเชิงฟังก์ชัน (Functionally graded 
materials) หรือเรียกชื่อย่อว่า FGMs วัสดุชนิดนี้มีคุณลักษณะที่ส าคัญคือการผสมกันระหว่างวัสดุ
สองชนิดที่มีคุณสมบัติต่างกันเข้าด้วยกันโดยการผสมแบบค่อย ๆ เพ่ิมหรือลดอัตราส่วนผสมไปตาม
ทิศทางที่ต้องการ อัตราส่วนผสมสามารถอธิบายได้ชัดเจนด้วยสมการหรือฟังก์ชันทางคณิตศาสตร์ 
ดังนั้นจึงเรียกว่า วัสดุเชิงฟังก์ชัน เมื่อวัสดุมีการผสมแบบค่อย ๆ เพ่ิมหรือลดอัตราการผสม (Gradient 
of material compositions) จะส่งผลดีต่อการแก้ปัญหาการแยกชั้นของวัสดุและลดปัญหาความ
เข้มข้นของความเค้นที่กระจุกตัวได้ นอกจากนี้วัสดุเชิงฟังก์ชันยังมีข้อดีด้านอ่ืน ๆ อีก ยกตัวอย่างเช่น 
หากวัสดุเชิงฟังก์ชันผลิตจากการผสมระหว่างวัสดุในกลุ่มเซรามิคและโลหะ จะพบว่าความสามารถใน
การทนความร้อน ความชื้น การกัดกร่อนซึ่งได้จากคุณสมบัติของเซรามิคและจะได้ความเหนียวและ
การขึ้นรูปได้ง่ายจากคุณสมบัติของโลหะ ด้วยเหตุผลนี้วิทยานิพนธ์ฉบับนี้จึงน าเอาวัสดุเชิงฟังก์ชันมา
วิเคราะห์และพัฒนารูปแบบให้เป็นโครงสร้างแบบแซนด์วิชซึ่งจะท าให้เพ่ิมประสิทธิภาพในการ
รับภาระโหลดได้มากขึ้น เมื่อเทียบกับวัสดุเชิงฟังก์ชันเพียงอย่างเดียว ส่วนรายละเอียดและแนว
ทางการวิเคราะห์และตัวแปรที่ส าคัญจะกล่าวต่อไป 
 ในบทนี้จะมีเนื้อหาที่ประกอบไปด้วยทฤษฎีทั่วไปของคานแบบไอโซทรอปิกที่จะใช้เป็น
พ้ืนฐานส าหรับการวิเคราะห์ต่อยอดในส่วนที่ซับซ้อนขึ้นและเมื่อมีการวิเคราะห์ โครงสร้างคานที่สร้าง
มาจากวัสดุคอมโพสิตยุคใหม่ รายละเอียดของการสร้างสมการควบคุมระบบส าหรับการวิเคราะห์การ
สั่นสะเทือนของคานแบบอิสระและแบบบังคับมีการแสดงไว้โดยละเอียดในบทนี้เช่นกัน 
 
3.2  ทฤษฎีทั่วไปของโครงสร้างคานแบบไอโซทรอปิก 
 ก่อนท าการวิเคราะห์โครงสร้างคานแบบคอมโพสิตที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน การใช้ทฤษฎี
ทั่วไปของคานแบบไอโซทรอปิก (Isotropic beams) ถือได้ว่าเป็นพ้ืนฐานที่ส าคัญต่อการวิเคราะห์ใน
ระดับสูงขึ้น ดังนั้นในส่วนนี้เป็นการแสดงถึงทฤษฎีเบื้องต้นเพ่ือที่จะสร้างความเข้าใจและบางส่วนอาจ
ใช้เพ่ือยืนยันความถูกต้องของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่สร้างขึ้นมาใหม่  การวิเคราะห์โครงสร้าง
คานอย่างง่ายของคานแบบไอโซทรอปิกสามารถท าได้โดยทฤษฎีคานของออยเลอร์ (Euler beam 
theory) ซึ่งสมมุติให้โครงสร้างคานนั้นเสียรูปแบบไม่มาก เมื่อคานอยู่ภายใต้สภาวะโหลดแบบการดัด
โค้ง (small deformation due to bending) 
 สมมุติฐานที่ส าคัญของทฤษฎีคานของออยเลอร์คือการเปลี่ยนรูปหน้าตัดขวางของคานซึ่งมี
ลักษณะเป็นเส้นตรงและตั้งฉากกับระนาบกี่งกลางตามแนวความยาวคานก่อนการเปลี่ยนรูป และ
ยังคงเป็นเส้นตรงและต้ังฉากระนาบกี่งกลางตามแนวความยาวคานหลังการเปลี่ยนรูป มุมของระนาบ
ที่เปลี่ยนรูปไปแสดงได้ตามอนุพันธ์อันดับหนึ่งของการโก่ง /odw dx  ตามที่แสดงในรูปที่ 3.1 
นอกจากนี้เมื่อคานอยู่ภายใต้การดัดโค้งหน้าตัดขวางของคานยังคงเป็นระนาบเดิมที่สม่ าเสมอตลอด
ความหนาซึ่งบ่งบอกถึงการไม่พิจารณาความเค้นเฉือนที่หน้าตัด (Transverse shear) โดยที่ 

ou  คือ
ระยะกระจัดตามแนวแกนความยาว (แกน x ) และ 

ow  คือระยะการโก่งหรือระยะกระจัดตาม
แนวแกน z  ดังแสดงดังรูปที่ 3.1 ซึ่งสามารถเขียนสมการระยะกระจัดทั้งสองนี้ได้เมื่อคานอยู่ภายใต้
การดัดโค้งด้วยภาระโหลดแบบใด ๆ (ทั้งแบบสถิตหรือพลวัต ณ เวลาใด ๆ) 
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รูปที่ 3.1 การดัดโค้งของคานตามทฤษฎีของออยเลอร์ [96] 

 
0

0

( , )
( , , ) ( , )

dw x t
u x z t u x t z

dx
   (3.1) 

 
0( , , ) ( , )w x z t w x t  (3.2) 

 
สมการระยะกระจัดตามแนวแนวความยาวคานในสมการที่ (3.1) จะเหมาะสมกับคานแบบคอมโพสิต
ที่มีการเรียงตัวแบบไม่สมมาตรตลอดความหนาของคาน เมื่อไรก็ตามที่พิจารณาคานคอมโพสิตที่มีการ
เรียงตัวแบบสมมาตรหรือพิจารณาคานแบบไอโซทรอปิกเราสามารถลดรูปสมการระยะกระจัดได้ดังนี้ 
(

0( , ) 0u x t  ) 
 

0 ( , )
( , , )

dw x t
u x z t z

dx
   (3.3) 

 
0( , , ) ( , )w x z t w x t  (3.4) 

 
จากความสัมพันธ์ของความเค้น (

xx ) และความเครียด (
xx ) ของคานแบบไอโซทรอปิก จะได้

ความสัมพันธ์ดังนี้ 
 

xx xxE   (3.5) 
 
เมื่อ E  คือค่ามอดูลัสของความยืดหยุ่น การหาความเครียดสามารถท าได้ดังนี้ 
 

2

0
xx

d wdu
z

dx dx
     (3.6) 

 
พลังงานเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงของระยะกระจัด (Strain energy) ภายในคานสามารถแสดงได้
ดังนี้ 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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1

2
xx xx

V

U dV    (3.7) 

 
จากสมการความเค้นและความเครียดในสมการที่ 3.5 และสมการที่ 3.6 แทนลงในสมการพลังงาน
ภายในจะได้ 
 

2
2

2 0

2

0

1

2

L

A

d w
U Ez dAdx

dx

 
  

 
   (3.8) 

 
หากต้องการวิเคราะห์การดัดโค้งของคานเนื่องจากแรงกระจายสม่ าเสมอ (N / m)q  ส าหรับปัญหา
การดัด (Bending analysis) หรือการวิเคราะห์การโก่งเดาะ (Buckling analysis) ที่มีการกระท าจาก
แรงกดอัด ( (N)P ) สามารถแสดงพลังงานภายนอกได้ดังนี้ 
 

2

0
0

0

1

2

L
dw

V P qw dx
dx

  
       
  (3.9) 

 
การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระ (Free vibration analysis) พลังงานจลน์เป็นสิ่งส าคัญต่อ
การน ามาพิจารณานั่นคือ 
 

2

0

0

1

2

L
dw

K A dx
dt


 

  
 
  (3.10) 

 
เมื่อพิจารณาครบถ้วน ดังนั้นสามารถทีเ่ขียนสมการพลังงานรวมได้ดังนี้ 
 

U V K     (3.11) 
 
การสร้างสมการควบคุมระบบ (Governing equation) สามารถท าได้โดยการหาพลังงานขั้นต่ าสุด
หรือสูงสุดเมื่อเทียบกับการเปลี่ยนแปลงของ 

ow  ตามกฎของฮามินตัน (Hamilton’s principle) 
รายละเอียดสามารถศึกษาได้จากเอกสารอ้างอิง [96] 
 

0 0

( ) 0

t t

dt U V K dt          (3.12) 

 
ผลลัพธ์จากการอินทิเกรตแบบแยกส่วน (Integrate by part) จะท าให้ได้สมการควบคุมระบบซึ่งอยู่
ในเทอมของเครื่องหมายอินทิเกรต แยกเทอมในเครื่องหมายออกมาจะได้สมการควบคุมระบบของทุก
ปัญหาดังนี้ 
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4 2 2

0 0 0

4 2 2
( ) 0

d w d w d w
EI P q x A

dx dx dt
     (3.13) 

 
เมื่อ I  คือโมเมนต์ความเฉื่อยของพ้ืนที่หน้าตัดส าหรับคานไอโซทรอปิกที่มีพ้ืนที่หน้าตัดแบบ

สี่เหลี่ยมผืนผ้า 31

12
I bh  โดยที่ b  คือความกว้างและ h  คือความหนาของคาน ในส่วนของ

โมเมนต์ความเฉื่อยของมวลในเทอมสุดท้ายของสมการที่ 3.13 คือ A  นั่นคือผลคูณของความ
หนาแน่นและพ้ืนที่หน้าตัดของคาน เพ่ือแก้ปัญหาคานไอโซทรอปิกในสมการที่ 3.13 แยกตามปัญหาที่
พิจารณาของคานที่มีการรองรับอย่างง่ายที่ปลายคานทั้งสองด้านโดยมีเงื่อนไขขอบเขตคือ 

 ที่ 0x   จะได้ 
2

0 2

(0)
(0) 0, 0xx

d w
w M EI

dx
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 ที่ x L  จะได้ 
2

0 2

( )
( ) 0, 0xx

d w L
w L M EI

dx
    

เมื่อ L  คือความยาวคาน การแก้ปัญหานี้จะต้องสมมุติฟังก์ชันของระยะกระจัดที่เป็นไปตามเงื่อนไข
ขอบเขตเพ่ือแทนค่าไปยังสมการควบคุมระบบ โดยสมการของระยะกระจัดที่เหมาะสมคือ 
 

1

( ) sin
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i t

m

m

m x
w x e W

L

 


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  (3.14) 

 
ส าหรับปัญหาการดัด ( )q x  จะต้องแสดงในรูปอนุกรมฟูเรียร์ด้วยเช่นกันนั่นคือ 
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m

m

m x
q x Q

L





 
  
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เมื่อ 4
m

q
Q m

m
 = 1, 3, 5… ส าหรับกรณีคานถูกกระท าด้วยแรงกระจายแบบสม่ าเสมอตลอด

ความยาวคาน ดังนั้นผลลัพธ์ที่ต้องการของการโก่งเนื่องจากการดัดคือ 
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  เมื่อ m  = 1, 3, 5… 
(3.16) 

 
เมื่อ m  = 1, 3, 5…   
ส าหรับปัญหาการโก่งเดาะ สามารถหาแรงที่ท าให้คานโก่งเดาะที่โหมดต่าง ๆ ได้ดังนี้ 
 

2
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m
P EI m

L

 
  
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การแรงวิกฤต (
1crP P ) ซึ่งเกิดขึ้นกับโหมดหนึ่งเท่านั้น นั่นคือ  

2

2crP EI
L


  

ส าหรับปัญหาการสั่นสะเทือนแบบอิสระ  กรณีพิจารณาการสั่นสะเทือนของคานแบบฮาร์มอนิก ซึ่ง
ผลลัพธ์ของความถ่ีธรรมชาติในหน่วย rad/s ของคาน คือ 
 

4

m

EI m

A L






 
  

 
 (3.18) 

 
 

1  เรียกว่าความถี่ธรรมชาติพื้นฐาน (Fundamental frequency) 
ทั้งหมดที่กล่าวมานั้นสามารถที่จะใช้สูตรส าเร็จที่แสดงไว้เพ่ือยืนยันความถูกต้องบางส่วนได้ของ
งานวิจัยในครั้งนี้และทฤษฎีพ้ืนฐานนี้เป็นส่วนส าคัญอย่างยิ่งต่อการวิเคราะห์ โครงสร้างคานรวมถึง
หลักการต่าง ๆ ที่น ามาใช้ สามารถขยายผลในเชิงลึกต่อไปได้ในส่วนถัดไปของวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ 
 
3.3  โครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 

ในงานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้มีการพิจารณาวัสดุ เชิงฟังก์ชัน (FGMs) เพ่ือใช้ท าโครงสร้างใน
รูปแบบแซนด์วิช ดังนั้นค าอธิบายในช่วงแรกจะเป็นการบ่งบอกถึงลักษณะส าคัญของวัสดุเชิงฟังก์ชัน
ในรูปทั่วไป วัสดุชนิดนี้เป็นวัสดุที่ถูกคิดค้นโดยกลุ่มนักวิทยาศาสตร์ชาวญี่ปุ่นในช่วงคริสต์ศักราช 
1984 ด้วยจุดประสงค์ที่ต้องการสร้างวัสดุที่มีความยืดหยุ่นสูงและทนทานต่อความร้อนเพ่ือใช้ใ น
โครงสร้างทางวิศวกรรมในหลายแขนง ๆ และหลายรูปแบบของโครงสร้างทั้งในอุตสาหกรรมอากาศ
ยาน เตาปฏิกรณ์นิวเคลียร์ กระบอกสูบรถยนต์ที่ทนความร้อนสูง ดังนั้นการเลือกวัสดุจึงขึ้นอยู่กับการ
ใช้งานเป็นหลัก เนื่องจากวัสดุที่ก าลังพิจารณานี้เป็นประเภทหนึ่งของวัสดุคอมโพสิต ดังนั้นจ าเป็นต้อง
มีวัสดุที่มีคุณสมบัติแตกต่างกันตั้งแต่สองชนิดขึ้นไปมาผสมกันจนได้วัสดุชนิดใหม่ แต่โดยส่วนใหญ่
เพ่ือให้ง่ายต่อการวิเคราะห์การใช้วัสดุเพียงสองชนิดมาผสมกันก็เพียงพอต่อการใช้งานและสามารถ
วิเคราะห์พฤติกรรมได้ง่ายกว่าการใช้วัสดุรวมสามหรือสี่ชนิด วัสดุเชิงฟังก์ชันที่นิยมน ามาสร้างคือการ
ผสมกันระหว่างเซรามิกและโลหะ เพ่ือให้ได้ความสามารถทางด้านต้านทานต่อความร้อนและการกัด
กร่อนที่ได้จากคุณสมบัติของเซรามิกและได้ความแข็งแรงและยืดหยุ่นสูงจากคุณสมบัติของโลหะ 
ลักษณะการผสมนั้นจะไล่อัตราส่วนของเซรามิกกับโลหะไปเรื่อยๆตามทิศทางที่ต้องการผสม เช่นด้าน
บนสุดอาจเป็นเซรามิค 100% และความเป็นเซรามิกด้านบนจะค่อยลดลงไปยังผิวล่างสุดที่ 0% ของ
เซรามกิ การลดลงของเซรามิคในแต่ละต าแหน่งจะถูกแทนที่โดยโลหะนั่นตามรูปที่ 3.2 โดยที่หน้าตัด
ของคานที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน (FGMs) ที่มีความกว้างของหน้าตัด ( b ) ไปตามทิศทางแกน y  
และความหนา ( h ) ตามทิศทางแกน z  อัตราส่วนผสมของเซรามิกและโลหะจะเปลี่ยนแปลงไปตาม
แนวความหนาเท่านั้น ดังนั้นการหาค่าคุณสมบัติต่าง ๆ ของวัสดุจะขึ้นอยู่กับปริมาตรหนึ่งหน่วยของ
เซรามกิ (

cV ) และปริมาตรหนึ่งหน่วยของโลหะ (
mV ) ตามสมการต่อไปนี้ 

 
1

2

n

c

z
V

h

 
  
 

 (3.19) 
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รูปที่ 3.2 พ้ืนที่หน้าตัดของคานที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังชันก์ 

 

 
รูปที่ 3.3 ตัวอย่างคุณสมบัติใดๆของวัสดุเชิงฟังก์ชันที่ค่า n  ต่างๆ กัน 

 
โดยที่ n  คือดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ (material volume fraction index) เช่น ถ้าก าหนด n  
มีค่าเท่ากับศูนย์ วัสดุจะกลายเป็นเซรามิกทั้งหมดและถ้าก าหนดให้ค่า n  มีค่าเป็นอนันต์ วัสดุก็จะ
กลายเป็นโลหะทั้งหมด จากที่กล่าวก่อนหน้านี้ค่าคุณสมบัติวัสดุประสิทธิผล ( P ) ณ ค่า n  ต่าง ๆ กัน
สามารถหาได้โดยอาศัยกฎของการผสม (Rule of mixtures) คือ ( ) m m c cP z P V PV   ดังแสดงดัง
รูปที่ 3.3 โดยที่ค่าคุณสมบัติวัสดุประสิทธิผลที่จ าเป็นต่อการวิเคราะห์ คือ ค่ามอดูลัสของความ
ยืดหยุ่น ( ( )E z ) อัตราส่วนปัวซอง ( ( )z ) และความหนาแน่น ( ( )z ) ของวัสดุซึ่งจะแปรผันไปตาม
แกน z และหาได้ดังสมการต่อไปนี้ 
 

Ceramic 100% - Metal 0%

Ceramic 0% - Metal 100%

y

z

b

z = 0

z = h/2

z = -h/2
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2
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 (3.23) 

 
โดยที่ตัวห้อย c และ m บ่งบอกถึงคุณสมบัติของเซรามกิและโลหะตามล าดับ และอีกประเด็นหนึ่งคือ
เนื่องจากค่าอัตราส่วนปัวซองของวัสดุซึ่งแปรผันไปตามแกน z มีค่าแตกต่างกันไม่มาก ดังนั้นสามารถ
ใช้ค่าคงท่ีแทนได้ เช่น  =0.33 

จากพ้ืนฐานของวัสดุเชิงฟังก์ชันที่กล่าวมาแล้วในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้  ดังนั้นจะใช้พ้ืนฐาน
ดังกล่าวเพ่ือพัฒนาวัสดุให้อยู่ในรูปโครงสร้างแซนด์วิช ตามท่ีแสดงไว้ในรูปที่ 3.4 
 

 
รูปที่ 3.4 พ้ืนที่หน้าตัดของคานแบบแซนด์วิชที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 

 
ในรูปที่ 3.4 พิจารณาคานสองแบบนั่นคือแบบชั้นแกนกลางแข็ง (Hard core) และแบบชั้น

แกนกลางอ่อน (Soft core) โดยแกนกลาง (Core) คือชั้นตรงกลางของแซนด์วิช ดังนั้นหากชั้น
แกนกลางที่ท ามาจากเซรามิกซึ่งมีค่ามอดูลัสของความยืดหยุ่นสูงกว่าโลหะจะเรียกว่า โครงสร้าง
แซนด์วิชแบบชั้นแกนกลางแข็ง โดยส่วนผิวบนสุดและล่างสุดจะเป็นโลหะ 100% ในทางกลับกัน
ส าหรับกรณีโครงสร้างแซนด์วิชแบบชั้นแกนกลางอ่อน ซึ่งแกนกลางท ามาจากโลหะ 100% และผิว
บนสุดกับล่างสุดจะเป็นเซรามิค 100% การบ่งบอกความหนาของชั้นวัสดุทั้งสามชั้นที่ประกอบขึ้นเป็น
โครงสร้างแบบแซนด์วิชนั้นจะบอกเป็นอัตราส่วนด้วยตัวเลขสามตัวเช่น 1-1-1 หรือ 2-1-1 หากบ่ง
บอก 1-1-1 หมายความว่า ชั้นบนมีความหนาเท่ากับชั้นกลางและชั้นล่าง หากบอกเป็น 2-1-1 คือชั้น

z

b b

Ceramic

Ceramic

Metal

Metal Ceramic

Ceramic

Metal

Metal

z

Hard core

h3=+h/2 h3=+h/2

Soft core

h0=-h/2 h0=-h/2

h1 h1

h2 h2
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ล่างสุดหนาสองเท่าของชั้นกลางและชั้นบน ยกตัวอย่างเช่น เมื่อก าหนดให้ความหนารวมทั้งหมดคือ h 
รายละเอียดของแต่ละชั้นของ 1-1-1 คือ 

0 1 2/ 2, / 6, / 6h h h h h h     และ 
3 2h h  

ส่วนในกรณีอ่ืน ๆ เช่น 2-1-2 ซึ่งต้องค านวณเพ่ือหาค่า 
0 1 2, ,h h h  และ 

3h  ซึ่งให้ผลลัพธ์ที่ต่างกัน
ออกไป โดยการหาค่าคุณสมบัติวัสดุประสิทธิผลในแต่ละชั้นสามารถท าได้ดังนี้ 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )i i

b t b tE z E E V z E    (3.24) 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )i i

b t b tz V z       (3.25) 
 

ในกรณีของโครงสร้างแซนด์วิชมักจะนิยามต่างกันกับวัสดุเชิงฟังก์ชันทั่วไป โดยจะก าหนดให้
ตัวห้อย t และ b ในสมการที่ 3.24 และสมการที่ 3.25 บ่งบอกถึงคุณสมบัติของวัสดุที่ผิวบนสุด 
(Face) หรือผิวด้านนอกและที่แกนกลาง (Core) ตามล าดับ โดยที่สมการสัดส่วนปริมาตรวัสดุ 
(Volume fraction) สามารถแสดงได้ดังนี้  
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   
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 

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 (3.26) 

 
ในท านองเดียวกันกับวัสดุเชิงฟังก์ชันทั่วไปที่ก าหนดให้ n คือดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ (Material 
volume fraction index or power law index)  
ส าหรับกรณีโครงสร้างแซนด์วิชเป็นแบบ :  แกนกลางแข็ง (Hard core) 

จะก าหนดให้ ,b c b cE E     และ ,t m t mE E      
ส าหรับกรณีโครงสร้างแซนด์วิชเป็นแบบ :  แกนกลางอ่อน (Soft core) 

จะก าหนดให้ ,b m b mE E     และ ,t c t cE E      
อย่างไรก็ตามส าหรับค่าอัตราส่วนปัวซงสามารถก าหนดให้เป็นค่าคงที่ได้ตามเหตุผลที่กล่าวมาแล้ว 
นอกจากนี้แล้วยังสามารถประยุกต์ใช้หลักการนี้ในการหาคุณสมบัติอ่ืนได้เช่นกัน  

จากกระบวนการหาค่าคุณสมบัติของวัสดุที่กล่าวมานั้นสามารถน าไปหาค่าคุณสมบัติใด ๆ 
ของโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันได้ โดยแสดงตัวอย่างในรูปที่ 3.5 ซึ่งใช้
แกนกลางแข็งและรูปที่ 3.6 เป็นแบบแกนกลางอ่อน โดยใช้อัตราส่วนของความหนาแต่ละชั้นเป็นแบบ 
1-2-1 และก าหนดค่ามอดูลัสของความยืดหยุ่นของโลหะและเซรามิกคือ 

mE = 70 GPa และ 
cE = 

380 GPa ตามล าดับ 
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รูปที่ 3.5 ค่ามอดูลัสความยืดหยุ่นโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน(แกนกลางแข็ง) 

 

 
รูปที่ 3.6 ค่ามอดูลัสความยืดหยุ่นโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน(แกนกลางอ่อน) 

 
3.4  การวิเคราะห์โครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 

ทฤษฎีของคานมีการพัฒนาขึ้นบนพ้ืนฐานของทฤษฎีของออยเลอร์ตามที่กล่าวมาในช่วงต้น 
ทฤษฎีของเออร์เลอร์บางครั้งอาจเรียกว่าเป็นทฤษฎีคานแบบคลาสสิก (Classical beam theory) 
ด้วยข้อจ ากัดบางอย่างของทฤษฎีคานแบบคลาสสิกจะเหมาะกับการโก่งงอที่ไม่มากนักและอาจไม่
เหมาะกับวัสดุคอมโพสิตที่หน้าตัดขวางของคานมีความแข็งหรืออ่อนไม่เท่ากันตลอดหน้าตัด (หน้าตัด
ตามความหนา) เช่น ด้านช่วงผิวบนมีความแข็งมากและช่วงผิวด้านล่างมีความแข็งน้อยโอกาสที่หน้า
ตัดขวางไม่เปลี่ยนรูปและยังคงเป็นระนาบที่ยังตั้งฉากกับระนาบก่ีงกลางนั้นจึงอาจเป็นไปไม่ได้ จากรูป
ที่ 3.7 สังเกตว่าหากใช้ทฤษฎีแบบคลาสสิกมุมของระนาบหน้าตัดขวางจะเปลี่ยนแปลงไป 

0 /dw dx   
และจะตั้งฉากกับระนาบก่ีงกลางตามแนวความยาวคาน 
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รูปที่ 3.7 ลักษณะการเปลี่ยนรูปของระนาบตัดขวางตามทฤษฎีออยเลอย์และทฤษฎีโมเชนโก 

 
ด้วยเหตุผลนี้การเลือกใช้ทฤษฎีคานทิโมเชนโก (Timoshenko beam theory) จะมีความ

เหมาะสมมากกว่า เพ่ือที่จะวิเคราะห์วัสดุที่เป็นคอมโพสิตที่มีความแข็งหรืออ่อนไม่เท่ากันตลอดหน้า
ตัด ซึ่งการเสียรูปของระนาบหน้าตัดขวางจะเป็นอิสระตามฟังก์ชัน 

x  และไม่จ าเป็นต้องตั้งฉากกับ
ระนาบกี่งกลางตามความยาวของคาน โดยทฤษฎีทีโมเชนโกยังมีข้อดีคือให้ผลลัพธ์ถูกต้องสูงส าหรับ
คานแบบคอมโพสิต แต่ใช้เวลาในการค านวณน้อยกว่ามากเนื่องจากความซับซ้อนของทฤษฎีมีไม่มาก
เมื่อเทียบกับทฤษฎีขั้นสูงขึ้น นอกจากนี้ยังเหมาะสมกับการวิเคราะห์คานที่มีความหนามากซึ่งจะให้
ผลลัพธ์ที่ดีกว่าทฤษฎีแบบคลาสสิก (ทฤษฎีของเออร์เลอร์หรือแบบคลาสสิกใช้วิเคราะห์คานที่มีความ
บาง (Thin beam) หากใช้กับคานที่มีความหนา (Thick beam) อาจให้ผลลัพธ์ที่คลาดเคลื่อนได้) 

ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ทฤษฎีคานของทิโมเชนโกจะถูกน ามาใช้เป็นหลักเพ่ือสร้างสมการ
ควบคุมระบบ (Governing equation system or equations of motion) ส าหรับวิเคราะห์
โครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน ผลลัพธ์ที่ได้จะน าไปเปรียบเทียบตามเงื่อนไขที่
แตกต่างกันเพ่ือยืนยันความถูกต้องต่อไป 

ตามทฤษฎีคานของทีโมเชนโก (Timoshenko beam theory) สมการหาระยะกระจัด
สามารถแสดงได้ดังนี้ 
 

0( , , ) ( , ) ( , )u x z t u x t z x t   (3.27) 
 

0( , , ) ( , )w x z t w x t  (3.28) 
 
  โดย ou  คือระยะกระจัดตามแนวแกนความยาวของคาน (แกน x ) ที่ระนาบกึ่งกลางคาน
และ 

ow  คือระยะกระจัดตามแนวแกนความหนา (แกน z ) ที่ระนาบกึ่งกลางเช่นกันและเพ่ือความ
สะดวกเนื่องจากการวิเคราะห์ปัญหาคานเป็นการวิเคราะห์แบบหนึ่งมิติดังนั้นจะก าหนดให้มุม 

x   
ก็คือมุมระนาบตัดขวางภายหลังการเปลี่ยนรูปและ t  คือเวลา ดังนั้นจากสมการหาระยะกระจัด
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สามารถค านวณหาความเค้นและความเครียดได้ทั้งความเค้นตั้งฉาก (
xx ) ความเค้นเฉือน (

xz )  
ความเครียดตั้งฉาก (

xx ) ความเครียดเฉือน (
xz ) ตามความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 

 
( )xx xxE z    (3.29) 

 
( )

( )
2(1 )

xz xz xz

E z
G z  


 


  (3.30) 

 
โดยที่ความเครียดสามารถได้จากสมการต่อไปนี้ คือ 
 

0
xx

uu
z

x x x




 
  
  

  (3.31) 

 
0

xz

wu w

z x x
 

 
   
  

  (3.32) 

 
ในกรณีเมื่อคานถูกกระตุ้นด้วยภาระโหลดแบบพลวัตหรือแรงภายนอกใด ๆ จะท าให้เกิด

ระยะการกระจัดหรือการโก่งงอซึ่งเป็นผลให้ได้รับพลังงานภายในซึ่งเกิดมาจากระยะกระจัด โดย
พลังงานภายในนี้แสดงอยู่ในรูปความเค้นและความเครียดได้ดังนี้ 
 

/2

0 /2

( ) .
2

L h

s xx xx xz xz

h

b
U dzdx   



     (3.33) 

 
แทนค่าสมการที่ 3.29-3.32 ลงในสมการท่ี 3.33 จะได้ 
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        
       

        

 
   


  (3.34) 

 
โดยที่  

11A  คือ ค่าสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับความแข็งเกร็งต้านการดึง (Extensional stiffness)  

11B  คือ ค่ าสัมประสิทธิ์ เกี่ ยวกับความแข็ง เกร็ งต้ านการดึ งและการดัดแบบผสม 
(Extensional-bending stiffness) 

11D คือ ค่าสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับความแข็งเกร็งต้านการดัด (bending stiffness)  

55A คือ ค่าสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับความแข็งเกร็งต้านการเฉือน (shear stiffness)  
ค่าสัมประสิทธิ์เหล่านี้ส าหรับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันสามารถหาได้จากสมการ
ต่อไปนี้ 
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
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

   (3.36) 

 
เมื่อ s  คือค่าแก้ของการเฉือน (Shear correction factor) โดยที่ s = 5/6 [96] หาได้โดยอาศัย
หลักการสมดุลพลังงานที่เกิดจากพลังงานจากการเฉือนที่เกิดขึ้นจริงและพลังงานจากการเฉือนที่
สมมุติขึ้น ดังแสดงได้ดังรูปดังนี้ 

  
(ก) ความเค้นเฉือนสมมุติให้มีค่าคงที่ (ข) ความเค้นเฉือนจริง 

รูปที่ 3.8 แสดงการกระจายความเค้นเฉือนบนหน้าตัดขวางของคาน 
 
โดยที่ความเค้นเฉือนสามารถหาได้ดังนี้ 
กรณี ความเค้นเฉือนสมมุติให้มีค่าคงที่ 
 

xz

V

A
    (3.37) 

 
กรณี ความเค้นเฉือนจริง 
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และพลังงานที่เกิดจากความเค้นเฉือนหาได้โดย 
 

1

2
s xz xz

V
U dV     (3.39) 

หรือ เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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s xz

V
U dV

G
    (3.40) 

 
ดังนั้นพลังงานที่เกิดจากความเค้นเฉือนสมมุติให้มีค่าคงที่ สามารถหาได้โดยน าสมการที่ 3.37 แทนลง
ในสมการที่ 3.40 จะได้ 
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ในท านองเดียวกันพลังงานที่เกิดจากความเค้นเฉือนจริง หาได้โดย 
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ดังนั้นพลังงานที่เกิดจากความเค้นเฉือนสมมุติให้มีค่าคงที่ จ าเป็นต้องมีค่าแก้ ( s ) เพื่อท าให้พลังงาน
ที่เกิดขึ้นมีค่าเท่ากับพลังงานที่เกิดจากความเค้นเฉือนจริง ซึ่งสามารถแสดงได้ดังนี้ 
 

,parabolic ,constants sU U   (3.46) 
 

2 21 6

2 5 2 s

LV LV

hbG hb G
   (3.47) 

 
เพื่อจะท าให้ได้พลังงานที่เกิดจากความเค้นเฉือนมีค่าเท่ากันนั้น ดังนั้นค่า s จะมีค่าเท่ากับ 5/6 
และส าหรับวัสดุเชิงฟังก์ชันค่า s ซึ่งขึ้นอยู่ค่าอัตราส่วนปัวซองของวัสด ุ[109] 
 

5

6 ( )
s

c c m mV V


 


 
  (3.48) 
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ในกรณีที่โครงสร้างคานมีฐานรองรับแบบยืดหยุ่น (Elastic foundation) จะสามารถเขียน
สมการพลังงานเนื่องจากการรองรับประเภทนี้ได้ดังนี้ 
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โดยที่ 

wk  คือ ค่าคงที่สปริงวินเกอร์ (Winkler spring) และ 
sk คือ ค่าคงที่สปริงของชั้นแรงเฉือน

(shear layer spring) 
การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนของคานทั้งแบบอิสระและแบบบังคับ (Free and forced 

vibration) จ าเป็นต้องพิจารณาพลังงานจลน์ของคานซึ่งมีความสัมพันธ์กับทฤษฎีคานของทีโมเชนโก
ตามสมการต่อไปนี้ 
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 (3.50) 

 
โดยที่ 

0 1,I I  และ 
2I  คือโมเมนต์ความเฉื่อยของมวลของคาน สามารถค านวณได้จากสมการต่อไปนี้ 
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สมการพลังงานที่กล่าวมาทั้งหมดข้างต้นเพียงพอต่อการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระ 

(Free vibration analysis) แต่หากต้องการวิเคราะห์ปัญหาการสั่นสะเทือนแบบบังคับ (Forced 
vibration analysis) จ าเป็นต้องเพ่ิมการวิเคราะห์ซึ่งรวมไปถึงพลังงานภายนอกจากภาระโหลดหรือ
แรงที่มากระท ากับคานในรูปแบบต่าง ๆ ภาระโหลดหรือแรงที่พบในงานทางวิศวกรรมมีหลากหลาย
แต่ที่พบบ่อยและส่งผลโดยตรงต่อความเสียหายคือแรงที่ไม่เคลื่อนที่และกระท าตามช่วงเวลาที่ก าหนด
อาจรวมไปถึงความถี่ในการกระท าด้วยและอีกลักษณะหนึ่งคือภาระโหลดที่มีการเคลื่อนที่ด้วย
ความเร็วตามแนวความยาวของคาน ในการวิเคราะห์เรื่องการสั่นสะเทือนแบบบังคับจะพิจารณาแบบ
แรกก่อน นั่นคือโหลดกระท าท่ีใดที่หนึ่งบนคาน โดยขนาดของโหลดจะแปลผันตามเวลาตามรูปที่ 3.9 
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รูปที่ 3.9 คานแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้โหลดพลวัตที่จุดใดหนึ่งบนคาน 

 
จากรูปที่ 3.9 แสดงการวิเคราะห์สองรูปแบบของโหลดที่กระท านั่นคือกระท าตามช่วงเวลาที่ก าหนด 
(Heaviside step loading) โดยมีขนาดของแรงเท่ากับ 

0P  ในช่วงแรกและจะมีค่าเท่ากับศูนย์หลัง
ผ่านช่วงเวลาที่ก าหนด ส่วนแบบต่อมาคือแรงกระท าแบบฮาร์โมนิก (Harmonic loading) โดยแรง
กระท าจะเปลี่ยนแปลงตามเวลาคือ 

0( ) sin( )P t P t   โดยที่ 
0P  คือขนาดแรงที่กระท าและ px  

คือต าแหน่งที่แรงหรือโหลดกระท าบนคาน สมการพลังงานภายนอกของปัญหานี้สามารถเขียนได้ดังนี้ 
 

0( ) ( )ex pU P t w x   (3.52) 
  

 
รูปที่ 3.10 คานแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่แบบโหลดเดียว 

 
กรณีที่คานอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ (Moving load) ด้วยความเร็วคงที่ ตามที่

แสดงไว้ในรูปที่ 3.10 ซ่ึงเป็นคานแบบแซนด์วิชที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังชันก์ที่มีฐานรองรับแบบยืดหยุ่น
และมีการกระท าจากโหลดเคลื่อนที่แบบโหลดเดียว สมการพลังงานเนื่องจากแรงกระท าภายนอกแบบ
เคลื่อนที่นี้จ าเป็นต้องน ามาพิจารณาในระบบนี้ด้วยเช่นกันซึ่งสามารถแสดงได้ดังนี้ 
 

L

P(t)

x

z xp

P(t)

t(s)

P(t)

t(s)

Heaviside step 

loading Harmonic loading
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0

0

( ) ( ( )) ( , )

L

ex pU P t x x t w x t dx    (3.53) 

 
ส าหรับกรณีทีม่ีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ซ่ึงมีความถ่ี ( ) เข้ามาเกี่ยวข้อง สามารถเขียนได้ดังนี้ 
 

0( ) sin( )P t P t   (3.54) 
 
โดยที่  

0P  คือ ขนาดของแรงในหน่วยนิวตัน 

pv  คือ ความเร็วของโหลดในหน่วยเมตรต่อวินาที 
  คือ ความถี่ของแรงทีก่ระท าในหน่วยเรเดียนต่อวินาที  

( )   คือ Dirac delta function 

px  คือ ต าแหน่งของแรงที่กระท าแบบเคลื่อนที่ในหน่วยเมตร 
ในกรณีทีโ่ครงสร้างคานแซนด์วิชท าจากวัสดุเชิงฟังก์ชันถูกกระท าด้วยภาระโหลดแบบเคลื่อนที่หลายๆ
โหลดตามรูปที่ 3.11 สามารถเขียนสมการพลังงานที่สอดคล้องกับจ านวนโหลดได้ดังนี้ 
 

 
รูปที่ 3.11 คานแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่แบบหลายโหลด 

 
กรณีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 1 แรง 
 

1 0 1 1

1

( ) ( , ) if 0

0 if

P
EX p

L
P t w x t t t

U v

t t


   

 
 

 (3.55) 
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กรณีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 2 แรง 
 

1 0 1 1

1 0 1 2 0 2 1 2

2 0 2 2 1 2

1 2

( ) ( , ) if 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) f

( ) ( , ) if
0 if

P

p

EX P P

p

P

d
P t w x t t t

v

L
U P t w x t P t w x t i t t t

v

P t w x t t t t t
t t t


   



     

   
  

 (3.56) 

 
กรณีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 3 แรง 
 

1 0 1 1

1 0 1 2 0 2 1 2

1 0 1 2 0 2 3 0 3 2 3

2 0 2 3 0 3 3 3 1

3 0 3 3 1

( ) ( , ) if 0
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P P PEX

p

P P

P

d
P t w x t t t
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v

L
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P t w x t P t w x t t t t t

P t w x t t t t

   

    

     

    

    3 2

3 20 if

t t

t t t















 

 (3.57) 

 
จากสมการที่ 3.55 – 3.57 เป็นตัวอย่างกรณีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่มีจ านวนตั้งแต่ 1 ถึง 3 แรง แต่
หากมีจ านวนแรงหรือโหลดมากกว่านี้ก็สามารถท าได้จากหลักการเดียวกัน และยังสามารถก าหนด
ขนาดของแรงให้ขึ้นอยู่กับเวลาและความถ่ีของการกระท าได้ดังนี้ 
 

1 0 1 1( ) sin( )P t P t     (3.58) 
 

2 0 2 2( ) sin( )P t P t     (3.59) 
 

3 0 3 3( ) sin( )P t P t     (3.60) 
 

จากสมการพลังงานทั้งหมดสามารถน ามาวิเคราะห์ปัญหาการสั่นสะเทือนของคานแบบ
แซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันได้ โดยการสร้างสมการพลังงานรวม (Total energy) ตามประเภทของ
ปัญหาที่ต้องการวิเคราะห์ซึ่งสมการพลังงานงานรวมของแต่ละประเภทสามารถเขียนได้ดังนี้ 
กรณกีารสั่นสะเทือนของคานแบบอิสระ 
 

s f kU U U     (3.61) 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



47 
 

กรณกีารสั่นสะเทือนของคานแบบบังคับ 
 

s f k EXU U U U      (3.62) 
 
แตห่ากไม่พิจารณาอิทธิพลจากฐานรองรับแบบยืดหยุ่น 

fU   0  
สมการพลังงานรวม ( ) สามารถน าไปใช้เพ่ือแก้ปัญหาตามที่กล่าวข้างต้นได้ โดยการ

น าไปใช้กับหลากหลายวิธีการ เช่น ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (Finite element method) หรือ
ระเบียบวิธีการของริทต์ (Ritz method) แต่ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้เลือกใช้วิธีการของริทต์ ซึ่งเป็น
วิธีการที่นิยมใช้กันอย่างแพร่หลายและให้ผลลัพธ์ถูกต้องและยังเป็นวิธีการที่ สามารถปรับใช้กับ
โครงสร้างแบบต่าง ๆ ที่มีการรองรับด้วยเงื่อนไขขอบเขตแบบต่างๆ ได้ 
 
3.5  วิธีการของริทตส์ าหรับการวิเคราะห์โครงสร้างคาน 
 วิธีการของริทต์ถือได้ว่าเป็นวิธีการที่ได้รับความนิยมสูงส าหรับการประยุกต์ใช้งานด้วยข้อดี
หลายประการ เช่น ง่ายต่อการประยุกต์ใช้กับปัญหาที่ซับซ้อน ให้ค าตอบเป็นที่น่าเชื่อถือ ใช้เวลาใน
การค านวณน้อยกว่าวิธีการที่มีการวิเคราะห์เป็นส่วน ๆ เช่น วิธีการในกลุ่มระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 
สามารถประยุกต์ใช้กับปัญหาที่มีเงื่อนไขขอบเขตที่ซับซ้อนได้ ด้วยเหตุผลที่กล่าวมานี้วิธีการของริทต์
จึงถูกน ามาใช้ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ 

การใช้วิธีการของริทต์เพ่ือหาค าตอบของการวิเคราะห์โครงสร้างมีหลักการที่ส าคัญคือการ
เลือกฟังก์ชันใด ๆ ทางคณิตศาสตร์ที่สามารถเป็นไปตามเงื่อนไขขอบเขตที่ก าหนดได้ โดยทั่วไป
เงื่อนไขขอบเขตจะแบ่งออกได้เป็นสองกลุ่มคือ 

 เงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวข้องกับรูปร่าง (Geometrical boundary condition) ในกลุ่มนี้
จะว่าด้วยเรื่องของระยะกระจัดตามแนวแกนต่าง ๆ ความชันของการโก่ง เป็นต้น 

 เงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวข้องกับแรง (Force boundary condition) ในกลุ่มนี้จะว่าด้วย
เรื่องของแรงภายใน (Internal force resultants) ซึ่งรวมไปถึงแรงภายในตั้งฉาก แรง
เฉือนภายใน และโมเมนต์ดัดภายในที่หน้าตัดคานหรือโครงสร้างใด ๆ ที่บริเวณจุดรองรับ 

หากฟังก์ชันทางคณิตศาสตร์ที่เลือกใช้เป็นไปตามเงื่อนไขทุกประการ ดังนั้นค าตอบที่ได้มาจะมีความ
แม่นย าสูงมากและมีเสถียรภาพในการค านวณสูงตามไปด้วย อย่างไรก็ตามฟังก์ชันที่เป็นไปตาม
เงื่อนไขทุกประการอาจหาได้ไม่ง่ายนะ ดังนั้นหากต้องเลือกเงื่อนไขบางส่วนที่ให้ความถูกต้องของ
ค าตอบได้ก็ต้องให้ฟังก์ชันเป็นไปตามเงื่อนไขของรูปร่าง ซึ่งเป็นเงื่อนไขที่ส าคัญ ( Essential 
boundary condition) การเลือกฟังก์ชันที่ไม่เหมาะสมจะท าให้ได้รับค าตอบที่ไม่ถูกต้องและไม่มี
เสถียรภาพในการค านวณ (ค าตอบจะไม่ลู่เข้าค่าใด ๆ แม้มีการเพ่ิมจ านวนเทอมของการค านวณสูงขึ้น
ก็ตาม) หากเลือกฟังก์ชันที่ถูกต้อง ผลลัพธ์อาจได้รับการลู่เข้าสู่ค าตอบที่ถูกต้องโดยใช้จ านวนการ
ค านวณหรือจ านวนเทอมทีไ่ม่มากนัก 

สมการของระยะกระจัดส าหรับปัญหาของคานในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ เป็นฟังก์ชันทาง
คณิตศาสตร์ในรูปแบบฟังก์ชันพหุนาม (Polynomial functions) ซึ่งสามารถเขียนในรูปอนุกรมได้
ดังต่อไปนี้ 
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 (3.63) 

 
จะสังเกตได้ว่าในสมการของระยะกระจัดจะมีความสัมพันธ์กับตัวสัมประสิทธิ์ไม่ทราบค่า (Unknown 
coefficients) ซึ่งสามารถหาได้จากเงื่อนไขขอบเขตตามรูปต่อไปนี้ 
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(ก) เงือ่นไขขอบเขตแบบ C-C 
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(ข) เงือ่นไขขอบเขตแบบ C-H 
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(ค) เงือ่นไขขอบเขตแบบ H-H 
รูปที่ 3.12 คานภายใต้การรองรับแบบต่าง ๆ และเงื่อนไขขอบเขต 
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เมื่อใช้เงื่อนไขขอบเขตที่ก าหนดไว้ตามรูปที่ 3.12 สามารถก าหนดสมการของระยะกระจัดที่

สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตของคานแต่ละประเภทได้ นั่นคือคานที่มีการยึดแน่นที่ปลายคานทั้งสอง
ด้าน โดยจะนิยามด้วยตัวอักษรภาษาอังกฤษ C-C ในกรณียึดด้วยหมุดหรือจุดรองรับอย่างง่าย H-H 
และกรณีสุดท้ายคือคานถูกยึดแน่นทางด้านซ้ายและแขวนด้วยหมุดทางด้านขวาจะถูกนิยามด้วยอักษร
ภาษาอังกฤษ C-H ตารางที่ 3.1 จะแสดงรายละเอียดของสมการของระยะการกระจัดที่จะใช้ร่วมกับ
สมการหลักของระยะกระจัด (สมการที่ 3.63) ของคานที่รองรับแบบต่าง ๆ ที่กล่าวมาข้างต้น 
 
ตารางท่ี 3.1 ฟังก์ชันรูปร่างของโครงสร้างคานที่สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตแบบต่าง ๆ   
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แทนค่าระยะกระจัดของสมการที่ 3.63 ลงในสมการผลรวมของพลังงานทั้งหมด ( ) ตามปัญหาที่
ต้องการพิจารณาและเริ่มกระบวนการหาพลังงานต่ าสุดที่เกี่ยวข้องกับตัวแปรไม่ทราบค่าดังกล่าว โดย
ใช้สมการของลากรางจ์ (Lagrange equation method) ตามความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 
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 (3.64) 

 
โดยที่  ( ), ( ), ( )j j j jq A t B t C t  และสามารถแสดงรายละเอียดได้ดังนี้ 
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หากมีการพิจารณาปัญหาแบบสถิตศาสตร์เช่นการดัด (Bending analysis) หรือการโก่งเดาะ 
(Buckling analysis) เทอมที่เก่ียวกับเวลาที่แสดงด้วยการหาอนุพันธ์เทียบกับเวลาหรือสัญลักษณ์ จุด
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ด้านบน (Over dot) ไม่จ าเป็นต้องน ามาพิจารณา ผ่านกระบวนการของลากรางจ์และจะท าให้ได้
ระบบสมการต่อไปนี้ในรูปเมทริกซ์ 
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 (3.68) 

 
โดยที่ K คือ เมทริกซ์ที่เกี่ยวข้องกับความแข็งเกร็งของคาน (Stiffness matrix) 
 M คือ เมทริกซ์ที่เก่ียวข้องกับมวลของคาน (Mass matrix) 
 F คือ เวกเตอร์ของแรงภายนอกแบบพลวัตใด ๆ (Force vector) 
 
ซึ่งรายละเอียดของสมาชิกในแต่ละเมทริกซ์และเวกเตอร์แสดงได้ดังนี้ 
สมาชิกในเมทริกซ์ที่เก่ียวข้องกับความแข็งเกร็งของคาน ( K ) 
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สมาชิกในเมทริกซ์ที่เกี่ยวข้องกับมวลของคาน ( M ) 
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เวกเตอร์ที่เกี่ยวข้องกับแรงแบบพลวัตที่กระท า ณ ต าแหน่งใด ๆ บนคาน (ไม่เคลื่อนที่) 
 

2( ) ( )j j pF P t x    (3.71) 
 
เวกเตอร์ที่เกี่ยวข้องกับกระท าของแรงพลวัตที่มีการเคลื่อนที่ 

กรณีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 1 แรง 
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กรณีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 2 แรง 
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กรณีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 3 แรง 
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(3.74) 

 
โดยภาพรวมของสมการที่อยู่ในรูปเมทริกซ์ K  และ M  นั้นจะมีขนานของเมทริกซ์ที่ขึ้นอยู่กับ
จ านวนเทอมของระยะกระจัดที่น ามาใช้ โดยจ านวนเทอมทั้งหมดก าหนดด้วย N  เทอม ดังนั้นขนาด
ของเมทริกซ ์คือ 3N x 3N  

ส าหรับกรณีวิเคราะห์การสั่นสะเทือนของคานแบบอิสระ เวกเตอร์ของแรงภายนอกไม่
จ าเป็นต้องน ามาพิจารณาและจะสมมุติให้การสั่นสะเทือนเป็นแบบฮาร์โมนิก (Harmonic response) 
ดังนั้นค่าสัมประสิทธิ์ที่ไม่ทราบค่า [ ( ), ( ), ( )]T

j j jA t B t C t  ส าหรับค่า j = 1, 2, 3 …N สามารถแสดง
ได้ในรูปต่อไปนี้ 
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โดยที่ i = 1  และ   คือความถี่ธรรมชาติของคาน เมื่อแทนค่าสมการที่ 3.75 ลงไปในสมการการ
สั่นสะเทือน (สมการที่ 3.68) จะท าให้ได้ระบบใหม่ของการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระใน
รูปแบบต่อไปนี้ 
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 (3.76) 

 
จะสังเกตได้ว่าระบบของสมการการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระจะเป็นแบบปัญหาการหาค่า
เจาะจง (Eigen value problem) ผลลัพธ์ที่ได้คือค่าเจาะจง (Eigen value) ซึ่งคือค่าที่ต้องการทราบ
ในกรณีนี้คือค่าความถี่ธรรมชาติของคานและเมื่อน าค่านี้แทนค่ากลับไปในระบบจะสามารถหา
เวกเตอร์ของค่าเจาะจงได้ (Eigen vector) กรณีนี้คือโหมดรูปร่างของการสั่นสะเทือน (Mode 
shape) การแก้ปัญหาสมการควบคุมที่แสดงไว้ในสมการที่ 3.76 นั้นสามารถท าได้โดยก าหนดให้ค่าดี
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เทอร์มิแนนท์ของเมทริกซ์หน้าเวกเตอร์ของค่าสัมประสิทธิ์มีค่าเป็นศูนย์ ซึ่งจะได้สมการพหุนามในรูป
ของตัวแปร   หลังจากนั้นท าการหาค่ารากของสมการพหุนามดังกล่าวจะได้ชุดค าตอบมาหนึ่งชุด 
โดยค าตอบที่มีค่าน้อยที่สุดก็คือความถี่ธรรมชาติพ้ืนฐาน (Fundamental frequency) หรือความถี่
ธรรมชาติโหมดหนึ่ง ส่วนตัวที่มีค่ามากขึ้นคือความถี่ธรรมชาติในโหมดที่สูงขึ้นตามล าดับ 
 
3.6  วิธีการนิวมาร์ค 

การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบบังคับ (Forced vibration) จะแตกต่างจากแบบอิสระ
เพราะต้องวิเคราะห์โดยใช้การอินทิเกรตเทียบกับเวลาตามระบบสมการที่ 3.68 โดยในงานวิจัยครั้งนี้
จะใช้ระเบียบวิธีการเชิงตัวเลขในการแก้ปัญหาซึ่งมีอยู่หลายวิธีและวิธีการที่เป็นนิยมและมักจะพบ
บ่อยคือคือวิธีการนิวมาร์ค (Newmarks time-integration method) ซี่งกระบวนการอินทิเกรตแบบ
นิวมาร์คสามารถอธิบายได้ดังนี้ 

ก าหนดความเร็วและระยะการกระจัดเริ่มต้นให้เป็นศูนย์ที่ เวลาเท่ากับศูนย์และท าการหา
ค่าคงที่ของนิวมาร์คตามรายละเอียดต่อไปนี้ [97] 
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โดยก าหนดให้ 

1   0.5 และ 
2  0.25 

ก าหนดเมทริกซ์ตามต่อไปนี้ 
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หาเวกเตอร์ของแรงตามสมการต่อไปนี้ 
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ˆ ( )t t t t t t ta a a    F F M q q q  (3.79) 

 
จะได้สมการของระยะการกระจัด ณ เวลาใดๆ จากสมการต่อไปนี้ 
 

1

Δ Δ
ˆ ˆ

t t t t



 q K F  (3.80) 
 
หลังจากนั้นสามารถค านวณหาความเร่งและความเร็วของระยะการกระจัดใดๆท่ีเวลา t t  ได้ดังนี้ 
 

t Δt 0 2 3( )t t t t ta a a    q q q q q  (3.81) 
 

t Δt 6 7t t t ta a   q q q q  (3.82) 
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กระท ากระบวนการที่กล่าวมาในช่วงเวลา t  ต่อไปได้จะทราบค่าทั้งหมดตลอดระยะเวลาของการ
กระท าจากโหลดพลวัตจะได้ผลการตอบสนองของคานต่อการกระท าของโหลดพลวัตได้ทั้งแบบที่อยู่
กับที่ในช่วงเวลาหนึ่งหรือแบบที่โหลดมีการเคลื่อนที่ตามแนวแกนความยาวของคานได้ กระบวนการ
ของนิวมาร์คมีการแสดงสรุปอีกครั้งเพื่อความเข้าใจมากข้ึนในรูปที่ 3.12 
 

 
รูปที่ 3.13 กระบวนการวิเคราะห์การตอบสนองแบบพลวัตของคานโดยใช้วิธีการของนิวมาร์ค 

 
 

 (1) Computing matrices K and M

(2) Specifying integration parameters 

as

(2) Specifying integration parameters 

as
25.0and5.0 21  

(3) Calculating integration constants 

(4) Calculating effective stiffness 

matrix

                

Initial calculation For each time step

(5) Specifying initial conditions 

(7) Calculating effective load factor

(8) Solving for node displacement 

vector at t + ∆t

(9) Calculating node accelerations and 

velocities at t + ∆t

0 7,...,a a

End

Yes

][][ˆ
0 MKK a

000   tt qq 

)(ˆ
320 ttttttt aaa qqqMFF   

tttt 



  FKq ˆˆ 1

ttttttt aaa qqqqq 
320 )(  

tttttt aa   qqqq 
76

NTSNTS  tt
ttt No

(6) Setting number of time step (NTS)
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 บทท่ี 4 

โครงสร้างแผน่บางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
 

4.1 บทน า 
โครงสร้างแผ่นบาง (Plate) ก็นับได้ว่าเป็นหนึ่งในโครงสร้างย่อย (Structural members) ที่

ส าคัญของโครงสร้างทางวิศวกรรมเพ่ือใช้ประกอบรวมกันจนกลายเป็นโครงสร้างที่มีความซับซ้อนและ
น าไปสู่การใช้งานจริง การวิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางจะเป็นหัวข้อที่ใช้หลักการที่ครอบคลุมสูงขึ้น 
เมื่อเทียบกับการวิเคราะห์โครงสร้างคานที่ได้อธิบายในบทที่ผ่านมาโดยการวิเคราะห์แบบหนึ่งมิติ
เท่านั้น ส าหรับการวิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางจะเป็นการวิเคราะห์แบบสองมิติซึ่งจะมีความซับซ้อน
มากขึ้น ตัวอย่างการใช้งานโครงสร้างแผ่นบางซึ่งพบได้ทั่วไปในงานทางวิศวกรรม ยกตัวอย่างเช่น 
แผ่นพ้ืน ผนังของรถยนต์ รถไฟ เรือ และเครื่องบิน ในงานทางวิศวกรรมโยธาโครงสร้างแผ่นบางก็คือ
ชิ้นส่วนหลักของอาคารบ้านเรือน งานพ้ืนและผนังเช่นกัน ด้วยเหตุผลและความส าคัญของแผ่นบางทั้ง
ทางด้านวิศวกรรมเครื่องกลและวิศวกรรมด้าน ๆ อ่ืน ท าให้การวิเคราะห์ปัญหาโครงสร้างแผ่นบางก็
เป็นสิ่งที่สนใจของนักวิจัย เพ่ือจะได้ล่วงรู้ถึงพฤติกรรมของแผ่นบางเมื่ออยู่ภายใต้การกระท าจากภาระ
โหลดแบบต่าง ๆ เมื่อมีการน าไปใช้งานจริงในสถานการณต่์าง ๆ โดยทั่วไปแผ่นบางที่อยู่ภายใต้สภาวะ
โหลดแบบสถิตศาสตร์ (Static loadings) จะแสดงการเสียหายน้อยกว่าแผ่นบางที่ต้องรองรับสภาวะ
โหลดแบบพลวัต (Dynamic loadings) ถึงแม้ว่าจะมีขนาดรวมของแรงที่จะมีเท่ากัน พฤติกรรมเช่นนี้
เกิดขึ้นในท านองเดียวกันกับการวิเคราะห์คานที่เป็นแบบหนึ่งมิติ  ทั้งนี้ด้วยเหตุผลการวิเคราะห์แบบ
สถิตศาสตร์จะไม่รวมเอาเรื่องของการเสียหายเนื่องจากความเฉื่อยเข้ามาเกี่ยวข้อง หัวข้อวิจัยที่
เกี่ยวข้องกับเรื่องของผลตอบสนองของแผ่นบางต่อสภาวะโหลดแบบพลวัต จึงมีความส าคัญด้วย
เช่นกัน โหลดแบบพลวัตที่นิยมน ามาพิจารณา เช่น โหลดกระท าที่จุดใดจุดหนึ่งแต่ขนาดของแรงจะ
ขึ้นอยู่กับเวลา โดยความถี่ของแรงหรือโหลดอาจมีการน ามาพิจารณาร่วมด้วยได้เช่นกัน หากความถี่
ของโหลดมีความพ้องกับความถี่ธรรมชาติของแผ่นบาง การโก่งงอแบบพลวัตก็จะมีค่าสูงมากจนท าให้
แผ่นบางเกิดความเสียหายรุนแรงได้ โหลดแบบพลวัตอีกประเภทหนึ่งคือโหลดที่มีการเคลื่อนที่ไปตาม
ความยาวของแผ่นบาง (Moving loads) ด้วยความเร็วแบบคงที่หรือไม่คงที่ ตัวแปรที่ส าคัญหลายตัว
เช่น ความยาวและความกว้างของแผ่นบาง ความหนาของแผ่นบาง คุณสมบัติวัสดุ ความถี่ธรรมชาติ
ของแผ่นบาง ความเร็วโหลด เงื่อนไขขอบเขตของแผ่นบาง และตัวแปรอ่ืน ๆ จะถูกน ามาพิจารณาใน
งานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ต่อไป 

อีกประเด็นหนึ่งที่ส าคัญต่อการพิจารณาและออกแบบแผ่นบางเพ่ือใช้ในงานทางวิศวกรรมคือ
การคิดค้นวัสดุชนิดใหม่เพ่ือใช้สร้างโครงสร้างแผ่นบางที่มีสมรรถนะเพ่ิมมากขึ้นกว่าแผ่นบางที่ท ามา
จากวัสดุในกลุ่มที่เป็นเนื้อเดียวกัน วัสดุดั้งเดิมประเภทนี้มีความสามารถในการรับภาระโหลดจ ากัด
มาก โดยเฉพาะอย่างยิ่งกับปัญหาแผ่นบางที่มีความซับซ้อนมากกว่าปัญหาคาน แนวการรับภาระแรงมี
มากขึ้น ทิศทางการเสริมแรงก็ต้องพิจารณาในระดับที่สูงขึ้นทั้งด้านแกน x และด้านแกน y และหาก
ต้องการพัฒนาความสามารถของวัสดุในกลุ่มนี้ให้สูงขึ้นจะต้องอาศัยความประณีตในการออกแบบที่
สูงขึ้น ในอดีตจนถึงปัจจุบันการพัฒนาวัสดุส าหรับสร้างโครงสร้างแผ่นบางทางวิศวกรรมมีอยู่หลาย
รูปแบบเช่น การใช้เส้นใยไฟเบอร์ (Fiber) เพ่ือการเสริมแรง การใช้รังผึ้งที่ท าจากโลหะเพ่ือลดน้ าหนัก
ของแผ่นบาง ทฤษฎีต่าง ๆ เกี่ยวกับการสร้างและการวิเคราะห์ความแข็งแรงสามารถอ่านได้จากเอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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เอกสารอ้างอิงในหลาย ๆ แหล่ง ส าหรับวัสดุแบบเส้นใยได้รับความนิยมสูงส าหรับการสร้างโครงสร้าง
แผ่นบางเพราะมีน้ าหนักเบาและให้ความแข็งแรงในระดับสูงเมื่อเทียบกับน้ าหนัก  แต่ก็มีข้อเสียที่
ส าคัญอย่างหนึ่ง ก็มีปัญหาคล้าย ๆ กับโครงสร้างคาน คือ การแยกระหว่างชั้นต่าง ๆ ที่มีการขึ้นรูป 
ทั้งนี้เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงค่าความแข็งแรงที่ฉับพลันระหว่างแต่ละชั้น ท าให้เกิดความเค้นเข้มข้น
ตัวสูงมาก การไม่ทนทานต่อความร้อนและการกัดกร่อนเนื่องมากจากสภาวะแวดล้อมและสารเคมี 
โครงสร้างแผ่นบางมีพ้ืนที่สัมผัสสูงต่อสิ่งแวดล้อมที่ไม่พึงประสงค์ ดังนั้นการใช้วัสดุคอมโพสิตในกลุ่ม
ของเส้นใยไฟเบอร์ผสมกับโพลิเมอร์ก็ยังมีจุดอ่อนหลายประเด็น  ดังนั้นเพ่ือลดปัญหาในงาน
วิทยานิพนธ์ฉบับนี้ได้มุ่งเน้นที่จะพัฒนาและวิเคราะห์วัสดุคอมโพสิตชนิดใหม่ส าหรับการท าโครงสร้าง
แผ่นบางทางวิศวกรรมนั่นคือ วัสดุเชิงฟังก์ชัน ซึ่งได้กล่าวไว้ก่อนหน้านี้ วิทยานิพนธ์ฉบับนี้จึงน าเอา
วัสดุเชิงฟังก์ชันมาวิเคราะห์และพัฒนารูปแบบให้เป็นแบบโครงสร้างแซนด์วิชซึ่งจะท าให้เพ่ิม
ประสิทธิภาพในการรับภาระโหลดได้มากขึ้นเมื่อเทียบกับวัสดุเชิงฟังก์ชันเพียงอย่างเดียว รายละเอียด
ของแนวทางการวิเคราะห์และตัวแปรที่ส าคัญจะกล่าวต่อไป 

การกล่าวถึงหลักการที่ส าคัญเบื้องต้นของการวิเคราะห์แผ่นบางนับได้ว่ามีความส าคัญอย่าง
ยิ่งต่อการพัฒนาสร้างสมการควบคุมระบบต่อไป เมื่อโครงสร้างใดๆ ถูกกระท าจากแรงภายนอกจะท า
ให้เกิดความเปลี่ยนแปลงรูปร่างตามขนาดของแรงที่มากระท าและความสามารถในการรับภาระแรง
นั้นๆ ของโครงสร้าง เมื่อวิเคราะห์แผ่นบางก็เช่นเดียวกัน การเปลี่ยนรูปของแผ่นบางอาจเกิดขึ้นได้
ตามเหตุผลที่กล่าวมาจะสามารถพิจารณาการเสียรูปทั่วไปของชิ้นงานใดๆ หรือโครงสร้างแผ่นบางให้
อยู่ในรูปทั่วไปตามพิกัดแบบ 3 มิติและปัญหาจะถูกลดรูปลงมีเหลือแค่ 2 มิติได้ในภายหลัง เนื่องจาก
ความหนาของแผ่นบางมีค่าน้อยกว่าความกว้างและความยาวมากๆ พิจารณารูปที่ 4.1 เป็นชิ้นงาน
ใดๆ ที่แสดงถึงสภาวะก่อนและหลังการเปลี่ยนรูปเมื่ออยู่ภายใต้สภาวะโหลดใดๆ ที่มากระท า จากรูป
ระบบอ้างอิงก่อนการเสียรูปคือ ( 1 2 3, ,X X X ) และระบบหลังการเสียรูปคือ ( 1 2 3, ,x x x ) การ
เปลี่ยนแปลงของรูปร่างจะเป็นเรื่องของเวกเตอร์ของต าแหน่งที่เปลี่ยนแปลงไป ดังนั้นระยะการ
กระจัดใดๆ สามารถแสดงได้ดังนี้ 

 
( , ) ( , )t t u X x X X  (4.1) 

 

 
รูปที่ 4.1 สภาวะก่อนและหลังการเสียรูปเมื่ออยู่ภายใต้โหลดใด ๆ เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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สมการความเครียดในรูปเทนเซอร์ (Strain tensor) ของระยะ dX  คือ 
 

T

2

( ) [ ( )]

[( ) ( ) - ]

d d d d d d

d d d d

d d

     

        

       

I I

I I I

X E X x x X X

X u X u - X X

X u u X

 (4.2) 

 
เมื่อ   คือ เกรเดียนต์โอเปอเรเตอร์ (Gradient operator) เทียบกับระบบแกน X  และ E  คือ
ความเครียดในรูปเทนเซอร์ (Green-Lagrange strain tensor) ซึ่งนิยามได้ดังนี้ 
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เมื่อพิจารณาในระบบพิกัดฉาก (Rectangular Cartesian co-ordinates) จะสามารถแสดงค่า E  ใน
รูปต่อไปนี้ 
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รายละเอียดของทั้งระบบใน 3 มิติคือ 
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เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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เมื่อพิจารณาเฉพาะเทอมที่มีการเปลี่ยนรูปแบบเชิงเส้น (Linear analysis) จะท าให้สามารถ

ลดรูปสมการ E  ได้เมื่อพิจารณาเฉพาะการเปลี่ยนรูปที่น้อย ๆ  (Infinitesimal strain tensor) โดย
สามารถแสดงสมการความเครียดได้นั้นคือ 
 

1
( )

2

T      u u  (4.11) 

 
หรืออาจเขียนในอีกรูปแบบหนึ่งคือ 
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ดังนั้นสมการความเครียดของแผ่นบางจะสามารถแสดงได้ในรูปต่อไปนี้ 
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เมื่อก าหนดให้ ( , ,u v w  ) คือระยะการกระจัดตามแนวแกน ( , ,x y z ) ตามล าดับ 

ในบทนี้จะมีเนื้อหาที่ประกอบไปด้วยทฤษฎีทั่วไปของโครงสร้างแผ่นบางแบบไอโซทรอปิก ที่
จะใช้เป็นพื้นฐานส าหรับการวิเคราะห์ต่อยอดในส่วนที่ซับซ้อนยิ่งขึ้นและเม่ือมีการใช้วิเคราะห์แผ่นบาง
ที่สร้างขึ้นมาจากวัสดุคอมโพสิตยุคใหม่ ทฤษฎีของแผ่นบางที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันในรูปโครงสร้าง
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แบบแซนด์วิชซึ่งมีแกนกลางแข็งและแกนกลางอ่อนจะถูกน ามาวิเคราะห์ เพ่ือหาพฤติกรรมทางกล
ต่อไป รายละเอียดของการสร้างสมการควบคุมระบบส าหรับการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนทั้งแบบ
อิสระและแบบบังคับของโครงสร้างแผ่นบางจะแสดงไว้โดยละเอียดในบทนี้ด้วยเช่นกัน 
 
4.2  ทฤษฎีทั่วไปของโครงสร้างแผ่นบางแบบไอโซทรอปิก 

ในท านองเดียวกันกับปัญหาโครงสร้างคานในบทที่ 3 ในส่วนบทนี้จะเริ่มจากการพิจารณา
โครงแผ่นบางที่ท ามาจากวัสดุไอโซทรอปิกก่อนที่จะท าการวิเคราะห์แผ่นบางแบบคอมโพสิตที่เป็นวัสดุ
เชิงฟังก์ชัน โดยแผ่นบางแบบไอโซทรอปิกจะมีความซับซ้อนน้อยกว่าการวิเคราะห์แผ่นบางแบบคอม
โพสิต เนื่องจากหลายตัวแปรไม่มีความจ าเป็นต้องน ามาพิจารณาและหลายตัวแปรจะใช้เฉพาะเทอมที่
เกี่ยวข้องเท่านั้นตามลักษณะของความสมมาตร จึงท าให้การแก้ปัญหานั้นลดความยุ่งยากลงอย่างมาก 
ดังนั้นเพ่ือให้เกิดความเข้าใจและเป็นพ้ืนฐานที่ส าคัญต่อการวิเคราะห์ต่อไป โดยในส่วนนี้จึงเป็นการ
อธิบายเกี่ยวกับพฤติกรรมของแผ่นบางแบบไอโซทรอปิก ถือได้ว่าเป็นพ้ืนฐานที่ส าคัญต่อการวิเคราะห์
ในระดับที่สูงขึ้น ดังนั้นทฤษฎีโครงสร้างแผ่นบางเบื้องต้น (Classical plate theory) จะใช้เพ่ือสร้าง
ความเข้าใจและบางส่วนอาจใช้เพ่ือยืนยันความถูกต้องของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่สร้างขึ้นมา
ใหม่ การวิเคราะห์แผ่นบางอย่างง่ายแบบไอโซทรอปิกสามารถท าได้โดยใช้ทฤษฎีแผ่นบางของเคิร์ช
ฮอฟฟ์ (kirchhoff plate theory) ซึ่งสมมุติให้แผ่นบางเปลี่ยนรูปไปไม่มากนักเมื่ออยู่ภายใต้สภาวะ
โหลดแบบการดัดโค้ง (small deformation due to bending) ลักษณะทั่วไปของการดัดโค้งของ
แผ่นบางแสดงไว้ในรูปที่ 4.2 

 

 
รูปที่ 4.2 ลักษณะของการดัดโค้งของแผ่นบาง [98] 

 
จากรูปที่ 4.2 การดัดโค้งของโครงสร้างแผ่นบางที่ระนาบตรงกลาง (Mid-plane) จะถูกน ามา

พิจารณา ( 0w w ) เมื่อเกิดการดัดโค้งตามทฤษฎีของเคิร์ชฮอฟฟ์ระนาบตรงกลางจะต้องยังคงตั้ง
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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ฉากกับเส้นแกนกลางของระนาบ (Axis normal to mid-plane) มุมที่เกิดจากการดัดโค้งคือ ,w   
หรือ /w    เมื่อ   คือแกน x  หรือแกน y  ผลก็คือระนาบตัวขวางจะตั้งฉากกับระนาบตรง
กลางตามความยาวในด้าน x  หรือด้าน y  หากสมมุติฐานเกิดขึ้นเป็นมุมอ่ืน ๆ ซึ่งแสดงอยู่ในรูปที่ 
4.2 นั่นคือ   จะท าให้เกิดความไม่ตั้งฉากเหมือนที่สมมุติไว้ในกรณีของทฤษฎีของเคิร์ชฮอฟฟ์ ดั้งนั้น
หากแผ่นบางมีมุมดังกล่าวเกิดขึ้นซึ่งไม่ตั้งฉากกันระหว่างระนาบและเส้นแกนเป็นที่ทราบได้ว่า
สมมุติฐานนั้นเป็นของทฤษฎีของแผ่นบางแบบอ่ืน ๆ ซึ่งจะกล่าวต่อไปในส่วนอ่ืนของวิทยานิพนธ์ฉบับ
นี้ 

ตามสมมุติฐานที่ส าคัญของทฤษฎีแผ่นบางของเคิร์ชฮอฟฟ์ซึ่งสามารถเขียนมุมของการดัดโค้ง
ที่เก่ียวข้องกับแกน x  และแกน y  ได้ตามล าดับดังนี้คือ 0w x   และ 0w y   นอกจากนี้เมื่อ
แผ่นบางอยู่ภายใต้การดัดโค้งซึ่งหน้าตัดของแผ่นบางยังคงเป็นระนาบเดิมที่สม่ าเสมอตลอดความหนา
ซึ่งบ่งบอกถึงการไม่พิจารณาความเค้นเฉือนที่หน้าตัด (Transverse shear) นอกจากนี้ยังมีตัวแปรที่
ส าคัญอีกประการณ์หนึ่งของการดัดโค้งของแผ่นบางคือการเปลี่ยนแปลงของระยะตามแนวแกน x  
และแกน y  ที่ระนาบกึ่งกลางซึ่งนิยามด้วยตัวแปร 0 ( , )u x y  และ 0 ( , )v x y  ตามล าดับ ส่วนระยะ
การโก่งตามแนวแกน z  หรือตามความหนาของแผ่นบางนิยามด้วยตัวแปร 0( , , ) ( , )w x y z w x y  
ดังนั้นสามารถเขียนสมการระยะกระจัดทั้งหมดนี้ได้เมื่อแผ่นบางอยู่ภายใต้ภาระการดัดโค้งด้วยแรง
ภายนอก (ท้ังแบบสถิตหรือพลวัต ณ เวลาใดๆ ) 
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0( , , , ) ( , , )w x y z t w x y t  (4.21) 

 
สมการระยะกระจัดตามแนวแนวความยาวและความกว้างของแผ่นบางในสมการที่ 4.19 

และสมการที่ 4.20 จะมีเหมาะสมกับแผ่นบางแบบคอมโพสิตที่มีหน้าตัดแบบไม่สมมาตรตลอดความ
หนาของแผ่นบาง เมื่อไรก็ตามท่ีพิจารณาแผ่นบางคอมโพสิตที่มีการเรียงตัวแบบสมมาตรหรือพิจารณา
แผ่นบางแบบไอโซทรอปิกจะสามารถลดรูปสมการระยะกระจัดได้ดังนี้ 
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0( , , , ) ( , , )w x y z t w x y t  (4.24) 

 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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จากความสัมพันธ์ของความเค้น ( ij ) และความเครียด ( ij ) ของแผ่นบางไอโซทรอปิก สามารถแสดง
ความสัมพันธ์ได้ดังนี้ 
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เมื่อ E , และ G  คือค่ามอดูลัสของความยืดหยุ่น อัตราส่วนปัวซงและมอดูลัสของการเฉือน
ตามล าดับ 
ดังนั้นสมการความเครียดของแผ่นบางแบบไอโซทรอปิกสามารถหาได้ดังนี้ 
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พลังงานเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงของระยะกระจัด (Strain energy) ภายในแผ่นบาง

สามารถแสดงได้ดังนี้ 
 

1
( )

2
xx xx yy yy xy xy

V

U dV         (4.32) 

 
แทนค่าความเค้นและความเครียดไปยังสมการพลังงานภายในจะได้ 
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   (4.34) 

 
หากต้องการวิเคราะห์การดัดโค้งของแผ่นบางเนื่องจากแรงกระจายสม่ าเสมอ 2

0 (N/m )q  ส าหรับ
ปัญหาการดัด (Bending analysis) ตามรูปที่ 4.3 สามารถเขียนสมการพลังงานเนื่องจากแรงภายนอก
ได้ตามสมการต่อไปนี้ 
 

0( , )
A

V q x y w dA   (4.35) 

 

 
รูปที่ 4.3 แผ่นบางภายใต้ภาระการดัดโค้งจากแรงกระจายสม่ าเสมอ 

 
ส าหรับกรณีการวิเคราะห์การโก่งเดาะ (Buckling analysis) ของแผ่นบางภายใต้แรงกดท้ังสองทิศทาง  

0
ˆ

xxN N  และ 0
ˆ

yyN N  ตามรูปที่ 4.4 
 

 
รูปที่ 4.4 แผ่นบางภายใต้ภาระแรงกดทั้งสองทิศทาง (Biaxial compression) 
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สมการพลังงานภายนอกเนื่องจากแรงกดสามารถแสดงได้ดังนี้ 
 

22

0 01 ˆ ˆ
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xx yy

A

w w
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x y

    
     

     
  (4.36) 

 
การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระ (Free vibration analysis) พลังงานจลน์เป็นสิ่งที่ส าคัญต่อ
การน ามาพิจารณานั่นคือ 
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  (4.37) 

 
หรือสามารถเขียนให้อยู่ในรูประยะการกระจัดที่ระนาบกึ่งกลางของแผ่นบางดังนี้ 
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  (4.38) 

 
เมื่อ 
 

/2

0

/2

h

h

I dz


   และ 
/2

2

2

/2

( )

h

h

I z dz


    

 
จากกระบวนการที่กล่าวมาทั้งหมดสามารถเขียนสมการรวมทั้งระบบซึ่งเกี่ยวกับพลังงานรวม 

(Total energy) ของแผ่นบางที่ท าจากวัสดุไอโซทรอปิกได้ดังนี้ (ตามปัญหาที่ต้องการพิจารณา) 
 

U V K     (4.39) 
 

การสร้างสมการควบคุมระบบ (Governing equation) สามารถท าได้โดยการหาพลังงานต่ า
หรือสูงสุดเมื่อเทียบกับการเปลี่ยนแปลงของ 0w  ตามกฎของฮามินตัน (Hamilton’s principle) 
รายละเอียดสามารถศึกษาได้จากเอกสารอ้างอิง [96] 
 

0 0

( ) 0

t t

dt U V K dt          (4.40) 

 
ผลลัพธ์จากการอินทิเกรตแบบแยกส่วน (Integrate by part) จะท าให้ได้สมการควบคุมระบบซึ่งอยู่
ในเทอมของเครื่องหมายอินทิเกรต ท าการแยกเทอมในเครื่องหมายออกมาจะได้สมการควบคุมระบบ
ของทุกปัญหาดังนี้ 
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 (4.41) 

 
เพ่ือแก้ปัญหาแผ่นบางที่มีการรองรับอย่างง่ายทั้งสี่ด้าน (Simply supported at four edges) ตาม
เงื่อนไขขอบเขตของแผ่นบางดังนี้ 
เงื่อนไขของระยะกระจัด :  
 

0 0 0 0(0, ) ( , ) ( ,0) ( , ) 0w y w a y w x w x b      
 
เงื่อนไขของโมเมนต์ภายใน :  
 

(0, ) ( , ) ( ,0) ( , ) 0xx xx yy yyM y M a y M x M x b      
 
สมการระยะกระจัดที่ท าให้เกิดเงื่อนไขขอบเขตข้างต้น คือ 
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ส าหรับปัญหาการดัด ( , )q x y  จะต้องแสดงในรูปอนุกรมฟูเรียร์ด้วยเช่นกันนั่นคือ 
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ในกรณีของแรงกระจายสม่ าเสมอบนแผ่นบางจะได้สมการดังต่อไปนี้ 
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mn
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mn
  เมื่อ , 1,3,5,....m n    (4.44) 

 
เมื่อแทนค่าระยะการกระจัดและอนุกรมฟูเรียร์ของแรงตามปัญหาการดัด จะได้สมการค าตอบของ
ระยะการกระจัด ( 0w ) ดังต่อไปนี้ (แผ่นบางภายใต้การดัดด้วยแรงกระจายสม่ าเสมอ) 
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โดยที่ 
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ส าหรับปัญหาการโก่งเดาะ สามารถหาแรงทีก่ระท ากับแผ่นบางโก่งเดาะที่โหมดต่าง ๆ ( ,m n ) ได้ดังนี ้
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โดยที่แรงวิกฤต 0(1,1)crP N  ซึ่งเกิดขึ้นกับโหมดหนึ่งเท่านั้น 
ส าหรับปัญหาการสั่นสะเทือนแบบอิสระ พิจารณาการสั่นสะเทือนของแผ่นบางแบบฮาร์มอนิก ซึ่ง
ผลลัพธ์ของความถ่ีธรรมชาติในหน่วยเรเดียนต่อวินาที แสดงได้ดังนี้ 
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โดยที่ 
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เมื่อ 1  หรือ  (1,1) คือความถี่ธรรมชาติพื้นฐาน (Fundamental frequency) 
 

ทั้งหมดท่ีกล่าวมาข้างต้นนั้นสามารถใช้สูตรส าเร็จรูปของแผ่นบางตามปัญหาต่าง ๆ ที่แสดงไว้
เพ่ือยืนยันความถูกต้องบางส่วนได้ของงานวิจัยในครั้งนี้ได้และทฤษฎีพ้ืนฐานนี้เป็นส่วนส าคัญอย่างยิ่ง
ต่อการวิเคราะห์แผ่นบาง รวมถึงหลักการต่าง ๆ ที่ใช้สามารถขยายผลในเชิงลึกต่อไปได้ในส่วนถัดไป
ของวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ 
 
4.3  โครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชที่ท าจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
 ในงานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จะมีการพิจารณาวัสดุเชิงฟังก์ชัน (FGMs) เพ่ือใช้สร้างโครงสร้างใน
รูปแบบแซนด์วิชทั้งท่ีเป็นโครงสร้างแบบคานและแบบแผ่นบาง ดังนั้นค าอธิบายในช่วงแรกจะเป็นการ
กล่าวถึงลักษณะส าคัญของวัสดุเชิงฟังก์ชันในรูปทั่วไปที่จะน าไปสร้างแผ่นบางตามรูปที่ 4.5  
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รูปที่ 4.5 แผ่นบางที่ท าจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 

 
จากรูปจะเป็นลักษณะของแผ่นบางที่มีด้านยาว a หน่วยตามแนวแกน x และมีความกว้าง b หน่วย
ตามแนวแกน y โดยมีความหนาเท่ากับ h หน่วยไปตามแนวแกน z โดยจุดก าเนิดของแกนทั้งหมดอยู่
ที่ก่ึงกลางของแผ่นบาง จากรูปจะสังเกตได้ว่าผิวบนสุดที่ z = +h/2  เป็นบริเวณที่มีส่วนผสมของเซรา
มิก 100% และสัดส่วนของเซรามิกจะลงลงไปเรื่อย ๆ จนเป็น 0% ที่ผิวด้านล่างหรือต าแหน่งที่ ที่ z = 
-h/2 ตามฟังก์ชันของสัดส่วนก าหนด ในขณะที่สัดส่วนของปริมาณโลหะจะเปลี่ยนแปลงตรงกันข้าม
กับเซรามกิดังนี้ 
 

1

2

n

c

z
V
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 
  
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  (4.50) 

 
1m cV V    (4.51) 

 
เมื่อ cV  คือสัดส่วนโดยปริมาตรของเซรามิกของแผ่นบาง 

mV  คือสัดส่วนโดยปริมาตรของโลหะของแผ่นบาง 
 
คุณสมบัติทางกลของวัสดุจะข้ึนอยู่กับสัดส่วนโดยปริมาตรของแต่ละชนิดของวัสดุที่มาประกอบขึ้นเป็น
แผ่นบางตามสมการทั่วไปต่อไปนี้ 
 

c c m mP PV P V    (4.52) 
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น าสมการ 4.50 – 4.51 แทนลงในสมการท่ี 4.52 จะได้ 
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  (4.53) 

 
โดยที่ P  คือ ค่าคุณสมบัติวัสดุประสิทธิผล สมการคุณสมบัติวัสดุประสิทธิผลของวัสดุเชิงฟังก์ชันนั้น
จะข้ึนอยู่กับตัวบ่งชี้ก าลังหรือค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ (n) ซึ่งตัวอย่างคุณสมบัติที่เปลี่ยนแปลง
ตามตัวแปร n สามารถแสดงได้ตามรูปที่ 4.6 จากเส้นกราฟจะพบว่าเมื่อ n = 0 แผ่นบางจะเป็น
เซรามิคทั้งหมด แต่หากมีการเพ่ิมขึ้นของค่า n จะท าให้มีการผสมของโลหะในปริมาณที่มากขึ้นจนมี
ค่าสูงสุดที่ n   
 

  
รูปที่ 4.6 แผ่นบางที่ท าจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 

 
ค่าคุณสมบัติวัสดุประสิทธิผลของวัสดุที่จ าเป็นต่อการวิเคราะห์แผ่นบางสามารถแสดงได้ในกรณี
คล้ายคลึงกับเรื่องของคานที่ท าจากวัสดุเชิงฟังก์ชันที่แปรผันตามแกน z เช่นกัน คุณสมบัติวัสดุที่
กล่าวถึงในที่นี้ คือ ค่ามอดูลัสของความยืดหยุ่น (E) อัตราส่วนปัวซง ( ) ความหนาแน่น (  ) การ
ขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ  ( ) และค่าการน าความร้อนของวัสดุ  ( ) ทุกคุณสมบัติที่กล่าวมา
สามารถหาได้จากสมการต่อไปนี้ 
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สัญลักษณ์ตัวห้อย c และ m บ่งบอกถึงคุณสมบัติของเซรามิกและโลหะตามล าดับ ดังที่กล่าวไว้ก่อน
หน้านี้ในโครงสร้างคาน เนื่องจากอัตราส่วนปัวซงของวัสดุนั้นแตกต่างกันไม่มากจึงสามารถก าหนดให้  
  = 0.33 ได้ 

จากพ้ืนฐานของวัสดุเชิงฟังก์ชันที่กล่าวมาแล้วในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้  ดังนั้นจะพัฒนา
โครงสร้างแผ่นบางที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันนี้ (FGMs) ในรูปแผ่นบางแบบแซนด์วิชตามที่แสดงใน
รูปที่ 4.7 และรูปที่ 4.8 โดยในรูปที่ 4.7 จะเป็นโครงสร้างแผ่นบางที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันโดยอยู่
ต าแหน่งชั้นบนสุดและล่างสุดของแผ่นบางแบบแซนด์วิชและมีชั้นกลางเรียกว่าแกนของแผ่นบาง 
(Plate’s core) ซึ่งจะสมมุติให้ท ามาจากวัสดุไอโซทรอปิกที่มีความเป็นเนื้อเดียวกันทั้งก้อน 
(Homogenous core) เนื่องจากโดยส่วนใหญ่แล้วค่ามอดูลัสของความยืดหยุ่นของเซรามิกจะสูงกว่า
โลหะมาก จึงท าให้เซรามกิมีความแข็งสูงกว่าโลหะ ดังนั้นหากชั้นกลางท าจากเซรามิกมักจะเรียกแผ่น
บางประเภทนี้ว่าแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันแบบใช้แกนกลางแข็ง (FG sandwich 
plate with homogenous hard core) แผ่นบางแบบนี้จะมีผิวด้านบนสุดและล่างสุดเป็นโลหะทั้งคู่ 
ส่วนรายละเอียดของแกนต่าง ๆ สามารถแสดงโดยรายละเอียดตามรูปที่ 4.7 
 

 
รูปที่ 4.7 แผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันแบบแกนกลางแข็ง 
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รูปที่ 4.8 แผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันแบบแกนกลางอ่อน 

 
อีกรูปแบบหนึ่งของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันที่พิจารณาในวิทยานิพนธ์ฉบับ

นี้คือแบบแกนกลางอ่อนหรือชั้นกลางท ามาจากโลหะ ลักษณะทั่วไปของแผ่นบางแบบนี้จะตรงกันข้าม
กับแบบแผ่นบางที่ผ่านมา ซึ่งสามารถสังเกตได้จากรูปที่ 4.8 โดยที่ชั้นกลางท ามาจากโลหะ 100% 
ในขณะวัสดุที่ผิวด้านบนสุดและล่างสุดจะใช้วัสดุเซรามิก 100%   

ตามท่ีได้กล่าวมา เพราะฉะนั้นจึงเป็นเรื่องที่น่าสนใจที่จะวิเคราะห์แผ่นบางทั้งสองลักษณะใน
วิทยานิพนธ์ฉบับนี้ นั่นคือ การพิจารณาแผ่นบางแบบแซนด์วิชแบบแกนกลางแข็งและแกนกลางอ่อน 
ในรูปแบบคล้ายกับบทที่ผ่านมาของคาน นั่นคือ การบ่งบอกความหนาของชั้นวัสดุทั้งสามชั้นที่
ประกอบขึ้นเป็นแซนด์วิชซึ่งจะบอกเป็นอัตราส่วนด้วยตัวเลขสามตัวเช่น 1-1-1 หรือ 2-1-1 หากบ่ง
บอก 1-1-1 หมายความว่า ชั้นบนมีความหนาเท่ากับชั้นกลางและชั้นล่าง หากบอกเป็น 2-1-1 คือชั้น
ล่างสุดหนาสองเท่าของชั้นกลางและชั้นบน เมื่อก าหนดให้ความหนารวมทั้งหมดเท่ากับ h ยกตัวอย่าง
เช่น ถ้าก าหนดอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นของแผ่นบาง คือ 1-2-1 ดังนั้นค่าของ h0 = -h/2, h1 = -
h/4, h2 = h/4 และ h3 = h/2 เป็นต้น โดยที่ค่าคุณสมบัติวัสดุประสิทธิผลของวัสดุในแต่ละชั้น (i) 
สามารถหาได้ดังสมการต่อไปนี้ 
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b t b tz V z        (4.60) 
 
ในกรณีของโครงสร้างแบบแซนด์วิชมักจะนิยามแตกต่างกันกับวัสดุเชิงฟังก์ชันทั่วไป โดยก าหนดให้ตัว
ห้อย t และตัวห้อย b ในสมการที่ 4.59 และสมการที่ 4.60 บ่งบอกถึงคุณสมบัติของวัสดุที่ผิวด้าน
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นอก (Face) และที่แกนกลาง (Core) ตามล าดับ ส่วนสมการสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ (Volume 
fraction) ของวัสดุแต่ละชั้นสามารถแสดงได้ดังนี้ 
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  (4.61) 

 
ในท านองเดียวกันกับวัสดุเชิงฟังก์ชันทั่ว ๆ ไปที่ก าหนดให้ค่า n คือ ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ 
ส าหรับกรณีโครงสร้างแบบแซนด์วิชเป็นแบบ :  แกนกลางแข็ง (Hard core) 

จะก าหนดให้ ,b c b cE E     และ ,t m t mE E      
ส าหรับกรณีโครงสร้างแบบแซนด์วิชเป็นแบบ :  แกนกลางอ่อน (Soft core) 

จะก าหนดให้ ,b m b mE E     และ ,t c t cE E      
อย่างไรก็ตามส าหรับค่าอัตราส่วนปัวซงสามารถก าหนดให้เป็นค่าคงที่ได้ ด้วยเหตุผลที่กล่าวมาแล้ว
ก่อนหน้านี้ รูปที่ 4.9 และรูปที่ 4.10 แสดงตัวอย่างค่ามอดูลัสของความยืดหยุ่น ณ ต าแหน่งต่าง ๆ 
ตามแนวแกน z โดยใช้อัตราส่วนของความหนาแต่ละชั้นเป็นแบบ 1-2-1 โดยในตัวอย่างนี้จะ
ก าหนดให้ค่ามอดูลัสของความยืดหยุ่นของโลหะเท่ากับ 70 GPa และค่ามอดูลัสของความยืดหยุ่น
เซรามิกเท่ากับ 380 GPa 
 

 
รูปที่ 4.9 ค่ามอดูลัสความยืดหยุ่นของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน  

(แกนกลางแข็ง) 
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รูปที่ 4.10 ค่ามอดูลัสความยืดหยุ่นของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 

(แกนกลางอ่อน) 
 
4.4  การวิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 

การวิเคราะห์ปัญหาโครงสร้างแผ่นบางนั้นจ าเป็นต้องวิเคราะห์เป็นปัญหาแบบสองมิติ (Two 
dimensional analysis) ที่สัมพันธ์กับการเปลี่ยนแปลงในระบบแกนทั้ง x และ y ในขณะที่แกน z 
คือแกนของความหนาซึ่งมีการยืดหรือหดไม่มากนักเมื่อเทียบกับแกนความยาวและความกว้าง ในกรณี
ที่โครงสร้างแผ่นบางที่มีความบางมาก ๆ ก็ยิ่งท าให้ความเค้นในทิศทางตั้งฉากกับความหนา ( zz ) มี
ค่าน้อยมาก ๆ จนไม่ต้องน ามาพิจารณาได้ ดังนั้นการวิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางจึงมีความเหมาะสม
กับการวิเคราะห์แบบสองมิติ ในขณะการวิเคราะห์ปัญหาโครงสร้างคานจะพิจารณาแค่เพียงหนึ่งมิติ
เท่านั้น อย่างไรก็ตามการวิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางด้วยทฤษฎีพ้ืนฐานของเคิร์ชฮอฟฟ์ อาจไม่
เพียงพอต่อการวิเคราะห์แผ่นบางที่มีความหนาปานกลางจนถึงที่มีความหนามาก (Moderate 
plate’s thickness หรือ Thick plate’s thickness) รวมทั้งกรณีของโครงสร้างแผ่นบางที่ถูกสร้าง
ขึ้นจากวัสดุคอมโพสิตที่มีความแข็งอ่อนบริเวณหน้าตัดขวางที่ไม่เท่ากันหรือไม่มีความสมมาตรของ
วัสดุตลอดความหนา การเปลี่ยนแปลงรูปร่างหน้าตัดอาจไม่คงรูประนาบแบบเส้นตรง ๆ และอาจไม่
ตั้งฉากกับระนาบแกนกลางอีกต่อไปเหมือนดังสมมุติฐานของทฤษฎีเบื้องต้น ดังนั้นจ าเป็นต้องเลือกใช้
ทฤษฎีที่มีความเหมาะสมกว่าทฤษฎีแผ่นบางเบื้องต้นที่กล่าวมา 

ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ทฤษฎีหลักที่จะใช้วิเคราะห์แผ่นบางที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันใน
รูปแบบของโครงสร้างแบบแซนด์วิช คือ ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่ง (First order shear 
deformation theory) หรือเรียกย่อเป็นอักษรภาษาอังกฤษ คือ FSDT ข้อดีของทฤษฎีนี้เมื่อเทียบกับ
ทฤษฎีเบื้องต้นคือ 

 ใช้อธิบายพฤติกรรมของโครงสร้างแผ่นบางที่มีความหนาปานกลางหรือมีความหนา
มากซึ่งทฤษฎีเบื้องต้นนั้นจะเหมาะกับแผ่นบางที่มีความหนาบางมาก ๆ 

 ใช้เทอมในการค านวณไม่มากเมื่อเทียบกับทฤษฎีขั้นสูงที่มีอันดับสูงขึ้น 
 ใช้เวลาการค านวณไม่มากแต่ให้ผลลัพธ์ที่ถูกต้อง 
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 ใช้กับแผ่นบางที่ท าจากวัสดุคอมโพสิตได้ดี เนื่องจากหน้าตัดของโครงสร้างภายหลัง
การเปลี่ยนรูปไม่จ าเป็นต้องตั้งฉากกับแนวแกนกลาง 

 มีการพิจารณาอิทธิพลของความเค้นเฉือนที่บริเวณหน้าตัดของโครงสร้างร่วมด้วยซึ่ง
ทฤษฎีเบื้องต้นไม่ได้น ามาพิจารณาแต่เพ่ือให้ได้ผลลัพธ์ถูกต้องจะต้องใช้ค่าแก้ของ
การเฉือนร่วมด้วย (Shear correction factor) 
 

 
รูปที่ 4.11 การเปรียบเทียบลักษณะของการเปลี่ยนรูปภายใต้การดัดโค้งของทฤษฎีดั้งเดิม 

 
จากข้อดีที่กล่าวมาของทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่ง (FSDT) โดยสามารถพิจารณาลักษณะ
การเปลี่ยนรูปภายหลังการรับภาระแรงหรือภายใต้การดัดโค้งใด ๆ ตามรูปที่ 4.11 เมื่อสังเกตจากรูป
พบว่ามุมของหน้าตัดขวางส าหรับทฤษฎีดังเดิมคือ 0w x   และมุม 0w y   (จะไม่แสดงใน
รูป) แต่ส าหรับทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งมุมของหน้าตัดคือ x  และ y  ตามทิศทางที่
พิจารณานั้นไม่จ าเป็นต้องตั้งฉากกับแนวแกนกลางอีกต่อไป ดังนั้นการใช้ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือน
ล าดับทีห่นึ่ง จะมีเทอมของ xz  และ yz  เพ่ิมเข้ามา นอกเหนือจากการยืดหรือหดของ 0u  และ 0v  
ตามแนว x และ y ตามล าดับ ดังนั้นสมการระยะการกระจัดรวมของทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับ
ทีห่นึ่ง แสดงได้ดังนี้ 
 

0( , , , ) ( , , ) ( , , ),xu x y z t u x y t z x y t    (4.62) 
 

0( , , , ) ( , , ) ( , , ),yv x y z t v x y t z x y t    (4.63) 
 

0( , , , ) ( , , )w x y z t w x y t   (4.64) 
 
 โดยที่ 0u  คือ ระยะกระจัดตามแนวแกนความยาวของแผ่นบาง (แกน x ) ) ที่ระนาบกึ่งกลาง 
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0v  คือ ระยะกระจัดตามแนวแกนความกว้างของแผ่นบาง (แกน y ) ที่ระนาบกึ่งกลาง 

0w  คือ ระยะกระจัดตามแนวแกนความหนา (แกน z ) ที่ระนาบกึ่งกลางหรือเรียกว่าค่าระยะ
การโก่ง (Deflection)  
 x  คือ มุมระนาบหน้าตัดขวางที่หมุนรอบแกน y 
 y  คือ มุมระนาบหน้าตัดขวางที่หมุนรอบแกน x 
 

 
 

 
รูปที่ 4.12 โครงสร้างแผ่นบางแบบแซนดว์ิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 
 

ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จะพิจารณาการสั่นสะเทือนทั้งแบบอิสระและแบบบังคับ (Free and 
forced vibration) ของโครงสร้างแผ่นบางที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันที่อยู่ในรูปโครงสร้างแบบ
แซนด์วิช ตามรูปที่ 4.12 พิจารณาโครงสร้างแผ่นบางดังกล่าวภายใต้การกระท าจากภาระแรงหรือ
โหลดที่มีการเคลื่อนที่ตามแนวแกน x โดยในการพิจารณาแผ่นบางลักษณะนี้จะก าหนดให้กึ่งกลาง
แผ่นบางคือจุดก าเนิดของระบบแกนที่พิจารณา ดังนั้นจากรูปแรงจะเคลื่อนที่จากด้านซ้ายไปด้านขวา 
โดยเริ่มจากต าแหน่งที่ x = -0.5, y = 0.เคลื่อนไปยังต าแหน่งที่ x = +0.5, y = 0 เมื่อ a คือความ
ยาวตามแนวแกน x  และ b  คือความกว้างตามแนวแกน y อีกประเด็นหนึ่งที่ส าคัญคือความเร็วของ
แรงที่กระท าแบบเคลื่อนที่นั้นจะเป็นความเร็วแบบคงที่ (Constant velocity) นิยามด้วย pv  
ความเร็วนี้จะเป็นตัวบ่งบอกต าแหน่งของแรงบนโครงสร้างแผ่นบางด้วยเช่นกันตามสมการต่อไปนี้ 
 

[ ( 1) ]pi px v t i d     (4.65) 
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เมื่อ d คือระยะห่างระหว่างแรง เนื่องจากมีการพิจารณาการเคลื่อนที่ของแรงหลายแรงจึงต้องบ่งชี้
ด้วยตัวบ่งบอกจ านวน i จากข้อก าหนดที่กล่าวมาท าให้สามารถน าไปสร้างเป็นสมการควบคุมระบบได้
ทั้งหมดต่อไป ดังนั้นอาศัยความสัมพันธ์ระหว่างระยะกระจัด (displacement) ความเครียดตั้งฉาก 
(normal strain, ) และความเครียดเฉือน(shear strain, ) จะได้ 
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โดยที่ 
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  (4.67) 

 
อาศัยความสัมพันธ์ของความเค้นและความเครียดตามทิศทางต่าง ๆ ของโครงสร้างแผ่นบางแบบ
แซนด์วิชซึ่งข้ึนอยู่กับจ านวนชั้น (i) สามารถแสดงได้ตามสมการต่อไปนี้ 
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 (4.68) 

 
โดยที่ ( )i และ ( )i  แสดงถึงความเค้นตั้งฉากและความเค้นเฉือนของแผ่นบางแบบแซนด์วิชซึ่ง
ขึ้นอยู่กับต าแหน่งจ านวนชั้น ตามล าดับ ส่วนค่า Q  ณ ต าแหน่งในเมทริกซ์หาได้ดังนี้ 
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(4.69) 

 
เพ่ือให้เกิดผลลัพธ์ที่ถูกต้องมากขึ้น ค่าสัมประสิทธิ์ 44Q  และ 55Q  ที่เกี่ยวข้องกับความเค้นเฉือนแนว
ความหนาจะต้องน ามาคูณกับค่าแก้ของการเฉือน ( s ) ซ่ึงมีค่าเท่ากับ 5/6 กรณีวัดสุเป็นเนื้อเดียว

หรือเท่ากับ 5

6 ( )c c m mV V  
 ในกรณีวัสดุท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
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เมื่อโครงสร้างแผ่นบางถูกกระตุ้นจากภาระโหลดแบบพลวัต ก็จะท าให้เกิดระยะการกระจัด
ซึ่งเป็นผลท าให้เกิดพลังงานภายใน โดยพลังงานภายในบนพ้ืนฐานของทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือน
ล าดับทีห่นึ่ง จะแสดงอยู่ในรูปความเค้นและความเครียดดังสมการต่อไปนี้ 
 

 
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หรือสามารถที่จะเขียนสมการพลังงานภายในของแผ่นบางให้อยู่ในรูปของโครงสร้างแบบแซนด์วิชที่
ประกอบด้วยส่วนหลัก 3 ชั้นนั่นคือชั้นบนและชั้นล่างเป็นพ้ืนที่ผิว (Top and bottom faces) ซึ่งท า
มาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันและชั้นกลางหรือชั้นแกนกลาง (Core) ซึ่งท ามาจากวัสดุไอโซทรอปิก ดังนั้น
สมการพลังงานของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิช คือ 
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แทนค่ารายละเอียดของความเค้นและความเครียดในสมการพลังงานภายใน จะได้ 
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(4.72) 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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โดยที่  

ijA  คือ ค่าสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับความแข็งเกร็งต้านการดึง (Extensional stiffness) ที่
เกี่ยวข้องกับแนวแกน x  และแกน y เมื่อ i , j = 1, 2 

ijB  คือ ค่ าสัมประสิทธิ์ เกี่ ยวกับความแข็ง เกร็ งต้ านการดึ งและการดัดแบบผสม 
(Extensional-bending stiffness) เกี่ยวข้องกับแนวแกน x และแกน y เมื่อ i , j = 1, 2 

ijD คือ ค่าสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับความแข็งเกร็งต้านการดัด (bending stiffness) ที่เกี่ยวข้อง
กับแนวแกน x  และแกน y เมื่อ i , j = 1, 2 

, ,ij ij ijA B D คือ ค่าสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับความแข็งเกร็งต้านการเฉือน (Shear stiffness) เมื่อ 
i , j = 4, 5, 6 
ค่าสัมประสิทธิ์เหล่านี้ส าหรับโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันสามารถหาได้จาก
สมการต่อไปนี้ 
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3
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k h

A B D Q z z dz
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

         (4.73) 

 
การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนของแผ่นบางทั้งแบบอิสระและแบบ จ าเป็นต้องพิจารณาพลังงานจลน์
ของแผ่นบางซึ่งมีความสัมพันธ์กับทฤษฎีแผ่นบางตามทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่ง ดัง
สมการต่อไปนี้ 
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 (4.74) 

 
โดยที่ 0 1,I I และ 2I  คือโมเมนต์ความเฉื่อยของมวลของแผ่นบาง สามารถหาได้ดังนี้ 
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สมการพลังงานที่กล่าวมาทั้งหมดข้างต้นเพียงพอต่อการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระ 

แต่หากต้องการวิเคราะห์ปัญหาการสั่นสะเทือนแบบบังคับ จ าเป็นต้องเพ่ิมการวิเคราะห์ที่รวมไปถึง
พลังงานภายนอกจากภาระแรงที่มากระท ากับโครงสร้างแผ่นบางในรูปแบบต่าง ๆ ภาระแรงหรือโหลด

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ที่พบในงานทางวิศวกรรมมีหลากหลาย ดังนั้นสมการพลังงานภายนอกเนื่องจากการกระท าของแรง
แบบเคลื่อนที่ต่อโครงสร้างแผ่นบางคือ 
กรณีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 1 แรงบนโครงสร้างแผ่นบาง 
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 (4.76) 

 
กรณีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 2 แรงบนโครงสร้างแผ่นบาง 
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 (4.77) 

 
กรณีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 3 แรงบนโครงสร้างแผ่นบาง 
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(4.78) 

จากสมการที่ 4.76 – 4.78 เป็นตัวอย่างกรณีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่มีจ านวนตั้งแต่ 1 ถึง 3 แรง แต่
หากมีจ านวนแรงหรือโหลดมากกว่านี้ก็สามารถท าได้จากหลักการเดียวกัน และยังสามารถก าหนด
ขนาดของแรงให้ขึ้นอยู่กับเวลาและความถ่ีของการกระท าได้ดังนี้ 
 

1 0 1 1( ) sin( )P t P t     (4. 79) 
 

2 0 2 2( ) sin( )P t P t     (4. 80) 
 

3 0 3 3( ) sin( )P t P t     (4. 81) 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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โดยที่ 
 iP  คือ ขนาดของแรงในหน่วยนิวตัน 
 i  คือ ความถี่ของแรงที่มากระท าในหน่วยเรเดียนต่อวินาที 
 i  คือ มุมเฟส (Phase Shift) ในหน่วยเรเดียน 
 Pix  คือ ต าแหน่งของแรง ณ เวลาใดๆ ในหน่วยเมตร 
จากสมการพลังงานทั้งหมดสามารถน ามาวิเคราะห์ปัญหาการสั่นสะเทือนของแผ่นบางแบบ

แซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันได้ โดยการสร้างสมการพลังงานรวม (Total energy) ตามประเภทของ
ปัญหาที่ต้องการวิเคราะห์ซึ่งสมการพลังงานงานรวมของแต่ละประเภทสามารถเขียนได้ดังนี้ 
กรณีการสั่นสะเทือนแบบอิสระ 
 

s kU U    (4. 82) 
 
กรณีการสั่นสะเทือนแบบบังคับ 
 

s k EXU U U     (4. 83) 
 
อย่างที่มาแล้วในหัวข้อโครงสร้างคาน โดยสมการพลังงานรวม ( ) สามารถน าไปใช้เพ่ือแก้ปัญหาได้
หลากหลายวิธี แต่ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้เลือกใช้วิธีการของริทต์ซึ่งเป็นวิธีการที่นิยมใช้กันอย่าง
แพร่หลายและให้ผลลัพธ์ถูกต้องและยังเป็นวิธีการที่สามารถปรับใช้กับโครงสร้างต่าง ๆ ที่มีการรองรับ
ด้วยเงื่อนไขขอบเขตแบบต่าง ๆ ได้ 
 
4.5  วิธกีารของริทต์ส าหรับการวิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบาง 

วิธีการของริทต์นอกจากจะสามารถใช้กับปัญหาโครงสร้างคานแบบหนึ่งมิติแล้ว ยังสามารถ
ขยายขอบเขตเพ่ือพิจารณาปัญหาแบบสองมิติของแผ่นบางได้ การใช้วิธีการของริทต์ส าหรับปัญหา
สองมิติจะต้องสมมุติฟังก์ชันที่เกี่ยวข้องกับทั้งแกน x  และ y  ตามหลักการในท านองเดียวกันกับ
ปัญหาโครงสร้างคาน แต่เงื่อนไขต้องถูกต้องทั้งสองมิติ 

การใช้วิธีการของริทต์เพ่ือหาค าตอบของการวิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางมีหลักการที่ส าคัญ
คือการเลือกฟังก์ชันใด ๆ ทางคณิตศาสตร์ที่สามารถเป็นไปตามเงื่อนไขขอบเขตที่ก าหนดได้ โดยทั่วไป
เงือ่นไขขอบเขตจะแบ่งออกได้เป็นสองกลุ่มคือ 

 เงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวข้องกับรูปร่าง (Geometrical boundary condition) ในกลุ่มนี้
จะว่าด้วยเรื่องของระยะกระจัดตามแนวแกนต่างๆ ความชันของการโก่ง ในกรณีระยะ
กระจัดจะพิจารณา 0 0( , ), ( , )v x y u x y และ 0 ( , )w x y ส่วนกรณีความชันของการโก่ง
พิจารณา 0w x   และ 0w y   เป็นต้น 

 เงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวข้องกับแรง (Force boundary condition) ในกลุ่มนี้จะว่าด้วย
เรื่องของแรงภายใน (Internal force resultants) ซึ่งรวมไปถึงแรงภายในตั้งฉาก แรง
เฉือนภายในและโมเมนต์ดัดภายในที่หน้าตัดขวางของแผ่นหรือโครงสร้างใดๆ ที่บริเวณ

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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จุดรองรับ ตัวอย่างเงื่อนไขขอบเขตในกลุ่มนี้ คือ , ,xx xy yyN N N และ , ,xx xy yyM M M  
และแรงลัพธ์ของการเฉือนเป็นต้น 

หากฟังก์ชันทางคณิตศาสตร์ที่เลือกใช้เป็นไปตามเงื่อนไขทุกประการ ดังนั้นค าตอบที่ได้มาจะมีความ
แม่นย าสูงมากและมีเสถียรภาพในการค านวณสูงตามไปด้วย ตัวอย่างของฟังก์ชันระยะการกระจัด
ต่างๆ ที่เป็นไปตามเงื่อนไขทั้งหมดของเงื่อนไขขอบเขตของแผ่นบางที่มีการรองรับอย่างง่ายทั้ งสี่ด้าน
ของแผ่นบางคือ 
กรณีท่ี 1 ส าหรับการรองรับอย่างง่ายทั้งสี่ด้าน (SSSS) 
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รูปที่ 4.13 กรณีท่ี 1 โครงสร้างแผ่นบางแบบที่มีการรองรับอย่างง่าย  
 
สมการระยะการกระจัดที่เป็นไปตามเงื่อนไขขอบเขตทั้ง 2 แบบ (รูปที่ 4.13) นั่นคือการก าหนดรูปร่าง
หรือแรงแบบต่าง ๆ ของการรองรับอย่างง่ายของแผ่นบางทั้งสี่ด้านคือ 
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กรณีท่ี 2 ส าหรับการรองรับอย่างง่ายทั้งสี่ด้าน (SSSS) 
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รูปที่ 4.14 กรณีท่ี 2 โครงสร้างแผ่นบางแบบที่มีการรองรับอย่างง่าย  
 
สมการระยะการกระจัดที่เป็นไปตามเงื่อนไขทั้ง 2 แบบของการรองรับอย่างง่าย (รูปที่ 4.14) ของแผ่น
บางทั้งสี่ด้านคือ 
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เมื่อ m
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
   และ n
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
   

 
ส าหรับการรองรับอย่างง่ายเป็นกรณีเดียวที่จะสามารถหาสมการของระยะการกระจัดที่

เป็นไปตามเงื่อนไขขอบเขตของรูปร่างและเงื่อนไขขอบเขตของแรงภายใน ขณะที่กรณีอ่ืน ๆ มีความ
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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เป็นไปได้แค่เพียงเงื่อนไขขอบเขตของฟังก์ชันที่เป็นเรื่องของรูปร่างเท่านั้ น หากเลือกฟังก์ชันที่ไม่
เป็นไปตามเงื่อนไขรูปร่างจะท าให้ได้รับค าตอบที่ไม่ถูกต้องและไม่มีเสถียรภาพในการค านวณ หาก
เลือกฟังก์ชันที่ถูกต้องผลลัพธ์อาจได้รับการลู่เข้าสู่ค าตอบที่ถูกต้องโดยใช้จ านวนเทอมการค านวณไม่
มากนัก อย่างไรก็ตามการก าหนดจุดอ้างอิงสามารถก าหนดในท านองเดียวกับรูปที่ 4.13 และ รูปที่ 
4.14 หรือจะก าหนดให้จุดอ้างอิงอยู่ต าแหน่งกึ่งกลางแผ่นบางก็ได้ ซึ่งต าแหน่งขอบเขตทั้ง 4 ด้านจะ
เปลี่ยนไป คือ 0.5x a  , 0.5x a  , 0.5y b   และ 0.5y b   ตัวอย่างฟังก์ชันระยะการ
กระจัดตามแนวแกน x  เมื่อก าหนดให้ต าแหน่งจุดอ้างอิงอยู่ตรงกลางของโครงสร้างแผ่นบาง คือ 
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    โดยระยะการกระจัดตัวอ่ืน ๆ จะต้อง

เปลี่ยนให้สอดคล้องตามจุดอ้างอิงใหม่ด้วยเช่นกัน 
 

 
รูปที่ 4.15 การบ่งบอกเง่ือนไขขอบเขตของแผ่นบางทั้ง 4 ด้าน 

 
ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จะก าหนดจุดอ้างอิงที่กึ่งกลางของโครงสร้างแผ่นบางและไม่ได้พิจารณา

เพียงแค่เงื่อนไขขอบเขตแบบอย่างง่ายเท่านั้น (Simply supported boundary condition นิยาม
ด้วยอักษร S) แต่ยังพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตแบบอ่ืน ๆ ร่วมด้วย นั่นคือการยืดแน่น (Clamped 
boundary condition นิยามด้วยอักษร C) และการรองรับแบบอิสระ (Free boundary condition 
นิยามด้วยอักษร F) ดังนั้นในการบ่งบอกเงื่อนไขขอบเขตทั้ง 4 ด้านของแผ่นบางจะใช้ตัวอักษร
ภาษาอังกฤษ 4 ตัว ยกตัวอย่างเช่น SFCF คือ แผ่นบางที่ด้านซ้ายมือเป็นตัวที่หนึ่งรองรับแบบอย่าง
ง่าย (S) และตัวที่สองคือด้านล่างด้วยวิธีการหมุนทวนเข็มนาฬิกาซึ่งเป็นการรองรับแบบอิสระ (F) ตัว
ที่สามคือด้านขวานั่นคือการยึดแน่น (C) ตามการหมุนเข็มนาฬิกาและตัวสุดท้ายคือด้านบนสุดคือการ
รองรับแบบปล่อยอิสระ (F) เพ่ือให้เกิดความเข้าใจมากขึ้นเกี่ยวกับการก าหนดเงื่อนไขขอบเขตของ
แผ่นบางสามารถแสดงได้จากรูปที่ 4.15 ของแผ่นบางในแต่ละด้าน 

ตามที่ได้กล่าวมาแล้วถึงเงื่อนไขขอบเขตที่ใช้พิจารณานั่นคือ การรองรับอย่างง่าย (S) การ
ยึดแน่น (C) และการปล่อยอิสระ (F) ซึ่งเป็นเงื่อนไขขอบเขตที่จะใช้กับโครงสร้างแผ่นบางใน
วิทยานิพนธ์ฉบับนี้ ดังนั้นรายละเอียดของแต่ละเงื่อนไขสามารถแสดงได้ดังนี้ 
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การรองรับอย่างง่าย (Simply supported, S) 
เงื่อนไขขอบเขตที่ 0.5x a  และท่ี 0.5x a    

0 0 0yv w      
เงื่อนไขขอบเขตที่ 0.5y b  และท่ี 0.5y b    

0 0 0xu w      
การรองรับถูกยึดแน่น (Clamped, C) 
เงื่อนไขขอบเขตที่ 0.5x a  และท่ี 0.5x a    

0 0 0 0x yu v w         
เงื่อนไขขอบเขตที่ 0.5y b  และท่ี 0.5y b    

0 0 0 0x yu v w         
การรองรับแบบปล่อยอิสระ (Free, F) 
เงื่อนไขขอบเขตที่ 0.5x a  และท่ี 0.5x a    

0 0 0 0x yu v w         
เงื่อนไขขอบเขตที่ 0.5y b  และท่ี 0.5y b    

0 0 0 0x yu v w         
 
สมการของระยะกระจัดส าหรับปัญหาของแผ่นบางเป็นฟังก์ชันทางคณิตศาสตร์ในรูปฟังก์ชันพหุนาม 
เช่นเดียวกับกรณีของคาน อย่างไรก็ตามเนื่องจากปัญหาคานเป็นปัญหาที่ไม่ซับซ้อนมากนักเมื่อ
เปรียบเทียบกับปัญหาของแผ่นบางดังนั้นในปัญหาของคานจึงเป็นฟังก์ชันพหุนามอย่างง่าย แต่ในกรณี
ของแผ่นบางจ าเป็นต้องเลือกใช้ฟังก์ชันพหุนามที่มีคุณภาพต่อการค านวณสูง ฟังก์ชันพหุนามที่มีประ
สิทธ์ภาพสูงตามที่กล่าวมานั่นมีชื่อเรียกว่าฟังก์ชันพหุนามแบบแกรมชมิดต์  (Gram-Schmidt 
polynomials) ตามเอกสารอ้างอิง [99-102] ดังนั้นสมการระยะการกระจัดของแผ่นบางสามารถ
แสดงในรูปทั่วไปได้คือ 
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(4.96) 
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 เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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(4. 98) 

 
โดยที่ ( )iN x , i = 1, 2, 3, … m และ ( )jN y , j = 1, 2, 3, … n โดยที่ , , , ,x yu v w    
เพ่ือที่จะท าให้เกิดความเข้าใจมากยิ่งขึ้นคือ ตัวแปร   เป็นตัวแทนของระยะการกระจัดตัวใด ๆ ที่
ต้องการพิจารณาและ ( )iN x  คือฟังก์ชันรูปร่าง (Shape function) ตามแนวแกน x  ในท านอง
เดียวกัน ( )jN y  คือฟังก์ชันรูปร่าง (Shape function) ตามแนวแกน y  โดยฟังก์ชันรูปร่างเหล่านี้
จะอยู่ในรูปแบบฟังก์ชันพหุนามแบบแกรมชมิดต์ โดยมีวิธีการสร้างตามหลักการต่อไปนี้ 

 ก าหนดเทอมแรกฟังก์ชัน )(1 xN   และ 1 ( )N y  ในที่นี้จะพิจารณาตัวใดตัวหนึ่งเป็น 

1( )N s  เพ่ือให้ง่ายต่อการใช้สัญลักษณ์ เนื่องจากกระบวนการมีความเหมือนกันต่อการ

พิจารณาที่ด้าน x  หรือด้าน y  ดั้งนั้นจึงใช้ ตัวแปร s  เป็นตัวแทนของแกน  

 น าเทอมแรกท่ีก าหนดไว้ 1( )N s  ซึ่งเป็นไปตามเงื่อนไขขอบเขตท่ีต้องการพิจารณามาใช้

ในกระบวนการท าซ้ า (Loop) ตามสมการต่อไปนี้เพ่ือหาเทอมตัวถัด ไป  
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 โดยที่ 
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เมื่อ c s d   คือ ช่วงที่ต้องการพิจารณา ในที่นี้คือแผ่นบางที่มีจุดก าเนิดแกนอยู่
กึ่งกลางแผ่นบางดังนั้น 0.5 0.5a x a    หรือ 0.5 0.5b y b    ซ่ึง { , }s x y  

 ใช้เทอมทั้งหมดที่ได้จากกระบวนการที่กล่าวมาข้างต้นโดยน าไปแทนค่าในสมการระยะ
การกระจัดตามจ านวนเทอมที่ต้องการ การใช้จ านวนเทอมมากจะท าให้ได้ค าตอบที่
ถูกต้องมากขึ้นแต่เวลาการค านวณจะสูงขึ้นตามไปด้วย ดังนั้นจ านวนเทอมที่เหมาะสม
และให้ค่าที่ถูกต้องซึ่งใช้เวลาตามความเหมาะสมจะศึกษาในช่วงของการลู่เข้าของ
ค าตอบต่อไป (Convergence study) 
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ตัวอย่างการก าหนดเทอมเริ่มต้นของแผ่นบางที่มีการรองรับอย่างง่ายทั้ง 4 ด้าน (SSSS) และแบบ
ยึดแน่นทั้ง 4 ด้าน (CCCC) สามารถแสดงได้ตามตารางท่ี 4.1 
 
ตารางท่ี 4.1 การก าหนดพจน์แรก(ฟังก์ชันรูปร่าง)ของแผ่นบางโดยใช้เงื่อนไขขอบเขตแบบ SSSS 
และ CCCC 

B.C.  SSSS CCCC 

1 ( )uN x  1 (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a  

1 ( )uN y  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b  

1 ( )vN x  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a  

1 ( )vN y  1
 

(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b

 
1 ( )wN x  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a

 
(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a

 
1 ( )wN y  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b

 
(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b

 
1 ( )xN x
  1

 
(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a

 
1 ( )xN y
  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b

 
(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b

 
1 ( )yN x
  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a

 
(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a

 
1 ( )yN y
  1

 
(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b

 
 
ส าหรับกรณีการรองรับแบบอ่ืน ๆ นั้นสามารถท าได้ในรูปแบบเดียวกันหรือใช้หลักการเดียวกันกับที่
แสดงในตัวอย่างในตารางที่ 4.1 แต่ต้องพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตให้สอดคล้องกับการการรองรับที่
ต้องการ เพราะฉะนั้นสามารถที่จะกล่าวได้ว่า พจน์แรกคือพจน์ที่ส าคัญในการก าหนดเงื่อนไขหาก
สมมุติพจน์แรกผิด ก็จะท าให้ได้รับค าตอบที่ไม่ตรงตามเงื่อนไข โดยที่พจน์ล าดับถัดไปจะเป็นไปตาม
วิธีการของแกรมชมิดต์และมีความสัมพันธ์โดยตรงกับพจน์แรก 
 กรณีเง่ือนไขขอบเขตที่พิจารณาในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้สามารถแสดงได้ตามรูปที่ 4.16 
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(ค) CFFF (ง) CSSS 

  
(จ) CFSC (ฉ) CFFC 

  
(ช) CFCC (ซ) CCSS 

รูปที่ 4.16 แผ่นบางที่มีการรองรับแบบต่าง ๆ 
 

เมื่อได้สมการระยะการกระจัดทั้งหมดตามกระบวนการของแกรมชมิดต์ จากนั้นน าไปแทนลง
ในสมการที่ 4.94 – 4.98 หลังจากนั้นไปแทนลงในสมการผลรวมของพลังงานทั้งหมด ( ) ตาม
ปัญหาที่ต้องการพิจารณาและเริ่มกระบวนการหาพลังงานต่ าสุดที่เกี่ยวข้องกับตัวแปรไม่ทราบค่า
ตามที่ได้กล่าวมาก่อนหน้านี้โดยใช้สมการของลากรางจ์ (Lagrange equation method) ตาม
ความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 
 

0
ij ij

d

q dt q

 
 

   
(4. 100) 
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โดยที่ { ( ), ( ), ( ), ( ), ( )}ij ij ij ij ij ijq U t V t W t X t Y t  สามารถแสดงรายละเอียดได้คือ 
 

0
ij ij

d

U dt U

 
 

 
 

(4. 101) 
 

0
ij ij

d

V dt V

 
 

 
 

0
ij ij

d

W dt W

 
 

 
 

0
ij ij

d

X dt X

 
 

 
 

0
ij ij

d

Y dt Y

 
 

 
 

 
หลังจากผ่านกระบวนการของลากรางจจ์ะท าให้ได้รับระบบสมการต่อไปนี้ในรูปเมทริกซ์ 
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0
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 
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       
   
    


 
 
 
  

   (4.102) 

 
โดยที่ K  คือ เมทริกซ์ท่ีเกี่ยวข้องกับความแข็งเกร็ง (Stiffness matrix) 

M  คือ เมทริกซ์ที่เก่ียวข้องกับมวล (Mass matrix) 
F  คือ เวกเตอร์ของแรงภายนอกแบบพลวัตใดๆ (Force vector) 

รายละเอียดของสมาชิกในแต่ละเมทริกซ์และเวกเตอร์สามารถได้ดังต่อไปนี้ 
รายละเอียดของเมทริกซ์ K  แสดงดังนี้ 
 

 11 00 00 11

11 66

uu uu uu uu uu

ijmn im jn im jnK A P Q A P Q    
 01 10 10 01

12 66

vu vu vu vu vu

ijmn im jn im jnK A P Q A P Q 

 

 
 00 11 11 00

22 66

vv vv vv uu uu

ijmn im jn im jnK A P Q A P Q 

 

(4.103) 
 0wu wv

ijmn ijmnK K    
 00 11 11 00

44 55

ww ww ww ww ww

ijmn im jn im jnK A P Q A P Q    
 11 00 00 11

11 66
x x x x xu u u u u

ijmn im jn im jnK B P Q B P Q
    

    
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 10 01 01 10

12 66
x x x x xv v v v v

ijmn im jn im jnK B P Q B P Q
    

    
 01 00

55
x x xw w w

ijmn im jnK A P Q
  

   
 11 00 00 00 00 11

11 55 66
x x x x x x x x x x x x x x

ijmn im jn im jn im jnK D P Q A P Q D P Q
             

     
 01 10 10 01

12 66
y y y y yu u u u u

ijmn im jn im jnK B P Q B P Q
    

   (4.103) 
 00 11 11 00

22 66
y y y y yv v v v v

ijmn im jn im jnK B P Q B P Q
    

    
 00 01

44
y y yw w w

ijmn im jnK A P Q
  

   
 01 10 10 01

12 66
y x y x y x y x y x

ijmn im jn im jnK D P Q D P Q
         

    
 00 11 00 00 11 00

22 44 66
y y y y y y y y y y y y y y

ijmn im jn im jn im jnK D P Q A P Q D P Q
             

     
 
รายละเอียดของการอินทิเกรตฟังก์ชันรูปร่าง rs

imP และ rs

jnQ  สามารถดูได้จากภาคผนวก ก 
รายละเอียดของเมทริกซ์ M สามารถแสดงได้ดังต่อไปนี้ 
 
 00 00 00 0

0

0

0 , 0, , 0,uu vu vv wu

ijmn ijmn ijmn i

uu uu vv vv

im jn im mnjn jM M MI MP Q I P Q      
 00 00

1

00 00

00, , , 0x x x xu u u vwv ww

ijmn ijmn i

ww ww

im jn imjmn j jmnn iI P Q I P QM M M M
   

     (4.104) 
 00

2

00
0, , 0, 0x y yx x x x x x x

im jn

uw

ijmn ijmn ijmn ijmnI P QM M M M
        

      
 00 00 000

1 2

0
, 0, 0,y y y y y x y y y y y yv v v w

ijmn ijmn iim jn im jnjmn ijmnM I P Q I PM M QM
           

      
 
รายละเอียดของเมทริกซ์ F  กรณี 3 แรง แสดงได้ดังต่อไปนี้ 
 

1 1( ) ( ) (0)ij i p jF P t N x N   1if 0
p

d
t t

v
    

1 1 2 2( ) ( ) (0) ( ) ( ) (0)ij i p j i p jF P t N x N P t N x N    1 2

2
if

p

d
t t t

v
    

1 1 2 2

3 3

( ) ( ) (0) ( ) ( ) (0)

( ) ( ) (0)
ij i p j i p j

i p j

F P t N x N P t N x N

P t N x N

  


 2 3if

p

L
t t t

v
    (4.105) 

2 2 3 3( ) ( ) (0) ( ) ( ) (0)ij i p j i p jF P t N x N P t N x N    
3 3 1if t t t t    

3 3( ) ( ) (0)ij i p jF P t N x N   
3 1 3 2if t t t t t     

  
โดยขนาดของเมทริกซ์ K  และ M  จะขึ้นอยู่กับจ านวนพจน์ของระยะกระจัดที่ใช้ โดยจ านวนพจน์
ก าหนดตามท่ีใช้ในแกน x (m) และแกน y (n)  ซึ่งขนาดมีค่าเท่ากับ 5(mxn) x 5(mxn)  ยกตัวอย่าง
เช่น ถ้าก าหนดจ านวนพจน์ในแนวแกน x และแกน y เท่ากับ 10 ดังขนาดของเมทริกซ์จะมีค่า 500 x 
500 ส าหรับกรณีวิเคราะห์การสั่นสะเทือนของแผ่นบางแบบอิสระ เวกเตอร์ของแรงภายนอกไม่
จ าเป็นต้องน ามาพิจารณาและสมมุติให้การสั่นสะเทือนเป็นไปแบบฮาร์โมนิก (Harmonic response) 
ดังนั้นค่าสัมประสิทธิ์ที่ไม่ทราบค่า ( ), ( ), ( ), ( )ij ij ij ijU t V t W t X t  และ ( )ijY t  ส าหรับค่า i = 1, 2, 
3…m และค่า j = 1, 2, 3…n สามารถแสดงได้ในรูปต่อไปนี้ เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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 (4.106) 

 
โดยที่   คือความถี่ธรรมชาติของโครงสร้างแผ่นบาง เมื่อแทนค่าสมการนี้ไปยังสมการที่ 4.102 จะ
ท าให้ได้สมการการสั่นสะเทือนแบบอิสระในรูปสมการที่ 4.107 สังเกตว่าระบบของสมการการ
วิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระก็จะเป็นแบบปัญหาการหาค่าเจาะจง ซึ่งการแก้ปัญหาสมการ
ควบคุมที่แสดงไว้ในสมการที่ 4.107 ก็จะเหมือนกับการปัญหาของโครงสร้างคานในกรณีการ
สั่นสะเทือนแบบอิสระซึ่งได้มีการอธิบายไว้ในบทที ่3 
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การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบบังคับ (Forced vibration) จะแตกต่างจากแบบอิสระเพราะต้อง
วิเคราะห์โดยใช้การอินทิเกรตเทียบกับเวลา วิธีการที่เลือกใช้คือนิวมาร์ค (Newmarks time-
integration method) กระบวนการอินทิเกรตแบบนิวมาร์คจะมีหลักการสอดคล้องกับปัญหาคานที่มี
การอธิบายไปในบทท่ี 3 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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บทท่ี 5 

ทฤษฎีการเปลี่ยนรปูเฉือนล าดับทีส่าม 
 

5.1 บทน า 
ความส าคัญของปัญหาที่เก่ียวกับลักษณะของแรงที่มากระท าต่อคานและแผ่นบาง ซึ่งได้กล่าว

มาจากบทก่อนหน้านี้ แต่ประเด็นการวิจัยอีกส่วนหนึ่งที่มีความส าคัญด้วยเช่นกันคือการพัฒนาทฤษฎี
ใหม่เพ่ืออธิบายพฤติกรรมของคานและแผ่นบาง เมื่อมีการเสียรูป (Deformation) ทฤษฎีคานและ
แผ่นบางจะมีหลักการที่คล้ายคลึงกันในเรื่องของการเสียรูป แต่ปัญหาคานจะเป็นปัญหาหนึ่งมิติแต่ใน
ปัญหาแผ่นบางจะเป็นแบบสองมิติและมีส่วนประกอบของความเค้นและความเครียดให้ต้องค านึงถึง
มากกว่า รูปที่ 5.1 เป็นรูปที่แสดงถึงความแตกต่างของสมมุติฐานของทฤษฎีที่ใช้กับคานและแผ่นบาง
ใน 3 ทฤษฎีที่นิยมใช้กันมากท่ีสุด นั่นคือ  

 ทฤษฎีแบบดั้งเดิมทั้งโครงสร้างคาน (Classical beam theory, CBT)) หรือ 
โครงสร้างแผ่นบาง (Classical plate theory, CPT) ทฤษฎีนี้มีข้อดีคือความซับซ้อนไม่มากนักและ
ใช้ได้ดีกับโครงสร้างที่มีความบาง เช่น แผ่นบาง ๆ ถ้าหากโครงสร้างมีความหนาจะท าให้เกิดผลลัพธ์ที่
ผิดพลาดสูงกว่าทฤษฎีอื่น ๆ ที่พัฒนาขึ้นมาใหม่ 

 ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่ง (First-order shear deformation, FSDT) 
เป็นทฤษฎีที่สามารถใช้ได้ทั้งโครงสร้างคานและแผ่นบาง ซึ่งจะครอบคลุมถึงอิทธิพลของการเฉือนตาม
แนวตัดขวางร่วมด้วยเพ่ืออธิบายพฤติกรรมการเสียรูป ดังนั้นระนาบหน้าตัดภายหลังการเสียรูปไม่
จ าเป็นต้องตั้งฉากกับเส้นแนวแกนกลางอีกต่อไปเหมือนกับการก าหนดในทฤษฎีดั้งเดิม อย่างไรก็ตาม
ในการใช้ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่ง จ าเป็นต้องใช้ค่าแก้เพ่ือความถูกต้องของการเฉือน 
(Shear correction factor) ร่วมด้วย ซึ่งค่าแกน้ี้มีค่าเท่ากับ 5/6 ส าหรับโครงสร้างที่ท าจากวัสดุแบบ
ไอโซทรอปิก แต่หากเป็นวัสดุคอมโพสิตค่าแก้นี้ต้องอาศัยการค านวณจากการสมดุลแรงเฉือนที่แต่ละ
ชั้นของการเสริมแรงซึ่งมีความซับซ้อนอยู่พอสมควร อย่างไรก็ตามการใช้ทฤษฎีการ เปลี่ยนรูปเฉือน
ล าดับที่หนึ่งจึงเหมาะสมมากกับการอธิบายพฤติกรรมของโครงสร้างคานและแผ่นบางที่มีความบาง
และความหนาได้อย่างถูกต้อง 

 ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สาม (Third-order shear deformation ,TSDT) 
เป็นทฤษฎีที่พัฒนามาจากทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่ง แต่การใช้งานไม่จ าเป็นต้องใช้ค่าแก้
ของการเฉือน ดังนั้นทฤษฎีนี้จึงได้รับความนิยมส าหรับการประยุกต์ใช้อธิบายพฤติกรรมของโครงสร้าง
คานและแผ่นบางที่มีความบางและความหนาและท ามาจากวัสดุคอมโพสิต สมมุติฐานของการเสียรูป
คือระนาบหน้าตัดไม่จ าเป็นต้องตั้งฉากกับแนวระนาบกึ่งกลางและสามารถแสดงออกมาในรูปเส้นโค้ง
พาราโบล่า ตามความแข็งอ่อนของพ้ืนที่หน้าตัดได้  
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รูปที่ 5.1 การเปรียบเทียบการเสียรูปของทฤษฎีที่นิยมใช้กับโครงสร้างคานและแผ่นบาง[96] 

 
จากที่กล่าวมาถึงลักษณะและการใช้งานของทฤษฎีทั้งสามที่ได้รับความนิยมใช้กันอย่าง

แพร่หลาย โดยลักษณะและสมมุติฐานของการเสียรูปได้แสดงไว้ตามรูปที่ 5.1 ทฤษฎีใด ๆ ที่จะ
พัฒนาขึ้นมาใหม่ที่มีอันดับสูงกว่าอันดับสามอาจไม่มีความจ าเป็นเพราะจะส่งผลแตกต่างที่ไม่มากนัก
เมื่อเปรียบเทียบกับทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามและอาจต้องใช้เวลาและความซับซ้อนสูง
กว่ามาก ๆ จึงอาจจะเป็นทฤษฎีที่ไม่เหมาะสมต่อการใช้งาน 

ในบทนี้จะประกอบไปด้วยทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามส าหรับการสร้างสมการ
ควบคุมระบบของโครงสร้างคานและแผ่นบางที่ท ามาจากวัสดุคอมโพสิตและสามารถประยุกต์ใช้ได้
โดยตรงกับโครงสร้างคานและแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังชันก์ได้อย่างมีประสิทธิภาพ 
ปัญหาที่จะพิจารณากับทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามคือการสั่นสะเทือนทั้งแบบอิสระและ
แบบบังคับ เพื่อทีท่ราบถึงผลลัพธ์และการตอบสนองของทั้งคานและแผ่นบางเมื่อมีการกระท าจากแรง
หรือโหลดแบบพลวัตซึ่งเป็นข้อมูลที่ส าคัญต่อการออกแบบโครงสร้างทางวิศวกรรมที่ท ามาจากวัสดุ
คอมโพสิตสมัยใหม่ได้ 
 
5.2  ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามส าหรบัโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจาก
วัสดุเชิงฟังก์ชัน 

5.2.1 สมการพลังงาน 
  พิจารณาการกระจัดที่สร้างมาจากทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สาม ซึ่งสมการของการ

กระจัดสามารถแสดงได้ดังนี้ [96] 
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0( , , ) ( , )w x z t w x t  (5.2) 

 
ในสมการที่ 5.1 และสมการที่ 5.2 สามารถนิยามตัวแปรที่เกี่ยวข้องได้คือ 0u  คือระยะกระจัดตาม
แนวแกนความยาวคานและ 0w  คือระยะการโก่งหรือระยะกระจัดตามแนว แกน z ส่วน 

x   คือ
มุมของพ้ืนที่หน้าตัดภายหลังการดัดโค้งและ t คือ เวลา 

จากสมการระยะกระจัดสามารถที่จะสร้างสมการความเครียดตั้งฉาก ( xx ) และความเครียด
เฉือน ( xz ) ของปัญหาคานได้ตามความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 
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โดยที่รายละเอียดของการหาความเครียดแสดงได้ดังสมการที่ 5.5 – 5.6 ดังนี้ 
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ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดของปัญหาคานคอมโพสิตสามารถแสดงได้ อยู่ในรูป
ต่อไปนี้ 
 

( )xx xxE z   (5.7) 
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และเมื่อโครงสร้างคานอยู่ภายใต้แรงกระท าใด ๆ จะท าให้เกิดระยะการกระจัดซึ่งเป็นผลท าให้เกิด
พลังงานภายใน โดยพลังงานภายใน โดยจะแสดงอยู่ในรูปความเค้นและความเครียดดังนี้ 
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แทนค่ารายละเอียดของความเค้นและความเครียดที่ได้จากทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามไปยัง
สมการพลังงานภายใน (สมการที่ 5.9) จะได้สมการพลังงานภายในดังแสดงต่อไปนี้ 
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โดยที่  

11A  คือ ค่าสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับความแข็งเกร็งต้านการดึง (Extensional stiffness)  

11B  คือ ค่าสัมประสิทธิ์ เกี่ยวกับความแข็ง เกร็ งต้ านการดึ งและการดัดแบบผสม 
(Extensional-bending stiffness) 

11D คือค่าสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับความแข็งเกร็งต้านการดัด (bending stiffness)  

11 11,E F และ 11H  คือ ค่าสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับความแข็งเกร็งอันดับสูง (Higher-order 
stiffness components for normal stress)  

55A คือค่าสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับความแข็งเกร็งต้านการเฉือน (shear stiffness)  
ค่าสัมประสิทธิ์เหล่านี้ส าหรับโครงสร้างคานแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันสามารถหาได้จากสมการ
ต่อไปนี้ 

55D และ 55F  คือ ค่าสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับความแข็งเกร็งต้านการเฉือนอันดับสูง (Higher-
order stiffness components for shear stress) 

 
ค่าสัมประสิทธิ์เหล่านี้ส าหรับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันสามารถหาได้จากสมการ
ต่อไปนี้ 
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3
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11 11 11 11 11 11

1

[ , , , , , ] ( )[1, , , , , ]
i
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h
i

h
i

A B D E F H b E z z z z z z dz


   (5.11) 
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ดังที่กล่าวมาแล้วตอนต้น ค่าแก้ของการเฉือน (Shear correction factor) จะไม่ถูกน ามาพิจารณาใน
เมื่อใช้ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สาม แต่ถ้าใช้ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่ง
จ าเป็นต้องใช้ค่าแก้ของการเฉือนเพ่ือให้ได้ค่าที่ถูกต้อง 

การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนของคานทั้งแบบอิสระและแบบบังคับนั้น จ าเป็นต้องพิจารณา
พลังงานจลน์ของคานซึ่งมีความสัมพันธ์กับทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับทีส่าม ตามสมการต่อไปนี้ 
 

2 2/2 /2

/2 /2

( )
2

L h

k

L h

b u w
U z dzdx

t t


 

     
     

      
   (5.13) 

 
เมื่อใช้สมการระยะการกระจัดตามทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามจะสามารถเขียนสมการ
พลังงานได้คือ 
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 (5.14) 

 
โดยที่ 0 1 2 3 4, , , ,I I I I I  และ 6I  คือโมเมนต์ความเฉื่อยของมวลของคาน สามารถค านวณได้จาก
สมการต่อไปนี้ 
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   (5.15) 

 
การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระสามารถใช้พลังงานที่กล่าวมาข้างต้นได้ แต่ถ้าหากต้องการ
วิเคราะห์ปัญหาการสั่นสะเทือนแบบบังคับ จ าเป็นต้องพิจารณาพลังงานภายนอกที่มากระท ากับ
โครงสร้างคาน ยกตัวอย่างเช่น แรงกระท า ณ ต าแหน่งตามช่วงเวลาใด ๆ แสดงไว้ในรูปที่ 5.2 สังเกต
ได้ว่าระบบจุดอ้างอิงของแกนเกิดอยู่ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางคาน เงื่อนไขขอบเขตด้านซ้ายคือต าแหน่ง 

/ 2x L  และด้านขวาคือ / 2x L   และสมการพลังงานทั้งหมดในบทนี้ก็สอดคล้องกับการ
ก าหนดในบทนี้ 
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รูปที่ 5.2 คานแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้โหลดพลวัตที่จุดใดหนึ่งบนคาน 

 
หากพิจารณา 4 ประเภทของแรงพลวัตที่กระท าต าแหน่งหนึ่งต าแหน่งใด ๆ บนโครงสร้างคานซึ่ง
สามารถแสดงได้ตามรูปที่ 5.3 เมื่อ 0P  คือขนาดแรงสูงสุด และ ( )P t  ขนาดแรง ณ เวลาใด ๆ 
อาจจะเพ่ิมข้ึนหรือลดลงตามฟังก์ชันคณิตศาสตร์ที่ตรงกับปัญหาที่ต้องการวิเคราะห์ 
 

 
รูปที่ 5.3 แสดงลักษณะขนาดของแรงเทียบกับเวลาแต่ละแบบ 

 
ดดยพลังงานภายนอกเนื่องจากการกระท าของแรงพลวัตประเภทนี้สามารถแสดงได้ดังนี้ 
 

0( ) ( )ex pU P t w x   (5.16) 
 
โดยที่ 

px  คือ ต าแหน่งที่แรงกระท าในกรณีนี้คือ 
px = 0 (ตามรูปที่ 5.2) 

L

P(t)

x

z

x = -L/2 x = +L/2
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ล าดับถัดมาพิจารณาโครงสร้างคานเมื่ออยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ด้วยความเร็วตาม
แนวความยาวของคาน ในการวิเคราะห์เรื่องการสั่นสะเทือนแบบบังคับของคานภายใต้การกระท าของ
แรงประเภทนี้สามารถพิจารณาได้จากรูปที่ 5.4   
 

 
รูปที่ 5.4 คานแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ 

 
จากรูปที่ 5.4 แรงจะเคลื่อนที่จากปลายคานด้านซ้ายไปยังด้านขวาด้วยความเร็วคงที่ (

pv ) ดังนั้น
สมการพลังงานภายนอกเนื่องจากแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ คือ 
 

/2

0 0

/2

( ) ( , )

L

EX p

L

U P x x w x t dx


    (5.17) 

 
เมื่อ 2p px L v t    โดยระยะทางอยู่ในช่วง 2 2pL x L    และเวลาที่พิจารณาอยู่ในช่วง 
0

p
t L v   ส่วนสัญลักษณ์ ( )   คือ the Dirac delta function 

 
จากสมการพลังงานทั้งหมดที่กล่าวข้างต้นสามารถน ามาเขียนเป็นสมการพลังงานรวมได้ดังนี้ 
 

s k EXU U U     (5.18) 
 
ในกรณีโครงสร้างคานอยู่ภายใต้การกระท าจากแรงเคลื่อนที่หลาย ๆ แรงที่จะสามารถใช้สมการ
พลังงานภายนอกตามท่ีได้กล่าวไว้ในบทที่ 3 ก่อนหน้านี้ 
 

5.2.2 ระเบียบวิธีของริทต์ 
    ในส่วนของการวิเคราะห์ปัญหาของคานคอมโพสิตด้วยทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่
สามนั้น สามารถน าเอาวิธีการของริทต์มาประยุกต์ใข้กับทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สาม ซึ่งก็
เหมือนกับระเบียบวิธีของริทต์ที่ประยุกต์ใช้ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งซึ่งได้กล่าวไว้ในบทที่ 
3 โดยระเบียบวิธีของริทต์จะสมมุติฟังก์ชันใด ๆ ทางคณิตศาสตร์ที่สอดคล้องกับปัญหาเงื่อนไข
ขอบเขต ซึ่งในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ เลือกใช้ฟังก์ชันทางคณิตศาสตร์ในรูปแบบฟังก์ชันพหุนาม 
(Polynomial functions) ซึ่งสามารถเขียนในรูปอนุกรมได้ดังต่อไปนี้ 

 

L

P0

x

z

x = -L/2 x = +L/2

Constant velocity
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 (5.19) 

 
จะสังเกตได้ว่าในสมการของระยะกระจัดจะมีความสัมพันธ์กับตัวสัมประสิทธิ์ไม่ทราบค่า (Unknown 
coefficients) ( ), ( )j jA t B t และ ( )jC t  ซึ่งสามารถหาได้จากเงื่อนไขขอบเขตของคานแต่ละแบบ 
ส่วนฟังก์ชันรูปร่างของระยะการกระจัด ( ), ( )u w

j jx x   และ ( )j x  จะเป็นไปตามประเภทของ
เงื่อนไขขอบเขตท่ีต้องการซึ่งแสดงไว้ในตารางที่ 5.1 
 
ตารางท่ี 5.1 ฟังก์ชันรูปร่างของโครงสร้างคานที่สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตแบบต่าง ๆ 
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จากตารางที่ 5.1 จะได้เงื่อนไขขอบเขตดังนี้ 
กรณีเง่ือนไขขอบเขตแบบ C-C 
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กรณีเง่ือนไขขอบเขตแบบ C-H 
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กรณีเง่ือนไขขอบเขตแบบ H-H 

เงื่อนไขขอบเขตที่
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โดยที่ตัวอักษร C คือการยึดแน่น (Clamped boundary condition) และตัวอักษร H คือ หมุดยึด 
(Hinged boundary condition) 

ในกรณีเดียวกันกับบทที่ผ่านมา แทนค่าระยะกระจัดของสมการที่ 5.19 ลงในสมการผลรวม
พลังงานทั้งหมด ( ) ตามปัญหาที่ต้องการพิจารณาและเริ่มกระบวนการหาพลังงานต่ าสุดที่เกี่ยวข้อง
กับตัวแปรไม่ทราบค่าดังกล่าว โดยประยุกต์ใช้สมการของลากรางจ์ (Lagrange equation method) 
ตามความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 
 

0
j j

d

q dt q

 
 

 
 (5.20) 

 
โดยที่  ( ), ( ), ( )j j j jq A t B t C t  และสามารถแสดงรายละเอียดได้ดังนี้ 
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 
 (5.21) 
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 
 (5.22) 

 

0
j j

d

C dt C

 
 

 
 (5.23) 

 
กรณีนี้จะพิจารณาเพียงแค่การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระและแบบบังคับ ซึ่งผลลัพธ์เมื่อผ่าน
กระบวนการของลากรางจ์และจะท าให้ได้ระบบสมการต่อไปนี้ในรูปเมทริกซ์ 
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 (5.24) 

 
โดยที่ K คือ เมทริกซ์ที่เกี่ยวข้องกับความแข็งเกร็งของคาน (Stiffness matrix) 
 M คือ เมทริกซ์ที่เก่ียวข้องกับมวลของคาน (Mass matrix) 
 F คือ เวกเตอร์ของแรงภายนอกแบบพลวัตใดๆ (Force vector) 
ซึ่งรายละเอียดของสมาชิกในแต่ละเมทริกซ์และเวกเตอร์แสดงได้ดังนี้ 
สมาชิกในเมทริกซ์ที่เก่ียวข้องกับความแข็งเกร็งของคาน ( K ) 
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สมาชิกในเมทริกซ์ที่เก่ียวข้องกับมวลของคาน ( M ) 
 

 
/2

11

0

/2

L

u u

jm j m

L

M I dx


     

 
/2

12

1 3

/2

L w
u m

jm j

L

M c I dx
x




  

   

  
/2

13

1 1 3

/2

L

u u

jm j m j m

L

M I c I dx 



        

 
/2

21

1 3

/2

wL
j u

jm m

L

M c I dx
x




  

   

 
/2

22 2

0 1 6

/2

wL w
jw w m

jm j m

L

M I c I dx
x x



  
       
  (5. 26) 

 
/2

23 2

1 6 1 4

/2

w wL
j j

jm m m

L

M c I c I dx
x x

 



  
       
   

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



99 

 
 

  
/2

31

1 1 3

/2

L

u u

jm j m j m

L

M I c I dx 



        

 
/2

32 2

1 6 1 4

/2

L w w

m m
jm j j

L

M c I c I dx
x x

 



  
    

  
  (5. 26) 

  
/2

33 2

2 1 4 1 6

/2

2

L

jm j m j m j m

L

M I c I c I dx     



           

   

โดยที่ค่า 1c  = 
2

4

3h
  และ 2c  = 

2

4

h
 

เวกเตอร์ที่เกี่ยวข้องกับกระท าของแรงแบบพลวัตที่กระท าที่ต าแหน่งใดๆ บนคาน (ไม่เคลื่อนที่) 
 

( ) ( )w

j j pF P t x   (5.27) 
 
เวกเตอร์ที่เกี่ยวข้องกับกระท าของแรงพลวัตที่มีการเคลื่อนที่ 
 

                               0 ( )w

j j pF P x  ในช่วงเวลา 0 L

p

L
t t

v
    (5.28) 

 
ส าหรับการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนของคานแบบอิสระ เวกเตอร์ของแรงภายนอกไม่

จ าเป็นต้องน ามาพิจารณาและจะสมมุติให้การสั่นสะเทือนเป็นไปแบบฮาร์โมนิก (Harmonic 
response) ดังนั้นค่าสัมประสิทธิ์ที่ไม่ทราบค่า [ ( ), ( ), ( )]T

j j jA t B t C t  ส าหรับค่า j = 1, 2, 3 …N 
สามารถแสดงได้ในรูปต่อไปนี้ 
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 (5. 29) 

 
โดยที่   คือความถี่ธรรมชาติของคาน เมื่อแทนค่าสมการที่ 5.29 ลงไปในสมการการสั่นสะเทือน 
(สมการที่ 5.24) จะท าให้ได้ระบบใหม่ของการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระในรูปแบบต่อไปนี้ 
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 (5.30) 

 
ดังนั้นระบบสมการที่ 5.30 ซึ่งระบบของสมการการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระซึ่งวิธีแก้ปัญหา
เพ่ือหาความถี่ธรรมชาติพ้ืนฐานได้กล่าวในบทก่อนหน้านี้แล้ว ในส่วนการวิเคราะห์การสั่นสะเทือน
แบบบังคับ (Forced vibration) ในสมการที่ 5.24 จะใช้ระเบียบวิธีการเชิงตัวเลขในการแก้ปัญหานั้น
คือวิธีการนิวมาร์ค (Newmarks time-integration method) ดังได้กล่าวไว้ก่อนหน้านี้เช่นกัน เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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5.3  ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามส าหรับโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิช
จากวัสดุเชิงฟังชันก์ 

 5.3.1 สมการพลังงาน 
สมการระยะการกระจัดของแผ่นบางตามทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามสามารถแสดง

ได้ดังนี้ 
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0( , , , ) ( , , )w x y z t w x y t   (5.33) 

 
 โดยที่ 0u  คือ ระยะกระจัดตามแนวแกนความยาวของแผ่นบาง (แกน x ) ) ที่ระนาบกึ่งกลาง 

0v  คือ ระยะกระจัดตามแนวแกนความกว้างของแผ่นบาง (แกน y ) ที่ระนาบกึ่งกลาง 

0w  คือ ระยะกระจัดตามแนวแกนความหนา (แกน z ) ที่ระนาบกึ่งกลางหรือเรียกว่าค่าระยะ
การโก่ง (Deflection)  
 x  คือ มุมระนาบหน้าตัดขวางที่หมุนรอบแกน y 
 

y  คือ มุมระนาบหน้าตัดขวางที่หมุนรอบแกน x 
ดังได้กล่าวไว้บทที่ 4 ความสัมพันธ์ระหว่างระยะกระจัด ( , ,u v w ) ความเครียดตั้งฉาก ( ,xx yy  ) 
และความเครียดเฉือน ( , ,xy xz yz   ) สามารถแสดงได้ดังนี้ 
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เมื่อน าสมการที่ 5.31 – 5.33 แทนในสมการที่ 5.34 – 5.35 และท าการหาอนุพันธ์ย่อย จะได้ 
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รายละเอียดของสมการความเครียดในสมการที่ (5.36) และ (5.37) สามารถแสดงในรูประยะการ
กระจัดได้ดังนี ้
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โดยที่ค่า 1c  = 
2

4

3h
 และ 2c  = 

2

4

h
 

อาศัยความสัมพันธ์ของความเค้นและความเครียดตามทิศทางต่าง ๆ ของโครงสร้างแผ่นบางแบบ
แซนด์วิชซึ่งข้ึนอยู่กับจ านวนชั้น (i) สามารถแสดงได้ตามสมการต่อไปนี้ 
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โดยที่ ( )i และ ( )i  แสดงถึงความเค้นตั้งฉากและความเค้นเฉือนของแผ่นบางแบบแซนด์วิชซึ่ง
ขึ้นอยู่กับต าแหน่งจ านวนชั้น ตามล าดับ ส่วนค่า Q  ณ ต าแหน่งในเมทริกซ์หาได้ดังนี้ 
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เมื่อทราบสมการทั้งหมดของความเค้นและความเครียด ดังนั้นพลังงานภายในเนื่องจากการ

เสียรูปหรือเปลี่ยนแปลงของระยะการกระจัด (Strain energy equation) ได้ดังนี้ 
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   (5.48) 

เมื่อ i, j = 1, 2, 4, 5, 6 
การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนของแผ่นบางทั้งแบบอิสระและแบบบังคับ พิจารณาพลังงานจลน์ของ
แผ่นบางซึ่งมีความสัมพันธ์กับทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามตามสมการต่อไปนี้ 
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โดยที่ 0 1 2 3 4, , , ,I I I I I  และ 6I  คือโมเมนต์ความเฉื่อยของมวลของคาน สามารถค านวณได้จาก
สมการต่อไปนี้ 
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สมการพลังงานภายนอกที่มากระท ากับแผ่นบางในบทนี้สามารถใช้ลักษณะสมการของแรง

นอกและระยะการกระจัดตามบทที่ผ่านมาได้ (ใช้ตามทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งได้) 
ยกตัวอย่างเช่นการกระท าจากโหลดเคลื่อนที่โหลดเดียวด้วยความเร็วคงท่ี (

pv ) สมการพลังงาน คือ 
 

0 0 1( ,0, )EX PU P w x t   (5.52) 
ส่วนกรณีโหลดแบบอ่ืน ๆ ก็สามารถใช้สมการตามบทที่ผ่านมาได้ จากที่กล่าวมาสามารถที่จะเขียน
สมการพลังงานรวมของแผ่นบางตามทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามได้ดังนี้ 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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จากสมการพลังงานทั้งหมดสามารถน ามาวิเคราะห์ปัญหาการสั่นสะเทือนของแผ่นบางแบบ
แซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันได้ โดยการสร้างสมการพลังงานรวม (Total energy) ตามประเภทของ
ปัญหาที่ต้องการวิเคราะห์ซึ่งสมการพลังงานงานรวมของแต่ละประเภทสามารถเขียนได้ดังนี้ 
กรณีการสั่นสะเทือนแบบอิสระ 
 

s kU U    (5. 53) 
 
กรณีการสั่นสะเทือนแบบบังคับ 
 

s k EXU U U     (5. 54) 
 
อย่างที่มาแล้วในหัวข้อโครงสร้างคาน โดยที่สมการพลังงานรวม ( ) สามารถน าไปใช้เพ่ือแก้ปัญหา
ได้หลากหลายวิธี แต่ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้เลือกใช้วิธีการของริทต์ซึ่งเป็นวิธีการที่นิยมใช้กันอย่าง
แพร่หลายและให้ผลลัพธ์ถูกต้องและยังเป็นวิธีการที่สามารถปรับใช้กับโครงสร้างต่าง ๆ ที่มีการรองรับ
ด้วยเงื่อนไขขอบเขตแบบต่างๆได้ 
 

5.3.2 ระเบียบวิธีของริทต์ 
ในท านองเดียวกันกับกรณีของการวิเคราะห์แผ่นบางที่ใช้ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่

หนึ่ง ดังนั้นสามารถใช้หลักการและฟังก์ชันของระยะการกระจัดเดียวกันตามสมการต่อไปนี้  
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สมการระยะการกระจัดมีการใช้ตามหลักการที่ผ่านมาซึ่งได้แสดงรายละเอียดเกี่ยวกับการน าไปหา
ค าตอบที่สอดคล้องกับแผ่นบางที่มีเงื่อนไขขอบเขตต่าง ๆ ไว้เรียบร้อยแล้ว โดยอาศัยวิธีการของ
ฟังก์ชันพหุนามแบบแกรมชมิดต์ ดังนั้นจึงไม่ได้กล่าวซ้ าในบทนี้ 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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เมื่อได้สมการระยะการกระจัดทั้งหมดตามกระบวนการของแกรมชมิดต์ หลังจากนั้นไปแทน
ลงในสมการผลรวมของพลังงานทั้งหมด ( ) ตามปัญหาที่ต้องการพิจารณาและเริ่มกระบวนการหา
พลังงานต่ าสุดที่เก่ียวข้องกับตัวแปรไม่ทราบค่าตามท่ีได้กล่าวมาก่อนหน้านี้โดยใช้สมการของลากรางจ์ 
ตามความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 
 

0
ij ij

d

q dt q

 
 

   
(5.60) 

 
โดยที่ { ( ), ( ), ( ), ( ), ( )}ij ij ij ij ij ijq U t V t W t X t Y t  สามารถแสดงรายละเอียดได้คือ 
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(5.61) 
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หลังจากผ่านกระบวนการของลากรางจ์จะท าให้ได้รับระบบสมการต่อไปนี้ในรูปเมทริกซ์ 
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   (5.62) 

 
โดยที่ K  คือ เมทริกซท์ี่เก่ียวข้องกับความแข็งเกร็ง (Stiffness matrix) 

M  คือ เมทริกซ์ที่เก่ียวข้องกับมวล (Mass matrix) 
F  คือ เวกเตอร์ของแรงภายนอกแบบพลวัตใดๆ (Force vector) 

รายละเอียดของสมาชิกในแต่ละเมทริกซ์และเวกเตอร์สามารถได้ดังต่อไปนี้ 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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รายละเอียดของการอินทิเกรตฟังก์ชันรูปร่าง rs

imP และ rs

jnQ  สามารถดูได้จากภาคผนวก ก 
ตัวอย่างเวกเตอร์ที่เกี่ยวข้องกับแรงกระท าแบบเคลื่อนที่หนึ่งแรง ( F ) 
 

0 ( ) (0)w w

ij i p jF P N x N   (5.65) 
 
โดยขนาดของเมทริกซ์ K  และ M  มีค่าเท่ากับ 5(mxn) x 5(mxn)  ยกตัวอย่างเช่น ถ้าก าหนด
จ านวนพจน์ในแนวแกน x และแกน y เท่ากับ 5 ดังขนาดของเมทริกซ์จะมีค่า 125 x 125  

อย่างที่กล่าวไว้ก่อนหน้านี้ ส าหรับกรณีวิเคราะห์การสั่นสะเทือนของแผ่นบางแบบอิสระ 
เวกเตอร์ของแรงภายนอกไม่จ าเป็นต้องน ามาพิจารณาและสมมุติให้การสั่นสะเทือนเป็นไปแบบฮาร์โม
นิก (Harmonic response) ดังนั้นค่าสัมประสิทธิ์ที่ไม่ทราบค่า ( ), ( ), ( ), ( )ij ij ij ijU t V t W t X t  และ 

( )ijY t  ส าหรับค่า i = 1, 2, 3…m และค่า j = 1, 2, 3…n สามารถแสดงได้ในรูปต่อไปนี้ 
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 (5.66) 

 
โดยที่   คือความถี่ธรรมชาติของแผ่นบาง เมื่อแทนค่าสมการนี้ไปยังระบบหลักของสมการการ
สั่นสะเทือนจะท าให้ได้ระบบใหม่ของการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระในรูปสมการที่ 5.68 
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การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบบังคับ จะแตกต่างจากแบบอิสระเพราะต้องวิเคราะห์โดยใช้

การอินทิเกรตเทียบกับเวลาตามระบบสมการที่ (5.62) วิธีการที่เลือกใช้คือนิวมาร์ค กระบวนการ
อินทิเกรตแบบนิวมาร์คจะมีหลักการสอดคล้องกับปัญหาแผ่นบางที่มีการอธิบายไปในบทที่ผ่านมา
ดังนั้นจึงไม่จ าเป็นต้องแสดงรายละเอียดอีกครั้ง 
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บทท่ี 6 

แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ 
 

แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์นับว่ำมีควำมส ำคัญต่อกำรวิเครำะห์กำรสั่นสะเทือนและกำรโก่ง
ตัวของโครงสร้ำงคำน (Beam structures) และโครงสร้ำงแผ่นบำง (Plate structures) แบบจ ำลอง
ทำงคณิตศำสตร์ที่ถูกต้องและสอดคล้องกับพฤติกรรมจริงของวัสดุเมื่ออยู่ภำยใต้สภำวะกำรกระท ำ
จำกแรงภำยนอกต่ำง ๆ ซ่ึงจะช่วยให้วิศวกรหรือผู้ออกแบบสำมำรถท ำนำยพฤติกรรมของโครงสร้ำงได้
อย่ำงถูกต้อง และช่วยลดเวลำ รวมถึงค่ำใช้จ่ำยในกำรวิเครำะห์ โดยไม่ต้องอำศัยกำรทดสอบจริง 
เพรำะในบำงครั้งกำรทดสอบจริงนั้นอำจต้องใช้ต้นทุนจ ำนวนมำก ดังนั้นในงำนวิทยำนิพนธ์ฉบับนี้จึงมี
จุดประสงค์เพ่ือจะสร้ำงแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ส ำหรับปัญหำกำรสั่นสะเทือนของโครงสร้ำงคำน
และโครงสร้ำงแผ่นบำงที่มีโครงสร้ำงแบบแซนด์วิชซึ่งท ำมำจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน (functionally 
graded sandwich structures) โดยโครงสร้ำงคำนหรือโครงสร้ำงแผ่นบำงประกอบไปด้วย 2 ส่วน
หลักคือแผ่นประกบบนและล่ำง (Face sheet) ที่ถูกสร้ำงขึ้นมำจำกวัสดุวัสดุเชิงฟังก์ชัน
(Functionally Graded Materials, FGMs) ซึ่งเป็นวัสดุคอมโพสิตประเภทหนึ่งและส่วนที่สองคือชั้น
แกนกลำง (Core) ถูกสร้ำงข้ึนมำจำกวัสดุเนื้อเดียว (Homogeneous materials) ซึ่งจะอยู่ภำยใต้แรง
กระท ำแบบเคลื่อนที่หนึ่งแรงหรือหลำยแรง โดยแบบจ ำลองทั้งโครงสร้ำงคำนและแผ่นบำงอยู่บน
พ้ืนฐำนทฤษฎีกำรเปลี่ยนรูปเฉือนล ำดับที่หนึ่ง (First order shear deformation theory, FSDT) 
และทฤษฎีกำรเปลี่ยนรูปเฉือนล ำดับที่สำม (third order shear deformation theory, TSDT) 
รวมทั้งพิจำรณำสภำวะเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) แบบต่ำง ๆ ซึ่งวิธีกำรหำผลเฉลย
ของปัญหำจะประยุกต์ใช้หลักกำรพลังงำน (energy principle) ซึ่งพลังงำนดังกล่ำวหำได้จำกควำม
เค้น ควำมเครียด พลังงำนจลน์และแรงภำยนอกที่มำกระท ำและใช้ระเบียบวิธีของริทต์ (Ritz 
method) เพ่ือสมมุติฟังก์ชันของระยะกำรกระจัดตำมเงื่อนไขขอบเขตที่ก ำหนด จำกนั้นจะใช้วิธีกำร
ของลำกรำงจ์เพ่ือหำสมกำรกำรเคลื่อนที่ของระบบ ซึ่งกำรหำผลเฉลยของสมกำรเคลื่อนที่จะใช้วิธีกำร
ของนิวมำร์ค (Newmark method) เพ่ือหำผลตอบสนองทำงด้ำนพลวัตของโครงสร้ำงคำนและ
โครงสร้ำงแผ่นบำงแบบแซนด์วิชที่ท ำมำจำกวัสดุเชิงฟังก์ชันต่อไป 

6.1 แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์โครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชันบน
พื้นฐำนทฤษฎีกำรเปลี่ยนรูปเฉือนล ำดับที่หนึ่ง  

ในส่วนของหัวข้อแรกนี้จะเป็นกำรแสดงรำยละเอียดของกระบวนกำรสร้ำงแบบจ ำลองทำง
คณิตศำสตร์ที่มีควำมเก่ียวข้องกับโครงสร้ำงทำงวิศวกรรมแบบคำน ซึ่งเป็นรูปแบบหนึ่งของโครงสร้ำง
ที่น ำมำศึกษำถึงพฤติกรรมด้ำนกำรสั่นสะเทือน รวมถึงศึกษำพฤติกรรมด้ำนกำรโก่งตัวของโครงสร้ำง 
โดยลักษณะของโครงสร้ำงดังกล่ำวจะถูกพิจำรณำว่ำเป็นโครงสร้ำงแบบแซนด์วิช ดังประกอบไปด้วย
ชั้นของแผ่นประกบบนและล่ำง (Face sheet) ที่ถูกสร้ำงขึ้นมำจำกวัสดุคอมโพสิตนั้นคือ วัสดุเชิง
ฟังก์ชันซึ่งมักจะนิยมเรียกว่ำ FGMs และชั้นของแกนกลำง (Core) ถูกสร้ำงขึ้นมำจำกวัสดุประเภท
เนื้อเดียว ตำมล ำดับ โดยแบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของโครงสร้ำงคำนในลักษณะโครงสร้ำงแบบ
แซนด์วิชส ำหรับวิเครำะห์ปัญหำกำรสั่นสะเทือนและปัญหำกำรโก่งของคำนนั้น จะพิจำรณำโครงสร้ำง
ตำมระบบพิกัดอ้ำงอิงตำมรูปที่ 6.1  

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



112 

 
 

 

 
รูปที่ 6.1 โครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน   

 

 
รูปที่ 6.2 ภำพตัดขวำงของโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน 

 
พิจำรณำโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน ซึ่งประกอบไปด้วย 2 ส่วนหลัก นั่น

ก็คือ ส่วนของชั้นแกนกลำง และส่วนของชั้นประกบบนและล่ำง ซึ่งโครงสร้ำงแซนด์วิชตำมที่กล่ำวไว้
ในข้ำงต้นจะถูกน ำมำพิจำรณำศึกษำโดยแบ่งออกเป็น 2 ประเภท คือ ชั้นแกนกลำงอ่อน (soft core) 
และชั้นแกนกลำงแข็ง (hard core) และโดยทั่วไปแล้ววัสดุประเภทเซรำมิก (ceramic) จะมีค่ำ
มอดูลัสของควำมยืดหยุ่นมำกกว่ำวัสดุประเภทโลหะ (metal) ดังนั้นโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำก
วัสดุเชิงฟังก์ชันที่มีชั้นแกนกลำงแข็งจะประกอบไปด้วยส่วนแรกคือชั้นแกนกลำงที่ท ำมำจำกวัสดุ
ประเภทเซรำมิกและส่วนที่สองคือชั้นประกบบนและล่ำงท ำจำกวัสดุผสมระหว่ำงเซรำมิกและโลหะ
โดยจะเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติวัสดุอย่ำงต่อเนื่องจำกโลหะ 100 % ที่ผิวด้ำนนอกจนกลำยเป็นเซรำมิก 
100 % ที่ชั้นแกนกลำง ส่วนโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน ที่มีชั้นแกนกลำงแบบ
อ่อนจะมีคุณสมบัติตรงกันข้ำมกับแบบโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชันที่มีชั้น
แกนกลำงแข็ง ซึ่งโครงสร้ำงแซนด์วิชทั้งสองประเภทดังกล่ำวจะแทนควำมยำวของคำนด้วยตัวแปร L  
ไปตำมแกน x และมีควำมสูงจำก – h /2 ถึง h /2 ไปตำมแกน z ส่วนควำมกว้ำงของคำนแทนด้วย b 
โดยโครงสร้ำงคำนอยู่ภำยใต้แรงกระแบบเคลื่อนที่ ( )P t  ด้วยควำมเร็วคงที่ค่ำหนึ่ง ( pv ) และ

อัตรำส่วนควำมหนำแต่ละชั้น (layer thickness ratio) จะถูกนิยำมโดยสัญลักษณ์ตัวเลขสำมตัว เช่น 
1-1-1 หมำยควำมว่ำ 0h  = - h /2, 1h  = - h /6, 2h  = h /6 และ 3h  = h /2 เป็นต้น และค่ำ

คุณสมบัติวัสดุประสิทธิผล (effective material properties) ของวัสดุแต่ละชั้นสำมำรถหำได้ดังต่อ
สมกำรต่อไปนี้ 
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b t b tV z     
 

(6.2) 
 
โดยที่ E  และ   คือ ค่ำมอดูลัสของควำมยืดหยุ่นและค่ำควำมหนำแน่นของวัสดุ ส่วนตัว

ห้อย t  , b  แสดงถึงคุณสมบัติของวัสดุ ณ ต ำแหน่งผิวด้ำนนอกและแกนกลำงของวัสดุ ตำมล ำดับ 

bV  คือ สัดส่วนปริมำตรของวัสดุ (material volume fraction) สำมำรถหำได้ดังสมกำรต่อไปนี้ 
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ค่ำของ n  คือ ดัชนีสัดส่วนปริมำตรของวัสดุ ซึ่งจะแสดงถึงกำรเปลี่ยนแปลงของวัสดุตำมควำมหนำ
ของคำน 

พิจำรณำโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชันบนพ้ืนฐำนทฤษฎีกำรเปลี่ยนรูป
เฉือนล ำดับที่หนึ่งหรือบำงครั้งอำจเรียกว่ำทฤษฎี Timoshenko โดยระยะกำรกระจัดของคำนตำม
แกน x  นั้นถูกแทนด้วย u  และระยะกำรกระจัดตำมแกน z  แทนด้วย w  ซึ่งสำมำรถแสดงได้ดัง
สมกำรต่อไปนี้ 

 
( , , ) ( , ) ( , )ou x z t u x t z x t   (6.4) 

 
( , , ) ( , )ow x z t w x t

  
(6.5) 

 
โดยที่ ou  และ ow  คือ ระยะกำรกระจัด ณ จุดใด ๆ ตำมแนวแกนควำมยำวคำนและตำมหน้ำ
ตัดขวำง ณ ต ำแหน่งระนำบกึ่งกลำง ตำมล ำดับ ส่วนมุม   แสดงถึงกำรหมุนของระนำบหน้ำตัดขวำง
ของคำนรอบแกน y  และ t  คือเวลำ ดังนั้นอำศัยควำมสัมพันธ์ระหว่ำงระยะกำรกระจัด 
(displacement) ควำมเครียดตั้งฉำก (normal strain, xx ) และควำมเครียดเฉือน (shear strain,

xz ) ซึ่งแสดงได้ดังสมกำรต่อไปนี้ 

 

( , ) ( , )o
xx

u x tu x t
z

x x x




 
  
  

 (6.6) 
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จำกที่กล่ำวมำแล้วในบทที่ 3 ควำมเครียดเฉือนตำมทฤษฎีออยเลอร์-เบอร์นูลลีหรือทฤษฎี

คำนแบบคลำสสิกจะมีค่ำเท่ำกับศูนย์นั้นคือ xz = 0  และมุม  = /ow x  ซึ่งจะไม่เหมือนกับ
ทฤษฎี Timoshenko ดังนั้นอำศัยควำมสัมพันธ์ระหว่ำงควำมเค้นและควำมเครียดตำมกฏของฮุคจะ
ได้ 
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 (6.8) 

 
โดยที่ xx และ xz   แสดงถึงควำมเค้นตั้งฉำกและควำมเค้นเฉือนในระนำบ xz  ตำมล ำดับ ส่วนค่ำ 
G  คือ ค่ำมอดูลัสเฉือนของวัสดุและมีควำมสัมพันธ์กับค่ำมอดูลัสควำมยืดหยุ่นดังนี้ 
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E z
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v
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6.1.1 พลังงำนควำมเครียดส ำหรับโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน  
ดังได้กล่ำวไว้ก่อนหน้ำนี้ว่ำวิธีกำรหำผลเฉลยของปัญหำจะประยุกต์ใช้หลักกำรพลังงำน โดย

ผลเฉลยที่ได้มักเป็นผลเฉลยโดยประมำณ (approximate solution) โดยกำรสมมุติฟังก์ชันระยะกำร
กระจัดซึ่งพลังงำนดังกล่ำวหำได้จำกควำมเค้น ควำมเครียด ระยะกำรกระจัดของคำนหรือแผ่นบำง 
โดยที่ค่ำพลังงำนควำมเครียด (strain energy) ของคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน สำมำรถ
เขียนอยู่ในรูป 
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แทนสมกำรที่ 6.6 – 6.8 ลงในสมกำรท่ี 6.10 จะได้ 
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ส ำหรับพำรำมิเตอร์ในสมกำรที่ 6.11 แสดงถึงพำรำมิเตอร์ที่มีควำมเกี่ยวข้องกับควำมแข็ง

เกร็ง (stiffness) ของวัสดุในด้ำนต่ำง ๆ โดยสำมำรถอธิบำยควำมหมำยได้ดังต่อไปนี้ 
11A  คือ ค่ำสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับควำมแข็งเกร็งต้ำนกำรดึง (extensional stiffness) 
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11B  คือ  ค่ ำสัมประสิทธิ์ เกี่ ยวกับควำมแข็ง เกร็ งต้ ำนกำรดึ งและกำรดัดแบบผสม 
(Extensional-bending stiffness) 

11D  คือ ค่ำสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับควำมแข็งเกร็งต้ำนกำรดัด (bending stiffness) 

55A  คือ ค่ำสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับควำมแข็งเกร็งต้ำนกำรเฉือน (shear stiffness) 
ซึ่งสำมำรถหำได้ดังนี้ 
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พำรำมิเตอร์  คือ ค่ำแก้ของกำรเฉือน (shear correction factor) มีค่ำเท่ำกับ 5/6 ส ำหรับกรณีที่

เป็นวัสดุไอโซทรอปิกและ 5

6 ( )c c m mv V v V
 

 
  ส ำหรับวัสดุเชิงฟังก์ชัน โดยที่ mV  = 1- cV  ซึ่ง

ค่ำ mV  และ cV  คือสัดส่วนปริมำตรของโลหะและเซรำมิกตำมล ำดับ ส่วน cv  และ mv  คือค่ำ
อัตรำส่วนปัวซงของซำรำมิกและโลหะ ตำมล ำดับ 
 
 6.1.2 พลังงำนจลน์ส ำหรับโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน  
 นอกจำกพลังงำนควำมเครียด คำนที่มีกำรเคลื่อนที่หรือมีกำรสั่นสะเทือนยังมีพลังงำนจลน์ 
(kinetic energy) ซึ่งเป็นพลังงำนในอีกรูปแบบหนึ่ง ซึ่งคำนที่มมีวลและเคลื่อนที่ด้วยควำมเร็ว u  
และ w  สำมำรถแสดงได้ดังสมกำรต่อไปนี้ 
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 (6.13) 

 
โดยที่ 0I , 1I และ 2I คือโมเมนต์ควำมเฉื่อยของมวล แสดงได้ดังนี้ 
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 6.1.3 พลังงำนศักย์ที่ฐำนรองรับแบบยืดหยุ่นส ำหรับโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำก
วัสดุเชิงฟังก์ชัน  

พิจำรณำกรณโีครงสร้ำงคำนทีมี่ฐำนรองรับแบบยืดหยุ่น (elastic foundation) ดังแสดงใน
รูป 6.3  
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รูปที่ 6.3 โครงสร้ำงคำนมีฐำนรองรับแบบยืดหยุ่น 

 
ซึ่งค่ำพลังงำนศักย์ท่ีเกิดข้ึนสำมำรถหำได้ดังสมกำรต่อไปนี้ 
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โดยที่ wk  คือ ค่ำคงที่สปริงวินเกอร์ (Winkler spring) และ sk  คือ ค่ำคงทีส่ปริงของชั้นแรงเฉือน
(shear layer spring) 
 
 6.1.4 งำนจำกแรงกกระภำยนอกส ำหรับโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน  

เพ่ือที่จะประยุกต์ใช้กับสมกำรลำกรำงจ์ พิจำรณำพลังงำนที่เกิดจำกแรงกระท ำภำยนอก 
ตั้งแต่แรงกระท ำแค่หนึ่งแรงหรือมำกกว่ำ ดังแสดงดังรูป ซึ่งสำมำรถเขียนได้ดังสมกำรต่อไปนี้ 
 

 
รูปที่ 6.4 โครงสร้ำงคำนภำยใต้แรงกระท ำภำยนอก 

 
กรณีแรงกระท ำแบบเคลื่อนที่ 1 แรง 
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เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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กรณีแรงกระท ำแบบเคลื่อนที่ 2 แรง 
 

1 0 1 1

1 0 1 2 0 2 1 2

2 0 2 2 1 2

1 2

( ) ( , ) if 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) f

( ) ( , ) if
0 if

P

p

ex P P

p

P

d
P t w x t t t

v

L
U P t w x t P t w x t i t t t

v

P t w x t t t t t
t t t


   



     

   
  

 (6.17) 

 
กรณีแรงกระท ำแบบเคลื่อนที่ 3 แรง 
 

1 0 1 1

1 0 1 2 0 2 1 2

1 0 1 2 0 2 3 0 3 2 3

2 0 2 3 0 3 3 3 1

3 0 3 3 1

( ) ( , ) if 0

2
( ) ( , ) ( ) ( , ) if

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) if

( ) ( , ) ( ) ( , ) if

( ) ( , ) if

P

p

P P

p

P P Pex

p

P P

P

d
P t w x t t t

v

d
P t w x t P t w x t t t t

v

L
P t w x t P t w x t P t w x t t t tU

v

P t w x t P t w x t t t t t

P t w x t t t t

   

    

     

    

    3 2

3 20 if

t t

t t t















 

 (6.18) 

 
ส่วนค่ำ 1P , 2P  และ 3P  กรณีเคลื่อนที่แบบแบบฮำร์โมนิก สำมำรถแสดงได้ดังนี้ 
 

1 0 1 1( ) sin( )P t P t       (6.19) 
 

2 0 2 2( ) sin( )P t P t       (6.20) 
 

3 0 3 3( ) sin( )P t P t       (6.21) 
 
เมื่อค่ำ 0P  คือ ขนำดแรงในหน่วยนิวตัน 

  i  คือ ควำมถี่ของแรงที่กระท ำในหน่วยเรเดียนต่อวินำที 
   i  คือ มุมเฟสในหน่วยเรเดียน 
   d  คือ ระยะทำงระหว่ำงแรงที่กระท ำแบบเคลื่อนที่ในหน่วยเมตร 

โดยต ำแหน่งของแรง ( 1P , 2P  และ 3P ) จะข้ึนกับเวลำ ( t  ) และควำมเร็ว pv  โดยสำมำรถหำได้จำก
สมกำรต่อไปนี้ 
 

[ ( 1) ]pi px v t i d    (6.22) 
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ในกรณีที่แรงกระท ำแบบเคลื่อนที่มีจ ำนวน 4 หรือ 5 แรง สำมำรถหำได้โดยใช้หลักกำรเดียวกับ
สมกำรที่ 6.18 ที่กล่ำวไว้ก่อนหน้ำนี้ 
 จำกพลังงำนทั้งหมดที่กล่ำวมำข้ำงต้น ทั้งพลังงำนควำมเครียด พลังงำนจลน์ พลังงำนศักย์ที่มี
ฐำนรองรับแบบยืดหยุ่นและงำนที่เกิดจำกแรงกระท ำภำยนอก สำมำรถเขียนอยู่ในรูปพลังงำนศักย์
รวม (total potential energy) ได้ดังนี้ 
 

s f k exU U U U        (6.23) 
 
 6.1.5 วิธีกำรหำผลเฉลยส ำหรับโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน  
 เพ่ือที่จะหำค่ำผลตอบสนองทำงด้ำนพลวัตของคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน โดยใน
หัวข้อนี้จะใช้ระเบียบวิธีของริทต์ ซึ่งวิธีกำรนี้จะสมมุติฟังก์ชันระยะกำรกระจัด ( , )ou x t  , ( , )ow x t  
และ ( , )x t  ซึ่งอยู่ในรูปพิกัดทั่วไปที่ขึ้นอยู่กับเวลำ(time-dependent generalized coordinates) 
และฟังก์ชันรูปร่ำง (shape function) ในรูปแบบของฟังก์ชันพหุนำมที่สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขต 
จำกนั้นประยุกต์ใช้สมกำรลำกรำงจ์เพ่ือหำสมกำรกำรเคลื่อนที่และใช้ระเบียบวิธีกำรของนิวมำร์ค 
(Newmark method) ช่วยในกำรหำผลตอบสนองทำงด้ำนพลวัตของคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิง
ฟังก์ชันต่อไป 
 โดยที่ฟังก์ชันรูปร่ำง (shape function) ในรูปแบบของฟังก์ชันพหุนำมที่สอดคล้องกับ
เงื่อนไขขอบเขตแสดงได้ดังนี้ 
 

0 1

1

0 2

1

3

1

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

N

j j

j
N

j j

j
N

j j

j

u x t A t x

w x t B t x

x t C t x








 




 

  









   (6.24) 

 
โดยที่ ( )jA t , ( )jB t และ ( )jC t  คือพิกัดทั่วไปที่ขึ้นอยู่กับเวลำและไม่ทรำบค่ำซึ่งจ ำเป็นต้องหำ ส่วน 

1 ( )j x , 2 ( )j x และ 3 ( )j x  คือฟังก์ชันรูปร่ำงในรูปแบบของฟังก์ชันพหุนำมที่สอดคล้องกับ
เงื่อนไขขอบเขตของ ( , )ou x t , ( , )ow x t และ ( , )x t ตำมล ำดับ ฟังก์ชันรูปร่ำงของคำนที่สอดคล้อง
กับเงื่อนไขขอบเขตต่ำงๆ (essential boundary condition) ในงำนวิทยำนิพนธ์ฉบับนี้ประกอบไป
ด้วยจุดรองรับแบบง่ำยหรือแขวน (Hinged support) และจุดรองรับแบบยึดแน่น (clamped 
support) กำรระบุเงื่อนไขขอบเขตอ้ำงอิงถึงรูปแบบต่ำง ๆ ข้ำงต้นนั้นจะใช้อักษรภำษำอังกฤษเพ่ือบ่ง
บอกถึงรูปแบบดังกล่ำว คือ อักษร H แทนจุดรองรับแบบง่ำย อักษร C แทนจุดรองรับแบบยึดแน่น 
ซ่ึงจะประกอบด้วยกัน 3 เงื่อนไข สำมำรถอธิบำยดังแสดงในตำรำงที่ 6.1 
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ตำรำงท่ี 6.1 ค ำอธิบำยเงื่อนไขขอบเขตแบบต่ำง ๆ 
เงื่อนไขขอบเขต (B.C.) ค ำอธิบำย 

C - C จุดรองรับทั้งซ้ำยและขวำถูกยืดแน่น 
C - H จุดรองรับด้ำนซ้ำยถูกยืดแน่นและจุดรองรับด้ำนขวำเป็นแบบง่ำย 
H - H จุดรองรับทั้งซ้ำยและขวำถูกยืดด้วยจุดรองรับเป็นแบบง่ำย 

 
 ส ำหรับกรณีเง่ือนไขขอบ คือ C – C (Clamp – Clamp) ฟังก์ชันระยะกำรกระจัดมีค่ำดังนี้ 
 ที่ต ำแหน่ง x = 0 และ x = L  

( , ) 0ou x t       
( , ) 0ow x t       

( , ) 0x t        
 

ส ำหรับกรณีเง่ือนไขขอบ คือ C – H (Clamp – Hinge) ฟังก์ชันระยะกำรกระจัดมีค่ำดังนี้ 
 ที่ต ำแหน่ง x = 0  

( , ) 0ou x t       
( , ) 0ow x t        
( , ) 0ou x t       

 ที่ต ำแหน่ง x = L  
( , ) 0ou x t        
( , ) 0ow x t       

( , ) 0x t         
 

ส ำหรับกรณีเง่ือนไขขอบ คือ H – H (Hinge – Hinge) ฟังก์ชันระยะกำรกระจัดมีค่ำดังนี้ 
 ที่ต ำแหน่ง x = 0 และ x = L 

( , ) 0ou x t        
( , ) 0ow x t       

( , ) 0x t         
ซ่ึงจะสอดคล้องกับฟังก์ชันรูปร่ำงและเงื่อนไขขอบเขตต่ำง ๆ ดังแสดงในตำรำงที่ 6.2 
 
ตำรำงท่ี 6.2 ฟังก์ชันรูปร่ำงของโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน  
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จำกฟังก์ชันระยะกำรกระจัด (สมกำรที่ 6.24) ซึ่งสมมุติขึ้นก่อนหน้ำนี้ จำกนั้นน ำไปแทนลงในสมกำร
พลังงำนรวม   (สมกำรที่ 6.23) และน ำไปประยุกต์ใช้กับสมกำรลำกรำงจ์ เพ่ือหำสมกำรเคลื่อนที่
ของคำน ดังแสดงต่อไปนี้ 
 

0
j j

d

q dt q

 
 

 
 (6.25) 

 
โดยที่  ( ), ( ), ( )j j j jq A t B t C t  อยู่ในรูปพิกัดทั่วไปที่ขึ้นอยู่กับเวลำซึ่งไม่ทรำบค่ำและจ ำเป็นต้อง

หำ สำมำรถแสดงรำยละเอียดได้ดังนี้ 
 

0
j j

d

A dt A

 
 

 
 (6.26) 

 

0
j j

d

B dt B

 
 

 
 (6.27) 

 

0
j j

d

C dt C

 
 

 
 (6.28) 

 
ซึ่งจะได้สมกำรกำรเคลื่อนที่ของโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน ดังนี้ 
 

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

( ) 0( )
( ) ( ) ( )
( ) 0( )

K K K M M M A tA t
K K K B t M M M B t F t

C tK K K M M M C t

       
        
               

   (6.29) 

 
โดยที่ K คือ เมทริกซ์ที่เกี่ยวข้องกับควำมแข็งเกร็งของคำน (Stiffness matrix) 
 M คือ เมทริกซ์ที่เก่ียวข้องกับมวลของคำน (Mass matrix) 
 F คือ เวกเตอร์ของแรงภำยนอกแบบพลวัตใดๆ (Force vector) 
 
โดยสมำชิกของเมทริกซ์ในสมกำรที่ 6.29 แสดงดังต่อไปนี้ 
สมำชิกในเมทริกซ์ที่เก่ียวข้องกับควำมแข็งเกร็งของคำน ( K ) 
 

 111 1
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L
j m

jmK A dx
x x
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 12 0jmK   (6.30) 

 113 3
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สมำชิกในเมทริกซ์ที่เก่ียวข้องกับมวลของคำน ( M ) 
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สมำชิกในเวกเตอร์ที่เก่ียวข้องกับแรงที่กระท ำแบบเคลื่อนที่ ( F ) กรณี 3 แรง 
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(6.32) 

 
จำกสมกำรกำรเคลื่อนที่ (สมกำรที่ 6.29) กำรหำค่ำระยะกระจัดหรือระยะกำรโก่งของคำนที่ต ำแหน่ง
ใด ๆ และ ณ เวลำใดๆ สำมำรถหำได้โดยใช้วิธีกำรของนิวมำร์คซึ่งผลลัพธ์ต่ำงๆ จะแสดงในบทที่ถัดไป 

ส ำหรับกำรวิเครำะห์กำรสั่นสะเทือนแบบอิสระจะสมมุติให้ ( )A t , ( )B t และ ( )C t  มี
พฤติกรรมกำรเคลื่อนที่แบบฮำร์โมนิก โดยมีรูปแบบดังนี้ 
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 (6.33) 

 
โดยที่ j  มีค่ำเท่ำกับ 1, 2 ถึง N  ค่ำ 
   คือ ควำมถี่ธรรมชำติของคำน 
น ำสมกำรที่ 6.33 แทนลงในสมกำรที่ 6.29 และก ำหนดให้ ( )F t  มีค่ำเท่ำกับศูนย์ ดังนั้นจะได้สมกำร
เจำะจง (eigenvalue equation) ของปัญหำกำรสั่นสะเทือนแบบอิสระ ดังนี้ 
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 (6.34) 

 
ท ำกำรแก้ปัญหำหำสมกำรที่ 6.34 เพ่ือหำค่ำเจำะจงจะได้ค่ำควำมถี่ธรรมชำติของคำนแบบแซนด์วิช
จำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน ซึ่งผลลัพธ์ที่จะแสดงในบทถัดไป 
 
6.2 แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์ของโครงสร้ำงแผ่นบำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิง
ฟังก์ชันบนพื้นฐำนทฤษฎกีำรเปลี่ยนรูปเฉือนล ำดับที่หนึ่ง  

ในส่วนของหัวข้อนี้จะเป็นกำรแสดงรำยละเอียดของกระบวนกำรสร้ำงแบบจ ำลองทำง
คณิตศำสตร์ที่มีควำมเกี่ยวข้องกับโครงสร้ำงแผ่นบำง โดยลักษณะของโครงสร้ำงถูกพิจำรณำว่ำเป็น
โครงสร้ำงแบบแซนด์วิช ท ำจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน ซ่ึงได้กล่ำวไว้ก่อนหน้ำนี้ในบทที่ 4 ดังประกอบไปด้วย
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ชั้นของแผ่นประกบบนและล่ำง ที่ถูกสร้ำงขึ้นมำจำกวัสดุเชิงฟังก์ชันและชั้นแกนกลำง (Core) ถูกสร้ำง
ขึ้นมำจำกวัสดุประเภทเนื้อเดียว ตำมล ำดับ ซึ่งแสดงโครงสร้ำงตำมพิกัดอ้ำงอิงตำมรูปที่ 6.5 โดยมี
ควำมยำวเท่ำกับ a  ควำมกว้ำง b  และควำมหนำ h  ตำมทิศทำงในแนวแกน x , y  และ z  
ตำมล ำดับ จุดก ำเนิดของระบบพิกัดฉำก ( , , )O x y z  จะอยู่ ณ ต ำแหน่งกึ่งกลำงของแผ่นบำง ดัง
แสดงในรูปที่ 6.5ก และจะอยู่ภำยใต้แรงกระท ำแบบเคลื่อนที่ ( )iP t  โดยเคลื่อนที่ไปตำมแนวแกน x  
ด้วยควำมเร็วคงที่ 

pv โดยระยะห่ำงระหว่ำงแรงที่กระท ำมีค่ำเท่ำกับ d  แสดงดังรูปที่ 6.5ข เมื่อ
พิจำรณำถึงต ำแหน่งของแรงใด ๆ บนแผ่นบำง จะสำมำรถหำได้โดยใช้ควำมสัมพันธ์ดังต่อไปนี้

[ ( 1) ]pi px v t i d     

 
(ก) 

 
(ข) 

 
(ค) 

รูปที่ 6.5 โครงสร้ำงแผ่นบำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชันอยู่ภำยใต้แรงกระท ำแบบเคลื่อนที่ 
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จำกท่ีกล่ำวมำในหัวข้อโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิช โครงสร้ำงแผ่นบำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุ
เชิงฟังก์ชันก็เช่นเดียวกันนั้นคือจะประกอบไปด้วย 2 ส่วนหลัก ส่วนของชั้นแกนกลำง (Core layer) 
และส่วนของชั้นประกบบนและล่ำง (Face sheet layer) โดยแบ่งออกเป็น 2 ประเภท คือ ชั้น
แกนกลำงอ่อนและชั้นแกนกลำงแข็ง แสดงดังรูปที่ 6.5ค ซึ่งค่ำคุณสมบัติวัสดุประสิทธิผล (effective 
material properties) ของวัสดุแต่ละชั้นของโครงสร้ำงแผ่นบำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
สำมำรถหำได้ดังต่อสมกำรต่อไปนี้ 

 
( ) ( )( ) ( )i i

b t b tE E E V z E    (6.35) 
  

( ) ( )( ) ( )i i

b t b tV z     
 

(6.36) 
 

โดยที่ E  และ   คือ ค่ำมอดูลัสของควำมยืดหยุ่นและค่ำควำมหนำแน่นวัสดุของวัสดุ 
ส่วนตัวห้อย t และ b  แสดงถึงคุณสมบัติของวัสดุ ณ ต ำแหน่งผิวด้ำนนอกและผิวด้ำนแกนกลำงของ
วัสดุ ตำมล ำดับ bV  คือสัดส่วนปริมำตรของวัสดุ สำมำรถได้ดังต่อไปนี้ 

 

(1) 0
0 1

1 0

( ) [ , ]

n

b

z h
V z z h h

h h

 
  

 
  

(2)

1 2( ) 1 [ , ]bV z z h h 
 

(6.37) 
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ค่ำของ n  คือ ดัชนีสัดส่วนปริมำตรของวัสดุ ซึ่งจะแสดงถึงกำรเปลี่ยนแปลงของวัสดุตำม

ควำมหนำของแผ่นบำง โดยที่อัตรำส่วนควำมหนำแต่ละชั้น จะถูกนิยำมโดยสัญลักษณ์ตัวเลข 3 หลัก 
เช่น 1-1-1 หมำยควำมว่ำ 0h  = - h /2, 1h  = - h /6, 2h  = h /6 และ 3h  = h /2 เป็นต้น 

พิจำรณำโครงสร้ำงแผ่นบำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน บนพ้ืนฐำนทฤษฎีกำรเปลี่ยน
รูปเฉือนล ำดับที่หนึ่ง ระยะกำรกระจัดในแนวแกน x , y  และ z  สำมำรถแสดงอยู่ในรูปฟังก์ชัน 

( , , , )u x y z t , ( , , , )v x y z t  และ ( , , , )w x y z t ตำมล ำดับ ดังนี้ 
 

0( , , , ) ( , , ) ( , , )xu x y z t u x y t z x y t   (6.38) 
 

0( , , , ) ( , , ) ( , , )yv x y z t v x y t z x y t   (6.39) 
 

0( , , , ) ( , , )w x y z t w x y t
 

(6.40) 
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โดยที่ 0u , 0v  และ 0w  คือระยะกำรกระจัด ณ ต ำแหน่งระนำบกึ่งกลำงหรือที่แกน z  เท่ำกับศูนย์ 
ส่วนตัวแปร x และ y  คือมุมระนำบตัดขวำงรอบแกน y  และแกน x  ตำมล ำดับ ส่วนตัวแปร t  
คือเวลำ ดังนั้นอำศัยควำมสัมพันธ์ระหว่ำงระยะกำรกระจัด ควำมเครียดตั้งฉำก (normal strain,

,xx yy  ) และควำมเครียดเฉือน (shear strain, , ,xy yz xz   ) ซึ่งได้กล่ำวมำแล้วก่อนหน้ำนี้ จะได้ 
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 (6.41) 
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 (6.42) 

 
ดังนั้นอำศัยควำมสัมพันธ์ระหว่ำงควำมเค้นและควำมเครียดตำมกฏของฮุคจะได้ 
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 (6.43) 

 
โดยที่ ( )i และ ( )i  แสดงถึงควำมเค้นตั้งฉำกและควำมเค้นเฉือนของแผ่นบำงแบบแซนด์วิช ณ 
ต ำแหน่งชั้นใด ๆ ( i =1, 2, 3) ตำมล ำดับ ส่วนสมำชิก Q  ณ ต ำแหน่งใด ๆ ในเมทริกซ์สำมำรถหำได้
ดังนี้ 
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พำรำมิเตอร์  คือค่ำสัมประสิทธิ์แรงเฉือน (shear correction factor) ก็จะมีค่ำเหมือนกับ
โครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งอธิบำยไว้ก่อนหน้ำนี้ 
 

6.2.1 พลังงำนควำมเครียดส ำหรับโครงสร้ำงแผ่นบำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน  
ดังได้กล่ำวไว้ในหัวข้อก่อนหน้ำนี้ว่ำวิธีกำรหำผลเฉลยของปัญหำจะประยุกต์ใช้หลักกำร

พลังงำน (energy principle) โดยกำรสมมุติฟังก์ชันระยะกำรกระจัด โดยที่พลังงำนดังกล่ำวหำได้จำก

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ควำมเค้น ควำมเครียด ระยะกำรกระจัดและกำรเปลี่ยนรูปโครงสร้ำงแผ่นบำง โดยที่ค่ำพลังงำน
ควำมเครียด ของแผ่นบำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน สำมำรถเขียนอยู่ในรูป 
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จำกควำมสัมพันธ์ในสมกำรที่ 6.43 แทนลงในสมกำรที่ 6.45 ดังนั้น จะได้ 
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(6.46) 

 
ส ำหรับพำรำมิเตอร์ต่ำงๆ ในสมกำรที่ 6.46 จะเกี่ยวข้องกับควำมแข็งเกร็ง (stiffness) ของวัสดุในด้ำน
ต่ำง ๆ โดยสำมำรถอธิบำยควำมหมำยได้ดังต่อไปนี้ 

ijA  คือ ค่ำสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับควำมแข็งเกร็งต้ำนกำรดึง (Extensional stiffness) ที่
เกี่ยวข้องกับแนวแกน x และแกน y เมื่อ i , j = 1, 2 

ijB  คือ ค่ ำสัมประสิทธิ์ เกี่ ยวกับควำมแข็ง เกร็ งต้ ำนกำรดึ งและกำรดัดแบบผสม 
(Extensional-bending stiffness) เกี่ยวข้องกับแนวแกน x และแกน y เมื่อ i , j = 1, 2 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 
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ijD คือ ค่ำสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับควำมแข็งเกร็งต้ำนกำรดัด (bending stiffness) ที่เกี่ยวข้อง
กับแนวแกน x  และแกน y เมื่อ i , j = 1, 2 

, ,ij ij ijA B D คือ ค่ำสัมประสิทธิ์เกี่ยวกับควำมแข็งเกร็งต้ำนกำรเฉือน (Shear stiffness) เมื่อ 
i , j  = 4, 5, 6 ซ่ึงแสดงได้ดังนี้ 
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 6.2.2 พลังงำนจลน์ส ำหรับโครงสร้ำงแผ่นบำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน  
 นอกจำกพลังงำนควำมเครียดแล้วโครงสร้ำงแผ่นบำงที่มีกำรเคลื่อนที่หรือมีกำรสั่นสะเทือน
จะมีพลังงำนจลน์ (kinetic energy) สำมำรถแสดงได้ดังสมกำรต่อไปนี้ 
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 (6.48) 

 
โดยที่ 0I , 1I และ 2I คือค่ำสัมประสิทธิ์ควำมเฉื่อยแสดงได้ดังต่อไปนี้ 
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 6.2.3  งำนจำกแรงกกระภำยนอกส ำหรับโครงสร้ำงแผ่นบำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิง
ฟังก์ชัน  

เพ่ือที่จะประยุกต์ใช้กับสมกำรลำกรำงจ์ พิจำรณำงำนที่เกิดจำกแรงกระท ำภำยนอกแบบ
เคลื่อนที่ตั้งแต่แรงกระท ำแค่หนึ่งแรงหรือมำกกว่ำหนึ่งแรง ซึ่งสำมำรถเขียนได้ดังสมกำรต่อไปนี้ 
กรณีแรงกระท ำแบบเคลื่อนที่ 1 แรงบนแผ่นบำง  
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 (6.50) 

 
กรณีแรงกระท ำแบบเคลื่อนที่ 2 แรงบนแผ่นบำง 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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 (6.51) 

 
กรณีแรงกระท ำแบบเคลื่อนที่ 3 แรงบนแผ่นบำง (P1, P2 และ P3) 
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(6.52) 

 
ส่วนค่ำ 1P , 2P  และ 3P  กรณีเคลื่อนที่แบบแบบฮำร์โมนิก สำมำรถแสดงได้ดังนี้ 
 

1 0 1 1( ) sin( )P t P t       (6.53) 
 

2 0 2 2( ) sin( )P t P t       (6.54) 
 

3 0 3 3( ) sin( )P t P t       (6.55) 
 
เมื่อค่ำ 0P  คือ ขนำดแรงในหน่วยนิวตัน 

i  คือ ควำมถี่ของแรงที่กระท ำในหน่วยเรเดียนต่อวินำที 

i  คือ มุมเฟสในหน่วยเรเดียน 
d  คือ ระยะทำงระหว่ำงแรงที่กระท ำแบบเคลื่อนที่ในหน่วยเมตร 

ดังนั้นจำกพลังงำนที่กล่ำวมำทั้งหมดข้ำงต้น ทั้งพลังงำนควำมเครียด พลังงำนจลน์ และงำนที่เกิดจำก
แรงกระท ำภำยนอก จะสำมำรถเขียนอยู่ในรูปพลังงำนศักย์รวม ได้ดังนี้ 
 

s k exU U U     (6.56) 
 
 
 เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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 6.2.4 วิธีกำรหำผลเฉลยส ำหรับโครงสร้ำงแผ่นบำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน  
 เพ่ือที่จะหำค่ำผลตอบสนองทำงด้ำนพลวัตของแผ่นบำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน ใน
หัวข้อนี้จะใช้ระเบียบวิธีของริทต์ซึ่งใช้หลักกำรเหมือนกันกับโครงสร้ำงแบบคำนที่พิจำรณำก่อนหน้ำนี้ 
โดยกำรสมมุติฟังก์ชันระยะกำรกระจัดให้ถูกต้องทั้งด้ำน x  และด้ำน y  นั้นคือ ( , , )ou x y t , 

( , , )ov x y t , ( , , )ow x y t , ( , , )x x y t และ ( , , )y x y t  ให้อยู่ในรูปพิกัดทั่วไปที่ขึ้นอยู่กับเวลำ (time-
dependent generalized coordinates) และฟังก์ชันรูปร่ำง (shape function) ในรูปแบบของ
ฟังก์ชันพหุนำมที่สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขต โดยรูปแบบของฟังก์ชันพหุนำมที่เลือกใช้ในหัวข้อนี้คือ 
ฟังก์ชันพหุนำมแบบแกรมชมิดต์ (Gram-Schmidt polynomial) จำกนั้นใช้วิธีกำรของลำกรำงจ์ใน
กำรหำสมกำรกำรเคลื่อนที ่และใช้วิธีกำรของนิวมำร์ค ในกำรหำผลตอบสนองทำงด้ำนพลวัตของแผ่น
บำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชันต่อไป 

ดังนั้นฟังก์ชันระยะกำรกระจัดของแผ่นบำงสำมำรถแสดงอยู่ในรูปทั่วไปได้ดังนี้ 
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โดยที่ ( )iN x , 1,2,3...i m , ( )yN y , 1,2,3...j n  และ , , , ,x yu v w    คือ

ฟังชันก์รูปร่ำง (Shape function) ตำมแนวแกนใดๆ ในท ำนองเดียวกันฟังชันก์รูปร่ำงเหล่ำนี้ จะอยู่
ในรูปแบบของฟังก์ชันพหุนำมแบบแกรมชมิดต์ โดยสำมำรถสร้ำงได้ตำมหลักกำรที่กล่ำวไว้ในบทที่ 4 
ส่วนค่ำ ,ijU ( ),ijV t ( )ijW t , ( )ijX t และ ( )ijY t  คือพิกัดทั่วไปที่ขึ้นอยู่กับเวลำซึ่งไม่ทรำบค่ำและ
จ ำเป็นต้องหำ โดยฟังก์ชันรูปร่ำงของแผ่นบำงต้องสอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตต่ำง ๆ ที่ก ำหนดขึ้น 
ในงำนวิทยำนิพนธ์ฉบับนี้แผ่นบำงจะมีจุดอ้ำงอิงตรงกลำงแผ่น โดยแต่ละด้ำนของแผ่นบำงประกอบไป
ด้วยเงื่อนไขขอบเขตต่ำงๆ 3 แบบ คือ เงื่อนไขขอบเขตที่มีด้ำนรองรับแบบง่ำย (Simply supported 
boundary condition) แทนด้วยอักษรด้วย S ต่อมำเงื่อนไขขอบเขตที่มีด้ำนถูกยึดแน่น Clamped 
boundary condition) แทนด้วยอักษร C และสุดท้ำยเงื่อนไขที่มีด้ำนปล่อยอิสระ (Free boundary 
condition) แทนด้วยอักษร F โดยมีรำยรำยละเอียดเงื่อนไขขอบเขตแบบต่ำง ๆดังแสดงในตำรำงที่ 
6.3 
 
 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



130 

 
 

 
ตำรำงท่ี 6.3 เงื่อนไขขอบเขตแบบต่ำงๆ ของโครงสร้ำงแผ่นบำงทั้ง 4 ด้ำน 
เงื่อนไขขอบเขต 

(B.C.) 
ค ำอธิบำย 

Simply 
supported(S) 

ov = ow =
y = 0 ที่ x  = -0.5 a  และ +0.5 a  

ou = ow =
x = 0 ที่ y  = -0.5b  และ +0.5b  

Clamped (C) 
ou = ov = ow =

x =
y = 0 ที่ x  = -0.5 a  และ +0.5 a  

ou = ov = ow =
x =

y = 0 ที่ y  = -0.5b  และ +0.5b  

Free (F) 
ou = ov = ow =

x =
y   0 ที่ x  = -0.5 a  และ +0.5 a  

ou = ov = ow =
x =

y   0 ที่ y  = -0.5b  และ +0.5b  
 
 ส ำหรับเงื่อนไขขอบเขตของโครงสร้ำงแผ่นบำงจะประกอบด้วย 4 เงื่อนไขหรือ 4 ด้ำนของ
แผ่นบำง นั้นคือที่ x  = -0.5 a , x  = +0.5 a , y  = -0.5b  และที่ y  = +0.5b  และจะใช้อักษร
ภำษำอังกฤษ 4 ตัวเพ่ือระบุเงื่อนไขขอบเขตของแผ่นบำงทั้ง 4 ด้ำน โดยก ำหนดให้หมุนทวนเข็ม
นำฬิกำเริ่มจำกด้ำน x  = -0.5 a  จนถึงด้ำน y  = +0.5b  ยกตัวอย่ำงเช่น SSSS หมำยถึงเงือนไข
ขอบเขตทั้ง 4 ด้ำนเป็นแบบรองรับอย่ำงง่ำย เป็นต้น ดังแสดงตัวอย่ำงดังรูปที่ 6.6 
 

  
(ก) SSSS (ข) CCCC 

  
(ค) CFFF (ง) CSSS 

รูปที่ 6.6 แสดงตัวอย่ำงเงือนไขขอบเขตของโครงสร้ำงแผ่นบำงทั้ง 4 ด้ำน 
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b
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y=-0.5b
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F

F

F
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CFFF

x

y

a

b

x=-0.5a x=+0.5a

y=-0.5b
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S

S

S

C

CSSS

x

y

a

b

x=-0.5a x=+0.5a
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 จำกที่กล่ำวไว้ก่อนหน้ำนี้ฟังก์ชันรูปร่ำงจะอยู่ในรูปแบบของฟังก์ชันพหุนำมแบบแกรมชมิดต์ 
โดยสำมำรถสร้ำงแต่ละพจน์ได้ตำมหลักกำรที่กล่ำวไว้ในบทที่ 4 โดยกำรก ำหนดฟังก์ชันรูปร่ำงพจน์
แรก (

1 ( )N x หรือ 
1 ( )N y  ) ขึ้นมำก่อนโดยให้สอดคล้องกับเงือนไขขอบเขตที่ก ำหนด แล้วใช้วิธีกำร

ของแกรมชมิดต์เพ่ือที่จะหำจ ำนวนพจน์ต่อ ๆ ไป ซึ่งจ ำนวนพจน์ที่เหมำะสมจะศึกษำในช่วงของกำรลู่
เข้ำของค ำตอบต่อไป (Convergence study) ตำรำงที่ 6.4 แสดงกำรก ำหนดพจน์แรกของแผ่นบำง
โดยใช้เงื่อนไขขอบเขตแบบ SSSS และ CCCC 
 
ตำรำงท่ี 6.4 แสดงกำรก ำหนดพจน์แรก (ฟังก์ชันรูปร่ำง) ของโครงสร้ำงแผ่นบำง 

B.C.  SSSS CCCC 

1 ( )uN x  1 (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a  

1 ( )uN y  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b  

1 ( )vN x  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a  

1 ( )vN y  1
 

(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b

 
1 ( )wN x  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a

 
(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a

 
1 ( )wN y  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b

 
(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b

 
1 ( )xN x
  1

 
(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a

 
1 ( )xN y
  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b

 
(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b

 
1 ( )yN x
  (0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a

 
(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))x a x a

 
1 ( )yN y
  1

 
(0.5 ( / ))(0.5- ( / ))y b y b

 
 

ส ำหรับกรณีกำรรองรับแบบอ่ืน ๆ เช่น CSSS ก็สำมำรถท ำได้ในรูปแบบเดียวกันหรือใช้
หลักกำรเดียวกันกับที่แสดงในตัวอย่ำงในตำรำงที่ 6.4 แต่ต้องพิจำรณำเงื่อนไขขอบเขตให้สอดคล้อง
กับกำรกำรรองรับที่ต้องกำร ดังนั้นพจน์แรกคือพจน์ที่ส ำคัญในกำรก ำหนดเงื่อนไขขอบเขต หำกสมมุติ
พจน์แรกผิดพลำด พจน์อื่น ๆ ที่สร้ำงขึ้นด้วยวิธีกำรของแกรมชมิดต์จะมีควำมสัมพันธ์กับพจน์แรกก็จะ
พลำดไปด้วย 

จำกฟังก์ชันระยะกระจัดที่สมมุติขึ้นก่อนหน้ำนี้ ซึ่งจะอยู่ในรูปแบบของฟังก์ชันพหุนำมแบบ
แกรมชมิดต์ จำกนั้นน ำไปแทนลงในสมกำรพลังงำนรวม (สมกำรที่ 6.56) น ำพลังงำนรวมแทนค่ำลงใน
สมกำรลำกรำงจ์ เพ่ือหำสมกำรเคลื่อนที่ของแผ่นบำง ตำมควำมสัมพันธ์ต่อไปนี้ 
 

0
ij ij

d

q dt q

 
 

 
 (6.58) 
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โดยที่ 
ijq  คือพิกัดท่ัวไปที่ขึ้นอยู่กับเวลำซึ่งไม่ทรำบค่ำ ( ( ), ( ), ( ), ( )ij ij ij ijU t V t W t X t ) ซึ่งจะได้สมกำร

กำรเคลื่อนที่ของแผ่นบำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชัน ดังนี้ 
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 (6.59) 

 
โดยที่ K  คือ เมทริกซ์ท่ีเกี่ยวข้องกับควำมแข็งเกร็ง (Stiffness matrix) 

M  คือ เมทริกซท์ี่เก่ียวข้องกับมวล (Mass matrix) 
F  คือ เวกเตอร์ของแรงภำยนอกแบบพลวัตใดๆ (Force vector) 

รำยละเอียดของสมำชิกในแต่ละเมทริกซ์และเวกเตอร์สำมำรถได้ดังต่อไปนี้ 
รำยละเอียดของเมทริกซ์ K   
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   (6.60) 
 01 00

55
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ijmn im jnK A P Q
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22 44 66
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รำยละเอียดของกำรอินทิเกรตฟังก์ชันรูปร่ำง rs

imP และ rs

jnQ  สำมำรถดูได้จำกภำคผนวก ก 
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รำยละเอียดของเมทริกซ์ M  
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0
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      
 
รำยละเอียดของเวกเตอร์ F  กรณี 3 แรง 
 

1 1( ) ( ) (0)ij i p jF P t N x N   1if 0
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d
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1 1 2 2( ) ( ) (0) ( ) ( ) (0)ij i p j i p jF P t N x N P t N x N    1 2

2
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d
t t t

v
    

1 1 2 2
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
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p

L
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v
    (6.62) 

2 2 3 3( ) ( ) (0) ( ) ( ) (0)ij i p j i p jF P t N x N P t N x N    
3 3 1if t t t t    

3 3( ) ( ) (0)ij i p jF P t N x N   
3 1 3 2if t t t t t     

 
จำกสมกำรที่ 6.59 กำรวิเครำะห์สั่นสะเทือนแบบบังคับของแผ่นบำงภำยใต้แรงกระท ำแบบเคลื่อนที่
สำมำรถหำระยะเคลื่อนที่ ควำมเร็ว อัตรำเร่งของแผ่นบำงที่ต ำแหน่งที่สนใจ ณ เวลำใด ๆ ที่สอดคล้อง
กับแรงที่กระท ำบนแผ่นบำงโดยใช้วิธีกำรของนิวมำร์ค 

ส ำหรับกรณีวิเครำะห์กำรสั่นสะเทือนแบบอิสระของแผ่นบำง เวกเตอร์ของแรงภำยนอกไม่
จ ำเป็นต้องน ำมำพิจำรณำและสมมุติให้กำรสั่นสะเทือนมีพฤติกรรมกำรเคลื่อนที่แบบฮำร์โมนิก ดังนั้น
ค่ำสัมประสิทธิ์ที่ไม่ทรำบค่ำ สำมำรถแสดงดังรูปแบบต่อไปนี้ 
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( )
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i t

ijij
i t

ijij
i t

ij ij
i t

ij ij
i t

ij ij

U eU t
V eV t

W t W e

X t X e
Y t Y e











  
  
      
  
     

 (6.63) 

 
โดยที่ i  = 1,2,3… m  และ j  = 1,2,3… n  
โดยที่   คือควำมถี่ธรรมชำติของแผ่นบำง เมื่อน ำสมกำรที่ 6.63 แทนลงในสมกำรที่ 6.59 และ
ก ำหนดให้เวกเตอร์ F เท่ำกับศูนย์ ผลลัพธ์จะได้สมกำรเจำะจง (eigenvalue equation) ของปัญหำ
กำรสั่นสะเทือนแบบอิสระของแผ่นบำง ดังแสดงต่อไปนี้ 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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0

 
 
 
 
 
 
  

 (6.64) 

 
กำรแก้ปัญหำหำสมกำรที่ 6.34 เพ่ือหำค่ำเจำะจง (Eigen value) ซึ่งก็คือค่ำที่ต้องกำรทรำบในกรณีนี้
คือค่ำควำมถ่ีธรรมชำติของแผ่นบำงซึ่งผลลัพธ์ที่ได้จะแสดงบทถัดไป 
 
6.3 แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์โครงสร้ำงคำนและแผ่นบำงแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิง
ฟังก์ชันบนพื้นฐำนทฤษฎกีำรเปลี่ยนรูปเฉือนล ำดับที่สำม  

พิจำรณำโครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชันภำยใต้แรงกระท ำแบบเคลื่อนที่ 
แสดงดังรูป 6.7 ซึ่งในหัวข้อนี้จะอยู่บนพ้ืนฐำนทฤษฎีกำรเปลี่ยนรูปเฉือนล ำดับที่สำมและกำรหำ
สมกำรควบคุมหรือสมกำรเคลื่อนที่ได้กล่ำวไว้อย่ำงละเอียดในบทที่ 5 ดังนั้นในหัวนี้จะขออธิบำยแบบ
สรุปที่ส ำคัญเท่ำนั้น 

 

 
รูปที่ 6.7 โครงสร้ำงคำนแบบแซนด์วิชจำกวัสดุเชิงฟังก์ชันภำยใต้แรงกระท ำแบบเคลื่อนที่ 

 
จำกที่กล่ำวมำแล้วว่ำแก้ปัญหำหรือกำรหำผลเฉลยจะใช้หลักกำรพลังงำนรวมในที่นี้คือพลังงำนภำยใน
หรือพลังงำนควำมเครียด พลังงำนจลน์และพลังจำกแรงภำยนอก โดยที่พลังงำนควำมเครียดจะอยู่ใน

z

x

P(t)

L

vp

-L/2 L/2

FGMs

FGMs

Homogeneous

xp

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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รูปควำมเค้นและควำมเครียด ซึ่งสำมำรถหำได้จำกระยะกระจัด โดยที่ ระยะกำรกระจัดของคำนตำม
แกน x  ถูกแทนด้วย u  และระยะกำรกระจัดตำมแกน z  แทนด้วย w  ซึ่งสำมำรถแสดงได้ดังสมกำร
ต่อไปนี้ 
 

3 0
0 2

4
( , , ) ( , ) ( , )

3

w
u x z t u x t z x t z

h x
 

 
    

 
 (6.65) 

 
0( , , ) ( , )w x z t w x t

 
(6.66) 

 
โดยพลังงำนควำมเครียดสำมำรถหำได้ดังนี้ 
 

/2 /2

/2 /2

( )
2

L h

s xx xx xz xz

L h

b
U dzdx   

 

    (6.67) 

 
โดยที่ควำมเครียดและเครียดเฉือนหำได้จำกสมกำรดังนี้ 
 

xx

xz

u

x

u w

z x









 
 
 

 (6.68) 

 
ส่วนค่ำควำมเค้นและควำมเค้นเฉือนหำได้โดย 
 

( )

( )
( )

2(1 )

xx xx

xz xz xz

E z

E z
G z

 

  




 


 (6.69) 

 
ดังนั้นเมื่อน ำสมกำรที่ 6.68 – 6.69 แทนลงในสมกำรที่ 6.67 จะได้พลังงำนควำมเครียดซึ่งแสดงได้ดัง
สมกำรต่อไปนี้ 
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 
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 (6.70) 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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โดยที่ค่ำสัมประสิทธิ์ต่ำง ๆ สำมำรถหำได้ดังนี้ 
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 (6.71) 

 
พิจำรณำพลังงำนจลน์ 
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b u w
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

 
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   (6.72) 

 
เมื่อน ำสมกำรที่ 6.68 – 6.69 แทนลงในสมกำรที่ 6.72 จะได้ 
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 (6.73) 

 
โดยที่ 0 1 2 3 4, , , ,I I I I I  และ 6I  สำมำรถหำได้ดังนี้ 
 

1

3
( ) 2 3 4 6

0 1 2 3 4 6
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h
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   (6.74) 

 
พิจำรณำพลังงำนจำกแรงภำยนอก (แรงที่เคลื่อนที่) 
 

/2

0 0

/2

( ) ( , )

L

EX p

L

U P x x w x t dx


    (6.75) 

 
ดังนั้นผลรวมพลังงำนสำมำรถเขียนได้ดังนี้ 
 

s k EXU U U     (6.75) เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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ขั้นตอนในแก้ปัญหำต่อมำคือใช้ระเบียบวิธีกำรของริทต์ โดยกำรสมมุติฟังก์ชันใด ๆ ทำงคณิตศำสตร์ที่
สอดคล้องกับปัญหำเงื่อนไขขอบเขตดังต่อไปนี้ 
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 (6.76) 

 
เมื่อ ( ), ( )j jA t B t และ ( )jC t  คือสัมประสิทธิ์ที่ต้องหำ ส่วน ( ), ( )u w

j jx x   และ ( )j x  คือ
ฟังก์ชันรูปร่ำงของระยะกระจัดซึ่งจะสอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตดังแสดงในตำรำงที่ 6.5 
 
ตำรำงท่ี 6.5 เงื่อนไขขอบเขตแบบต่ำง ๆของคำนบนพื้นฐำนทฤษฎีกำรเปลี่ยนรูปเฉือนล ำดับที่สำม 
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ดังนั้นฟังก์ชันรูปร่ำงที่จะสอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตข้ำงต้นแสดงได้ดังนี้  
 
ตำรำงท่ี 6.6 ฟังก์ชันรูปร่ำงของโครงสร้ำงคำนที่สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตแบบต่ำง ๆ 
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จำกระเบียบวิธีกำรของริทต์โดยกำรสมมุติสมมุติฟังก์ชันที่สอดคล้องกับปัญหำเงื่อนไขขอบเขต 
(สมกำรที่ 6.76) เมื่อน ำกลับไปแทนในสมกำรพลังงำนรวม จำกนั้นน ำไปประยุกต์ใช้สมกำรลำกรำงจ์ 
เพ่ือหำสมกำรเคลื่อนที่ของระบบ ดังแสดงต่อไปนี้ 
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 

 
 (6.77) 

 
โดยที่ 

jq  สำมำรถแสดงได้ดังนี้ 

j jq A      เมื่อ j  = 1, 2, …., N  

j jq B      เมื่อ j  = N +1, 2, …., 2 N  

j jq C      เมื่อ j  = 2 N +1, 2, …., 3 N  
(6.78) 

 
ซึ่งผลลัพธ์ที่ได้จำกสมกำรที่ 6.77 คือสมกำรเคลื่อนที่ของระบบ ดังแสดงได้ดังนี้ 
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 (6.79) 

 
ส ำหรับกรณีวิเครำะห์กำรสั่นสะเทือนของคำนแบบอิสระจะก ำหนดให้ 
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 (6. 80) 

 
เมื่อน ำสมกำรที่ 6.80 แทนลงในสมกำรท่ี 6.79 ก็จะได้ระบบสมกำรสั่นสะเทือนแบบอิสระ คือ 
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 (6.81) 

 
โดยที่   คือควำมถี่ธรรมชำติของคำน ส ำหรับรำยละเอียดของสมำชิกในแต่ละเมทริกซ์และเวกเตอร์
และวิธีกำรปัญหำได้กล่ำวไว้อย่ำงละเอียดในบทที่ 5  
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บทท่ี 7 

ผลเฉลยทางคณิตศาสตร์และการวิเคราะห์ผล 
 

จากวัตถุประสงค์ของการศึกษาในงานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ที่มุ่งเน้นศึกษาและวิเคราะห์เชิง
ตัวเลขของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่เกี่ยวข้องกับปัญหาการสั่นสะเทือนของโครงสร้างแบบ
แซนด์วิช (Sandwich structures) ที่สร้างมาจากวัสดุผสมแบบวัสดุเชิงฟังก์ชัน (Functionally 
Graded Materials, FGMs) ทั้งโครงสร้างคานและโครงสร้างแผ่นบางซึ่งอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบ
เคลื่อนที่ซึ่งอยู่บนพ้ืนฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่ง (First order shear deformation 
theory, FSDT) และทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนอันดับที่สาม (third order shear deformation 
theory, TSDT)  

7.1 ผลเฉลยทางคณิตศาสตร์โครงสรา้งคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังกช์ันบน
พื้นฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่ง 

 ในหัวข้อนี้จะน าเสนอและวิเคราะห์ผลลัพธ์ของการสั่นสะเทือนทั้งแบบอิสระและแบบบังคับ
ของโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งท ามาจากวัสดุผสมระหว่างอะลูมิน่า (Al2O3) 
และอะลูมิเนียม (Al) โดยเฟสที่เป็นเซรามิกแทนด้วยอะลูมิน่าและเฟสโลหะแทนด้วยอะลูมิเนียมโดยมี
คุณสมบัติดังนี้ 
 
ตารางท่ี 7.1 คุณสมบัติโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน[22] 
คุณสมบัติ เฟสเซรามิก เฟสโลหะ 
ค่ามอดูลัสของความยืดหยุ่น ( E ) cE  = 380 GPa mE  = 70 GPa 
ค่าความหนาแน่น(   ) c = 3960 kg/m3 m = 2702 kg/m3 
อัตราส่วนปัวซง (  ) c = 0.3 m = 0.3 
 
 จากที่กล่าวข้างต้นว่าโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันนั้นแบ่งออกเป็น 2 
ประเภท คือ ชั้นแกนกลางอ่อน (soft core) และชั้นแกนกลางแข็ง (hard core) ดังนั้นในกรณีที่
โครงสร้างคานมีชั้นแกนกลางอ่อนจะก าหนดให้ b cE E , b c   t mE E และ t m  และ
กรณีที่ต้องการให้โครงสร้างคานมีชั้นแกนกลางแข็งจะก าหนดให้ b mE E , b m   t cE E และ 

t c   
 ในการศึกษานี้ก าหนดให้ความกว้าง (b ) และความสูง ( h ) ของคานเท่ากับ 0.5 และ 1.0 
เมตร ตามล าดับ โดยการวิเคราะห์จะแบ่งออกเป็น 2 ส่วน คือ การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบ
อิสระและการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบบังคับ ในกรณีของการสั่นสะเทือนแบบอิสระ ค่าความถี่
ธรรมชาติของโครงสร้างคานจะถูกน าเสนอในรูปแบบหน่วยไร้มิต ิดังนี้ 
 

2

m

m

L

h E


   (7.1) 
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7.1.1 ผลเฉลยการสั่นสะเทือนแบบอิสระ 
ก่อนการจ าลองการสั่นสะเทือนของโครงสร้างสิ่งส าคัญอันดับแรกคือศึกษาการลู่เข้า

(Convergence study) ของความถี่ธรรมชาติและการตรวจสอบความถูกต้อง จากตารางที่ 7.2 เป็น
การศึกษาการลู่เข้าของโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน แบบชั้นแกนกลางแข็งและ
อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นที่ใช้คือ 1-1-1 สังเกตเห็นว่าความถูกต้องของความถี่ธรรมชาติไร้มิติ 3 
โหมดแรกจะเพ่ิมขึ้นหากจ านวนพจน์ ( N ) ของฟังก์ชันพหุนามเพ่ิมขึ้น และจะลู่เข้าเมื่อจ านวน N  
เท่ากับ 10 ดังนั้นในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จะเลือกใช้ N = 10 พจน์ ส าหรับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิช
จากวัสดุเชิงฟังก์ชันบนพื้นฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งทั้งหมด การทราบจ านวนพจน์ใน
ฟังก์ชันพหุนามที่ใช้จะเป็นประโยชน์ต่อผลเฉลยท าให้มีความถูกต้องลดความผิดพลาดและลดการใช้
ทรัพยากรที่ไม่จ าเป็น รวมทั้งสามารถลดเวลาในการค านวณ จากขั้นตอนของการศึกษาการลู่เข้าของ
ความถี่ธรรมชาติไร้มิตินั้น เพ่ือความถูกต้องจึงได้ท าการเปรียบเทียบกับผลเฉลยกับงานวิจัยที่ผ่านมา 
โดยการก าหนดเงื่อนไขขอบเขตดังนี้ คือ H-H, C-C และ C-H ซึ่งผลลัพธ์ที่ได้นั้นมีความสอดคล้องกัน
เป็นที่ยอมรับได ้ 
 
ตารางท่ี 7.2 ผลการศึกษาการลู่เข้าของความถี่ธรรมชาติส าหรับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุ
เชิงฟังก์ชัน ที่เงื่อนไขขอบเขตต่าง ๆ ( /L h  =20) 
  n = 0.5  n  = 5.0 
B.C. N  1

~  2
~  3

~   1
~  2

~  3
~  

H-H 4 4.5333 22.6918 57.8540  3.1111 15.6477 40.2473 
 6 4.5320 18.0237 40.3973  3.1102 12.4038 27.9275 
 8 4.5320 17.9495 39.7571  3.1102 12.3524 27.4790 
 9 4.5320 17.9492 39.7571  3.1102 12.3522 27.4790 
 10 4.5320 17.9492 39.7571  3.1102 12.3522 27.4790 
 Ref.[22] 4.5324 - -  3.1111 - - 
 Ref.[103] 4.5316 17.9436 39.7226  3.1101 12.3507 27.4651 
         

C-C 4 10.2026 28.0958 113.4970  7.0278 19.4596 98.5357 
 6 10.1734 27.5784 55.0180  7.0064 19.0917 38.4976 
 8 10.1733 27.5702 52.9340  7.0063 19.0858 36.8825 
 9 10.1733 27.5702 52.8762  7.0063 19.0858 36.8346 
 10 10.1733 27.5702 52.8759  7.0063 19.0858 36.8344 
         

C-H 4 7.0556 22.8653 77.0377  4.8497 15.7833 54.1573 
 6 7.0489 22.5459 47.3422  4.8450 15.5582 32.8640 
 8 7.0489 22.5401 46.1677  4.8450 15.5541 32.0305 
 9 7.0489 22.5401 46.1417  4.8450 15.5541 32.0119 
 10 7.0489 22.5401 46.1413  4.8450 15.5541 32.0116 
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และตารางที่ 7.3 ยังได้ท าการเปรียบเทียบความถูกต้องกับงานวิจัยก่อนหน้านี้ โดยใช้ค่าความถี่
ธรรมชาติไร้มิต ิ3 โหมดแรก ที่เงื่อนไขขอบเขตต่าง ๆ กันและอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นที่แตกต่าง
กัน ซึ่งผลลัพธ์ที่ได้นั้นก็มีความสอดคล้องกันเป็นที่ยอมรับได้ ยกเว้นกรณีเงื่อนไขขอบเขตแบบ C-H ไม่
มีงานวิจัยก่อนหน้านี้ให้เปรียบเทียบ ดังนั้นสามารถใช้เป็นฐานข้อมูลส าหรับงานวิจัยในอนาคตเพ่ือใช้
เปรียบเทียบในกรณีที่ผู้สนใจหรือนักวิจัยเกี่ยวกับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันได้ใน
ล าดับต่อไป 
 หลังจากแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชที่ได้น าเสนอในบทที่ 6 
ได้รับการตรวจสอบความถูกต้องแล้ว ล าดับถัดไปจะการศึกษาเพ่ิมเติมเกี่ยวกับความถี่ธรรมชาติไร้มิติ 
ดังแสดงในรูปที่ 7.1 ซึ่งแสดงความสัมพันธ์ระหว่างค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติในโหมดแรก ( 1 ) ดัชนี
สัดส่วนปริมาตรของวัสดุ ( n ) และอัตราส่วนความยาวต่อความสูงของคาน ( /L h ) ของโครงสร้าง
คานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันที่มีเงื่อนไขขอบเขตต่างกัน โดยโครงสร้างคานมีอัตราส่วนความ
หนาแต่ละชั้นเป็นแบบ 2-2-1 ชั้นแกนกลางแข็ง ผลลัพธ์แสดงให้เห็นว่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติของ
โครงสร้างคาน ซึ่งใช้เงื่อนไขแบบ C–C สูงกว่าแบบเงื่อนไข C–H และ H–H ตามล าดับ และจาก
รูปแสดงให้เห็นอีกว่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติจะลดลงเมื่อท าการเพ่ิมค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรส าหรับ
กรณีท่ีชั้นแกนกลางแข็ง เหตุผลหลักคือสัดส่วนของเฟสโลหะที่เพ่ิมข้ึนซึ่งจะท าให้คานอ่อนลง 
 
ตารางท่ี 7.3 การเปรียบเทียบค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิตสิ าหรับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุ
เชิงฟังก์ชัน ที่เงื่อนไขขอบเขตและอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นต่าง ๆ ( /L h  = 20) 
   n  = 0.5  n  = 5.0 
B.C. Mode Source 1-1-1 1-2-1 1-8-1  1-1-1 1-2-1 1-8-1 
H-H 1

~  Present 4.5320 4.6975 5.1066  3.1102 3.4913 4.5551 
  Ref.[6] 4.5316 4.6972 5.1064  3.1100 3.4912 4.5550 
 2

~  Present 17.9492 18.5983 20.1966  12.3522 13.8595 18.0411 
  Ref.[6] 17.9442 18.5946 20.1951  12.3509 13.8586 18.0407 
 3

~  Present 39.7478 41.1628 44.6271  27.4725 30.8021 39.9521 
  Ref.[6] 39.7319 41.1531 44.6288  27.4716 30.8037 39.9500 
          

C-C 1
~  Present 10.1733 10.5402 11.4431  7.0063 7.8598 10.2250 

  Ref.[6] 10.1695 10.5372 11.4417  7.0051 7.8589 10.2245 
 2

~  Present 27.5702 28.5462 30.9320  19.0858 21.3913 27.7106 
  Ref.[6] 27.5486 28.5296 30.9245  19.0795 21.3864 27.7079 
 3

~  Present 52.8759 54.7054 59.1415  36.8344 41.2379 53.1458 
  Ref.[6] 52.8656 54.7118 59.1783  36.8619 41.2742 53.1954 
          

C-H 1
~  Present 7.0489 7.3049 7.9364  4.8450 5.4372 7.0848 

  . - - -  - - - 

 2
~  Present 22.5401 23.3472 25.3280  15.5541 17.4433 22.6552 

  . - - -  - - - 

 3
~  Present 46.1413 47.7618 51.7108  32.0116 35.8662 46.3777 

   - - -  - - - 
เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



142 

 
 

 

 
รูปที่ 7.1 ค่าความถีธ่รรมชาติไร้มิติของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 

 

ตารางท่ี 7.4 การเปรียบเทียบค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิตสิ าหรับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิช
จากวัสดุเชิงฟังก์ชัน ภายใตฐ้านรองรับแบบยืดหยุ่น ( /L h  =20, n  =0.5) 
B.C. Source w  s  1-0-1 1-1-1 2-1-2 1-5-1 
H-H Present 0.0 0.0 0.4273 0.4487 0.4386 0.4921 
 Ref.[103]   0.4271 0.4486 0.4384 0.4920 
 Present 0.2 0.0 0.5780 0.5892 0.5834 0.6179 
 Ref.[103]   0.5779 0.5891 0.5833 0.6178 
 Present 0.2 0.2 1.3526 1.3363 1.3421 1.3268 
 Ref.[103]   1.3525 1.3363 1.3420 1.3267 
        

C-H Present 0.0 0.0 0.6568 0.6893 0.6739 0.7542 
 Ref.[103]   0.6559 0.6887 0.6732 0.7539 
 Present 0.2 0.0 0.7634 0.7879 0.7759 0.8416 
 Ref.[103]   0.7626 0.7874 0.7753 0.8414 
 Present 0.2 0.2 1.4915 1.4849 1.4862 1.4939 
 Ref.[103]   1.4906 1.4844 1.4855 1.4937 
        

C-C Present 0.0 0.0 0.9345 0.9801 0.9586 1.0696 
 Ref.[103]   0.9325 0.9787 0.9570 1.0690 
 Present 0.2 0.0 1.0123 1.0518 1.0329 1.1330 
 Ref.[103]   1.0104 1.0505 1.0314 1.1324 
 Present 0.2 0.2 1.6571 1.6635 1.6588 1.6968 
 Ref.[103]   1.6555 1.6622 1.6572 1.6962 

n 
L/h 
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แน่นอนว่างานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จะศึกษาโครงสร้างคานที่มีฐานรองรับแบบยืดหยุ่นร่วมด้วย 
ดังนั้นเพ่ือความถูกต้องของแบบจ าลองที่สร้างขึ้นจะท าการเปรียบเทียบความถี่ธรรมชาติไร้มิติเมื่ออยู่
ภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่นกับงานวิจัยก่อนหน้านี้ พิจารณาความถี่ธรรมชาติไร้มิติของโครงสร้าง
คานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันมีฐานรองรับแบบยืดหยุ่น (elastic foundation) โดยมีชั้น
แกนกลางแข็ง ดังแสดงในตารางที่ 7.4 โดยที่ค่าถี่ธรรมชาติไร้มิติของคานถูกปรับเปลี่ยนโดยใช้ 

m

m

L
E


   เพ่ือให้ค่าสอดคล้องกับงานวิจัยก่อนหน้านี้ โดยค่าคงที่สปริงวินเกอร์สามารถหาได้

จาก 110

2

w
w

A
k

L


  และค่าคงที่สปริงของชั้นแรงเฉือน

 110s sk A  โดยที่ค่า 110A  คือ mE h  ในที่นี้

ค่า 110A  ก็คือค่า 11A ของคานที่ท าจากวัสดุอะลูมิเนียมต่อความกว้างคาน สังเกตได้ว่าผลลัพธ์มีความ
สอดคล้องกันและเป็นที่ยอมรับได้เม่ือเปรียบเทียบกับงานวิจัยที่ได้ตีพิมพ์ก่อนหน้านี้ 
 
ตารางท่ี 7.5 โครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน ภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น ที่
เงื่อนไขขอบเขตแบบ C-C ( n  =0.5) 

FG sandwich beams with homogenous hardcore 
/L h  wK  sK  1-0-1 1-1-1 2-1-2 2-2-1 2-1-1 3-2-1 

5 0 0 8.2804 8.6518 8.4814 8.7814 8.5860 8.7362 
 102 0 8.6486 8.9918 8.8332 9.1141 8.9317 9.0731 
 102 102 11.9423 12.0896 12.0140 12.1589 12.0693 12.1469 
10 0 0 9.3454 9.8006 9.5864 9.9725 9.7248 9.9223 
 102 0 9.6771 10.1056 9.9026 10.2701 10.0349 10.2236 
 102 102 12.9277 13.1497 13.0352 13.2562 13.1200 13.2393 
20 0 0 9.6884 10.1733 9.9433 10.3608 10.0941 10.3092 
 102 0 10.0105 10.4690 10.2502 10.6491 10.3949 10.6011 
 102 102 13.2713 13.5191 13.3906 13.6399 13.4868 13.6220 

FG sandwich beams with homogenous softcore 
5 0 0 8.4906 7.9529 8.2025 7.7094 8.0071 7.7134 
 102 0 8.8988 8.4077 8.6361 8.1818 8.4534 8.1807 
 102 102 12.3998 12.1734 12.2829 12.0477 12.1772 12.0254 
10 0 0 10.2146 9.6791 9.9430 9.3451 9.6664 9.2669 
 102 0 10.5591 10.0587 10.3062 9.7413 10.0421 9.6625 
 102 102 13.8952 13.6362 13.7725 13.4317 13.5970 13.3536 
20 0 0 10.8471 10.3277 10.5916 9.9548 10.2797 9.8356 
 102 0 11.1739 10.6862 10.9351 10.3296 10.6356 10.2114 
 102 102 14.5069 14.2630 14.3990 14.0246 14.1923 13.9102 
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หลังจากตรวจสอบความถูกต้องของแบบจ าลองส าหรับกรณีโครงสร้างคานภายใต้ฐานรองรับแบบ
ยืดหยุ่นแล้ว พิจารณาตารางที่ 7.5 เป็นการศึกษาค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติของโครงสร้างคานแบบ
แซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งมีฐานรองรับแบบยืดหยุ่น ที่เงื่อนไขขอบเขตแบบ C-C โดยปรับเปลี่ยน
ค่าคงที่สปริง ( wK  และ sK ) ที่อัตราส่วนความยาวต่อความสูงคาน ( /L h ) ต่าง ๆ กัน โดยค่าคงที่

สปริงวินเกอร์หาได้จาก 110

4

w
w

K D
k

L
  และค่าคงที่สปริงของชั้นแรงเฉือนหาได้จาก 110

2

s
s

K D
k

L
  

โดยค่า 110D  ก็คือค่า 11D ของคานที่ท าจากวัสดุอะลูมิเนียมต่อความกว้างคาน สังเกตได้ว่าค่าความถี่
ธรรมชาติไร้มิติจะเพ่ิมขึ้นเมื่อค่า wK  เพ่ิมขึ้น โดยเฉพาะอย่างยิ่งเมื่อรวมกับค่าคงที่ sK  ความถี่
ธรรมชาติไร้มิติเพ่ิมสูงขึ้นอย่างเห็นได้ชัด ถัดมาพิจารณารูปที่ 7.2 ได้แสดงกราฟ 3 มิติ ซึ่งจะแสดง
ความสัมพันธ์ระหว่างค่า wK , sK  และความถี่ธรรมชาติไร้มิติ ( ) ส าหรับโครงสร้างคานแบบชั้น
แกนกลางแข็ง อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น 2-2-1 จะสังเกตเห็นว่าเมื่อ wK  หรือ sK  เพ่ิมขึ้นเป็น
ผลท าให้ค่าความถ่ีธรรมชาติไร้มิติเพ่ิมข้ึนด้วย โดยค่า sK จะมีอิทธิพลต่อความถี่ไร้มิติมากค่า wK   
 

 
รูปที่ 7.2 ค่าความถีธ่รรมชาติไร้มิตขิองคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใตฐ้านรองรับแบบ

ยืดหยุ่นเงื่อนไขขอบเขตแบบ C-C ( /L h =10, n  = 2.0) 
 

7.1.2 ผลเฉลยการสั่นสะเทือนแบบบังคับ (ภายใต้แรงกระท าหนึ่งแรง) 
ก่อนการจ าลองการสั่นสะเทือนแบบบังคับซึ่งอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่นั้น

จะต้องตรวจสอบแบบจ าลองที่สร้างขึ้นมาว่าถูกต้องหรือไม่ โดยท าการเปรียบเทียบผลกับแบบจ าลอง
เชิงวิเคราะห์ (analytical model) [104] ซึ่งแบบจ าลองเชิงวิเคราะห์นี้จะใช้ได้เฉพาะโครงสร้างคานที่
ท าจากวัสดุเนื้อเดียว (Homogeneous materials) เท่านั้น และเงื่อนไขขอบเขตเป็นแบบจุดรองรับ
แบบง่ายและอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่จ านวนหนึ่งแรง แสดงดังสมการต่อไปนี้ 
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 P0  คือ แรงกระท าบนคานในหน่วยนิวตัน 
 vp  คือ ความเร็วของแรงที่เคลื่อนที่บนคานในหน่วยเมตรต่อวินาที 
 w(x,t)  คือ ค่าระยะการโก่ง ณ เวลาใดๆ ในหน่วยเมตร 
 

เพ่ือที่จะเปรียบเทียบกับแบบจ าลองเชิงวิเคราะห์ สมการที่ 7.2 ซึ่งท าจากวัสดุเนื้อเดียว 
ดังนั้นแบบจ าลองซึ่งน าเสนอในงานวิจัยนี้จะต้องปรับเปรียบวัสดุจากคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันไปใช้วัสดุแบบเนื้อเดียวแทน โดยการก าหนดดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ ( n ) ให้มีค่าเท่ากับ
ศูนย์ โดยทั้ง 2 แบบจ าลองของคานจะเลือกใช้วัสดุอลูมิเนียม 2024-T3 ซึ่งมีค่ามอดูลัสของความ
ยืดหยุ่นเท่ากับ 72.4 GPa และค่าความหนาแน่นเท่ากับ 2770 kg/m3 ซึ่งผลลัพธ์ที่ได้ทั้ง 2 
แบบจ าลองแสดงดังรูปที่ 7.3 โดยแกนแนวนอนแทนด้วยเวลาและแกนแนวตั้งแทนด้วยระยะการโก่ง
ของคาน ณ ต าแหน่งกึ่งกลางคาน ณ เวลาใด ๆ ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ จะเห็นได้ว่าผลลัพธ์
ทั้ง 2 แบบจ าลองนั้นสอดคล้องกันและเป็นที่ยอมรับได้  

 
รูปที่ 7.3 กราฟเปรียบเทียบค่าระยะการโก่งของคานของวัสดุไอโซทรอปิก ณ ต าแหน่งกึ่งกลางคาน 

ณ เวลาใด ๆ ( L  = 10 m , b  = 0.4 m , h  = 0.5 m )  
 

นอกจากนี้ยังตรวจสอบความถูกต้องโดยการเปรียบเทียบผลลัพธ์กับงานวิจัยที่ได้ตีพิมพ์ก่อน
หน้านี้ [65] ซึ่งในงานวิจัยฉบับนี้ใช้โครงสร้างคานที่ท าจากวัสดุเชิงฟังก์ชันและอยู่ภายใต้แรงกระท า
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แบบเคลื่อนที่ ดังแสดงในตารางที่ 7.6 สังเกตเห็นว่าค่าระยะการโก่งไร้มิติสูงสุดของคานที่ท าจากวัสดุ
เชิงฟังก์ชันนั้นมีค่าสอดคล้องกัน ซึ่งยอมรับได้ 

ตารางท่ี 7.6 เปรียบเทียบค่าระยะการโก่งไร้มิติสูงสุดของโครงสร้างคานท าจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชัน ซึ่งอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ ( L  = 20 m , b  = 0.4 m , h  = 0.9 m ) 
material volume 
fraction index (n) 

 Ref.[65] Present 
(m/s)pv  )/),(max( Dtxw  )/),(max( Dtxw  

0.2 222 1.0344 1.0370 
0.5 198 1.1444 1.1366 
1 179 1.2503 1.2287 
2 164 1.3376 1.3093 
Full alumina  252 0.9328 0.9382 
Full Steel  132 1.7324 1.7379 
    

 
 หลังจากตรวจสอบความถูกต้องทั้งแบบจ าลองโครงสร้างคานที่ใช้วัสดุแบบเนื้อเดียวและใช้
วัสดุเชิงฟังก์ชันแล้ว ดังนั้นในแบบจ าลองของวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จะเลือกใช้โครงสร้างคานแบบ
แซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ และจะถูกน ามาวิเคราะห์
ค่าพารามิเตอร์ต่าง ๆ ที่ส่งผลกระทบต่อระยะการโก่งไร้มิติของคาน ยกตัวอย่างเช่น ความเร็วของแรง
ที่เคลื่อนที่ผ่านคาน ความถี่ของแรงที่กระตุ้นบนคาน อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น เงื่อนไขขอบเขต
แบบต่าง ๆ ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุและค่าคงที่สปริง ( wK , sK ) เมื่อคานอยู่ภายใต้ฐานรองรับ

แบบยืดหยุ่น ซ่ึงค่าระยะการโก่งไร้มิติ สามารถหาได้โดยน าค่าระยะการโก่งที่ต าแหน่งกึ่งกลางคาน ณ 
เวลาใด ๆ ( ( , )w x t ) หารด้วยระยะการโก่งของคานแบบสถิตยศาสตร์ที่ท าจากวัสดุอะลูมิเนียม นั้นคือ 

EILPD 483

0  โดยที่ 0P  คือแรงกระท าแบบจุดตรงกลางคาน ในงานวิจัยนี้จะก าหนดให้ขนาด

ของแรงที่กระท าแบบเคลื่อนที่และกระท าแบบจุด ( 0P ) มีค่าเท่ากับ 500 kN โดยแบ่งช่วงเวลา

ทั้งหมดที่แรงเคลื่อนที่บนคานเป็นจ านวน 400 ส่วน  

 พิจารณารูปที่ 7.4 แสดงถึงพฤติกรรมทางด้านพลวัตของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันระหว่างระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางคานและเวลาไร้มิติ ( *

p pt x L v t L  ) 
โดยที่ชั้นแกนกลางของคานเป็นแบบแข็ง (Hard core) สภาวะเงื่อนไขขอบเขตแบบ H-H จากรูปจะ
สังเกตเห็นว่าคานที่มีอัตราส่วนความหนาแบบ 1-0-1 จะมีระยะโก่งไร้มิติมากสุด เพราะว่าชั้น
แกนกลางของคานไม่มีส่วนผสมของเฟสเซรามิกซึ่งเป็นผลท าให้คานอ่อนกว่าแบบอ่ืน ๆ ต่อมา
พิจารณาคานที่มีอัตราส่วนความหนาแบบ 2-2-1 จะมีระยะโก่งไร้มิติน้อยสุด เพราะว่าชั้นแกนกลาง
ของคานซึ่งเป็นเฟสเซรามิก 100 % นั้นมีความหนามากกว่าแบบอ่ืน ๆ ผลที่ได้ก็คือท าให้คานค่อนข้าง
แข็ง และสังเกตช่วงเวลาที่แรงเคลื่อนที่ใกล้ออกจากคาน ค่าระยะโก่งไร้มิติจะเข้าใกล้ค่าศูนย์เนื่องจาก
เงื่อนไขขอบเขตที่บังคับ 
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รูปที่ 7.4 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันที่อัตราส่วนความหนาแบบต่าง ๆ ( 0m/s,50,5.0,10/  pvnhL ) 
 

 
รูปที่ 7.5 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันภายใตฐ้านรองรับแบบยืดหยุ่นที่ค่าคงที่สปริงต่าง ๆ
( / 10, 0.5, 50m/s, 0)pL h n v      

 
 รูปที่ 7.5 แสดงผลกระทบถึงค่าระยะการโก่งไร้มิติของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
เมื่ออยู่ภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น ซึ่งใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 1-0-1 ชั้นแกนกลาง
แข็ง สภาวะเงื่อนไขขอบเขตทั้งซ้ายและขวาของคานถูกยืดด้วยจุดรองรับเป็นแบบง่าย สังเกตเห็นว่า
ค่าระยะการโก่งไร้มิติของคานที่ไม่อยู่ภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น( wK  = 0, sK  = 0) จะมีค่ามาก 
เมื่อเปรียบเทียบระยะการโก่งไร้มิติที่อยู่ภายใต้ฐานรอบรับแบบยืดหยุ่น เนื่องจากความเป็นอิสระใน
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การเคลื่อนที่ของคานกรณีไม่มีฐานรอบรับแบบยืดหยุ่น และรูปที่ 7.6 แสดงระยะการโก่งไร้มิติของ
คานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งอยู่ภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น ซึ่งใช้อัตราส่วนความหนา
แต่ละชั้นแบบ 2-2-1 ชั้นแกนกลางอ่อนและสภาวะเงื่อนไขขอบเขตต่าง ๆ กัน แน่นอนว่าระยะการโก่ง
ไร้มิติในเงื่อนไขขอบเขตแบบจุดรองรับทั้งซ้ายและขวาถูกยืดแน่นนั้นมีค่าน้อยสุด เหตุผลเพราะ
เงื่อนไขขอบเขตที่ถูกบังคับในการเคลื่อนตัวมีน้อยกว่าแบบ C-H และ H-H 
 

 
รูปที่ 7.6 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่นที่เงื่อนไขขอบเขตต่าง ๆ
( / 10, 0.5, 50m/s, 100, 0)p w sL h n v K K        

 

  
(ก) อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น 2-1-2 (ข) อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น 1-6-1 

รูปที่ 7.7 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันที่ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุต่าง ๆ ( / 20, 50 m/s, 0p iL h v    ) 

 
 ต่อมาจะพิจารณาถึงดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ ( n ) ซึ่งมีผลกระทบต่อค่าระยะโก่งไร้มิติ
สูงสุดของคาน ทั้งแบบชั้นแกนกลางแข็งและชั้นแกนกลางอ่อน ดังแสดงรูปที่ 7.7.โดยโครงสร้างคานมี
เงื่อนไขขอบเขตแบบ H-H พิจารณาโครงสร้างคานแบบชั้นแกนกลางแข็งจะเห็นได้ว่าเมื่อเพ่ิมค่าดัชนี
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สัดส่วนปริมาตรของวัสดุจะท าให้ระยะโก่งไร้มิติของคานเพ่ิมขึ้น ซึ่งตรงกันข้ามกับกรณีที่โครงสร้าง
คานใช้แกนกลางอ่อน สังเกตรูปทั้งสอง (รูปที่ 7.7(ก) และ รูปที่ 7.7(ข)) จุดตัดของกราฟระหว่าง
โครงสร้างคานแบบชั้นแกนกลางแข็งและชั้นแกนกลางอ่อนต่างกัน พิจารณารูปที่ 7.7(ก) โครงสร้าง
คานใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น 2-1-2 ซึ่งจุดตัดของกราฟอยู่ที่ต าแหน่ง n 0.5 ณ จุดนี้ระยะ
การโก่งไร้มิติระหว่างโครงสร้างคานแบบชั้นแกนกลางแข็งและชั้นแกนกลางอ่อนจะมีค่าเท่ากัน นั้น
หมายความว่าถ้าค่า n  < 0.5 โครงสร้างคานแบบชั้นแกนกลางแข็งจะแข็งแรงกว่าโครงสร้างคานแบบ
แกนกลางอ่อนและผลจะตรงกันข้ามเมื่อค่า n  > 0.5 ซึ่งถ้าพิจารณารูปที่ 7.7(ข) โครงสร้างคานใช้
อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น 1-6-1 ซึ่งจุดตัดของกราฟอยู่ที่ต าแหน่ง n 4 โดยจุดตัดกราฟ
เปลี่ยนไปทั้งนี้จะข้ึนอยู่กับอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นนั้นเอง ประเด็นที่น่าสนใจกรณีโครงสร้างคาน
แบบแกนกลางอ่อนคือระยะโก่งไร้มิติสูงสุดจะลดลงอย่างรวดเร็วในกรณีที่เพ่ิมค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตร
ของวัสดุมีค่าน้อย ๆ ซึ่งหมายถึงเพ่ิมสัดส่วนปริมาณเซรามิกบริเวณผิวของโครงสร้างก็เพียงพอในการ
เสริมความแข็งแรงให้กับโครงสร้าง 
 

  
(ก) ชั้นแกนกลางแข็ง (ข) ชั้นแกนกลางอ่อน 

รูปที่ 7.8 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันที่ความเร็วต่าง ๆ ( / 20, 0L h    ) 

 
 พิจารณาระยะการโก่งไร้มิติสูงสุดของโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันกรณีไม่
มีฐานรองรับแบบยืดหยุ่นเทียบกับค่าความเร็วต่าง ๆ กัน ดังแสดงรูปที่ 7.8 โดยในกราฟใช้อัตราส่วน
ความหนาแต่ละชั้นแบบ 2-1-1 (แบบไม่สมมาตร) สภาวะเงื่อนไขขอบเขตเป็นแบบ H-H โดยรูปที่ 
7.8(ก) โครงสร้างคานก าหนดให้ชั้นแกนกลางแข็งและรูปที่ 7.8(ข) ก าหนดให้ชั้นแกนกลางอ่อน จาก
รูปสังเกตกรณีชั้นกลางแข็งเมื่อได้ท าการลดค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ ( n ) เป็นผลท าให้
โครงสร้างคานแข็งแรงเพ่ิมขึ้นผลคือระยะการโก่งไร้มิติลดลง เพราะว่าการลดค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตร
ของวัสดุ (กรณีที่ใช้แกนกลางแข็ง) เป็นผลท าให้ปริมาณเฟสเซรามิกของชั้นปะกบบนและล่างเพ่ิมขึ้น 
ส่วนโครงสร้างคานที่ใช้ชั้นแกนกลางอ่อน รูปที่ 7.8(ข) ก็จะให้ผลลัพธ์ที่ตรงกันข้าม และสังเกตได้อีก
ว่าเมื่อความเร็วของแรงกระท าเพ่ิมขึ้นระยะการโก่งไร้มิติจะเพ่ิมขึ้นถึงจุดสูงสุด ณ ค่าความเร็วค่าหนึ่ง 
ซึ่งจุดนี้เรียกว่า ความเร็ววิกฤต (Critical velocity) หลังจากผ่านจุดความเร็ววิกฤตระยะการโก่งไร้มิติ
ก็จะลดลง ซึ่งการลดลงนี้เป็นผลมาจากการตอบสนองของคานต่อช่วงเวลาของแรงที่กระท าอยู่บนคาน
นั้นเอง และค่าความเร็ววิกฤตจะเพ่ิมสูงขึ้นเมื่อโครงสร้างคานที่ยิ่งแข็งแรงขึน้ 

0 100 200 300 400 500
0

0.5

1

1.5

2

Moving load velocity, (m/s)

M
a
x
.(

w
(x

,t
)/

D
)

 

 
n = 0

n = 0.5

n  = 1

n  = 2

n  = 5

n  = 100

0 100 200 300 400 500
0

0.5

1

1.5

2

Moving load velocity,(m/s)

M
a
x

.(
w

(x
,t

)/
D

)

 

 
n  = 0

n  = 0.5

n  = 1

n  = 2

n  = 5

n  = 100

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



150 

 
 

 

 
รูปที่ 7.9 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่นที่ความเร็วต่าง ๆ ( / 20, 0.5, 0L h n   ) 
 

พิจารณารูปที่ 7.9 แสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิช
จากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น โดยในกราฟใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 
2-2-1 สภาวะเงื่อนไขขอบเขตเป็นแบบ C-C ชั้นแกนกลางแข็ง แน่นอนว่าระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด
ลดลง เมื่อเพ่ิมคงที่สปริงทั้งค่า wK  และค่า sK  
 

 
รูปที่ 7.10 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุ

เชิงฟังก์ชันภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่นที่ความเร็วต่าง ๆ ( 10,5.0,20/  sw KKnhL ) 
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 ต่อไปหลังจากนี้จะศึกษาแรงกระท าแบบเคลื่อนที่พร้อมกับกระตุ้นการสั่นของแรงที่เคลื่อนที่
ด้วยความถี่ ( ) ต่าง ๆ กัน พิจารณารูปที่ 7.10 โครงสร้างคานใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 
2-2-1ชั้นแกนกลางแข็ง สภาวะเงื่อนไขขอบเขตเป็นแบบ C-C ผลปรากฏว่าโครงสร้างคานจะมีระยะ
โก่งไร้มิติค่อยข้างสูงซึ่งจะอยู่ในช่วงความถี่ 120 – 140 rad/s เหตุผลเพราะว่าช่วงความถี่นี้ใกล้กับ
ความถี่ธรรมชาติของคาน และสังเกตว่าแรงที่กระท าแบบเคลื่อนที่ด้วยความเร็ว 25 m/s จะมีระยะ
โก่งไร้มิติมากสุด เนื่องจากเวลาที่แรงกระท าอยู่บนคานมีมากกว่าความเร็ว 50 ,70, และ 100 m/s 
ตามล าดับ และในท านองเดียวกันรูปที่ 7.11 โครงสร้างคานซึ่งใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 2-
1-1, 2-2-1 และ 3-2-1 ซึ่งเป็นคานที่ใช้อัตราส่วนแบบไม่สมมาตร โดยสภาวะเงื่อนไขขอบเขตเป็น
แบบ C-C แน่นอนว่าคานแบบชั้นแกนกลางแข็งจะมีความแข็งแรงกว่าคานแบบชั้นแกนกลางอ่อน 
 

  
(ก) ชั้นแกนกลางแข็ง (ข) ชั้นแกนกลางอ่อน 

รูปที่ 7.11 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุ
เชิงฟังก์ชันภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่นที่ความถี่กระตุ้นแรงต่าง ๆ 

( / 20, 0.5, 50 m/s, 10)p w sL h n v K K      
 

  
(ก) 0 rad/s (ข) 50 rad/s 

รูปที่ 7.12 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุ
เชิงฟังก์ชันภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่นทีด่ัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุต่าง ๆ

( / 20, 10)w sL h K K    
 รูปที่ 7.12 กราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ ( n ) และระยะการ
โก่งไร้มิติ โดยปรับเปลี่ยนความเร็วของแรงที่เคลื่อนที่ 25, 50, 75 และ 100 m/s โดยใช้อัตราส่วน
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ความหนาแต่ละชั้นแบบ 2-2-1 คานเป็นแบบชั้นแกนกลางแข็ง สภาวะเงื่อนไขขอบเขตเป็นแบบ C-C 
เห็นได้ว่าเมื่อเพ่ิมค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุผลท าให้ค่าระยะการโก่งไร้มิติของคานเพ่ิมขึ้นใช่กัน
ทั้งรูปที่ 7.12(ก) และรูปที่ 7.12(ข) และความถี่ที่ใช้กระตุ้นแรงก็เป็นตัวแปรส าคัญต่อระยะการโก่งไร้
มิติเช่นกัน 
 

 
รูปที่ 7.13 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น ( / 20, 0.5, 25 m/s, 0 rad/spL h n v     ) 
 

 
รูปที่ 7.14 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น ( 1/ 20, 0.5, 25 m/s, rad/spL h n v      ) 
 
 รูปที่ 7.13 และ รูปที่ 7.14 แสดงค่าระยะการโก่งไร้มิติ ซึ่งแต่ละกราฟจะถูกแบ่งออกเป็น 2 
ช่วง โดยที่ช่วงแรกจะพิจารณาเมื่อคานอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ (Forced vibration) โดยที่
ทิศทางแกน x  แทนด้วยค่าเวลาไร้มิติ t * อยู่ระหว่าง 0 ถึง 1 และช่วงที่สองจะพิจารณาเมื่อคานอยู่
ภายใต้การสั่นสะเทือนแบบอิสระ (Free vibration) ซึ่งค่า t * จะมีค่ามากกว่า 1 (ช่วงที่เวลาซึ่งแรง
เคลื่อนที่ผ่านออกจากคาน) ซึ่งกราฟทั้งสองรูปเป็นโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน
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ภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น ชั้นแกนกลางแข็ง เงื่อนไขขอบเขตเป็นแบบ H-H และอัตราส่วนความ
หนาแต่ละชั้นแบบ 2-2-1 และอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ด้วยความเร็ว 25 m/s สังเกตว่าช่วง
ที่สองจะเป็นการสั่นแบบอิสระของคาน พิจารณารูปที่ 7.13 แรงกระท าแบบเคลื่อนที่จะไม่มีความถี่
กระตุ้น ( = 0) สังเกตว่าเมื่อแรงเคลื่อนที่ออกจากคานก็เกิดการสั่นแบบอิสระด้วยความถี่ธรรมชาติ
ของคาน พิจารณารูปที่ 7.14 ก าหนดแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ มีความถี่กระตุ้นตรงกับความถี่
ธรรมชาติของคานนั้นคือ 1  rad/s แน่นอนว่าระยะการโก่งไร้มิติจะเกิดการสั่นพ้องและคงที่เมื่อ
อยู่ในช่วงการสั่นแบบอิสระ สังเกตทั้งรูปที่ 7.13 และ 7.14 ช่วงการสั่นแบบอิสระ ( t * > 1) ขนาดการ
สั่นสะเทือน (Amplitude) จะมากหรือน้อยนั้นจะขึ้นอยู่ค่าพลังงานสุดท้าย (พลังงานศักย์กับพลังงาน
จลน์) ที่เวลาที่ t * = 1 
 

7.1.3 ผลเฉลยการสั่นสะเทือนแบบบังคับ (ภายใต้แรงกระท าหลายแรง) 
จากการศึกษาที่ผ่านมานั้น โครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันที่อยู่

ภายใต้แรงที่กระท าแบบเคลื่อนที่หนึ่งแรงเท่านั้น ซึ่งการศึกษาต่อจากนี้จะพิจารณาแรงกระท าแบบ
หลายแรงที่กระท าบนโครงสร้างคานพร้อม ๆ กัน โดยจะศึกษาพารามิเตอร์ที่ส าคัญ เช่น อัตราส่วน
ความหนาแต่ละชั้นของคาน เงื่อนไขขอบเขตแบบต่าง ๆ ค่าคงที่สปริงของฐานรากแบบยืดหยุ่น ( wK

และ sK ) ความเร็วของแรงที่เคลื่อนที่ ( pv ) ระยะห่างระหว่างแรง ( d ) และพิจารณาเรื่องความถี่เมื่อ
แรงที่เคลื่อนที่ในลักษณะคลื่นฮาร์โมนิกพร้อมมุมเฟส ( ) เป็นต้น 
 

 
รูปที่ 7.15 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันภายใต้แรงกระท าหลายแรง ( / 20, 0.5, / 8, 50 m/s, 0 rad/sp iL h n d L v      ) 
 
 พิจารณาโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชอยู่ภายใต้แรงกระท าสูงสุดจ านวน 5 แรง ดังแสดงรูปที่ 
7.15 โดยในรูปแสดงถึงระยะการโก่งไร้มิติของโครงสร้างคานซึ่งใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 
2-1-2 ชั้นแกนกลางแข็ง เงื่อนไขขอบเขตเป็น H-H โดยแต่ละแรงห่างกันเท่ากับ L /8 ( d  = L /8) 
กล่าวคือ เมื่อแรงล าดับที่หนึ่งเริ่มกระท าบนคาน ณ เวลาที่ t  = 0 จากนั้นแรงล าดับที่สองจะเริ่ม
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กระท าบนคานเมื่อเวลา t  = d /
pv  และแรงล าดับที่สามเริ่มกระท าบนคานเมื่อเวลา t  = 2 d /

pv  
เป็นล าดับถัดไป ดังนั้นแรงล าดับที่หนึ่งจะเริ่มออกจากคานเมื่อเวลา t  > L / pv  และแรงล าดับที่สอง 
จะเริ่มออกจากคานเมื่อเวลา t  > ( L + d )/ pv  ซึ่งการเพ่ิมจ านวนแรงที่กระท าบนคานจะเป็นผลท า
ให้ค่าระยะการโก่งไร้มิติเพ่ิมขึ้น โดยที่ค่าระยะโก่งจะมากสุดเมื่อคานอยู่ใต้แรงกระท าแบบเคลื่อน
จ านวน 5 แรง 
 

 
รูปที่ 7.16 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุ

เชิงฟังก์ชันที่ความเร็วต่าง ๆ ( / 20, 0.5, / 8, 0L h n d L    ) 
 
 รูปที่ 7.16 แสดงถึงค่าระยะโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ความเร็วของแรงที่กระท าบนคานต่าง ๆ กัน 
โดยใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 2-1-2 ชั้นแกนกลางแข็ง เงื่อนไขขอบเขตเป็น H-H จะเห็น
ได้ว่าค่าระยะโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ความเร็วของแรงเริ่มต้นจะค่อย ๆ เพ่ิมขึ้นทีละน้อย หลังจะนั้นระยะ
โก่งไร้มิติจะเพ่ิมขึ้นอย่างรวดเร็วจนถึงจุด ๆ หนึ่งและจะลดลดเมื่อความเร็วของแรงเพ่ิมขึ้น ซึ่งค่า
ความเร็วที่ท าให้เกิดค่าระยะโก่งไร้มิติสูงสุดนี้เรียกว่า ความเร็ววิกฤต (critical velocity) และค่า
ความเร็ววิกฤตจะเพ่ิมข้ึนเมื่อจ านวนแรงที่กระท าเพ่ิมขึ้น เหตุผลเพราะว่าแรงกระท าจ านวน 5 แรงจะ
ใช้เวลาอยู่บนคานมากสุดนั้นเอง และรูปที่ 7.17 แสดงถึงระยะโก่งของคานที่ความเร็วของแรงต่าง ๆ 
กัน ซึ่งกราฟนี้จะศึกษาผลกระทบของระยะห่างระหว่างแรง ( d ) โดยคานใช้อัตราส่วนความหนาแต่
ละชั้นแบบ 2-2-1 สภาวะเงื่อนไขขอบเขตแบบ C-C และคานอยู่ภายใต้แรงกระท าจ านวน 5 แรง 
แน่นอนว่าเมื่อค่าระยะห่างระหว่างแรงที่กระท ามีค่าน้อย ( d  = L /10) จะท าให้เกิดระยะโก่งไร้มิติ
สูงสุดเมื่อเทียบกับค่าระยะห่างระหว่างแรงที่มีค่ามากกว่า ( d  = L /8 และ d  = L /6) ยิ่งไปกว่านั้น
ถ้าพิจารณาจากรูป คานที่มีชั้นแกนกลางแข็งก็จะมีความแข็งแรงมากคานที่มีชั้นแกนกลางอ่อน 
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(ก) ชั้นแกนกลางแข็ง (ข) ชั้นแกนกลางอ่อน 

รูปที่ 7.17 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุ
เชิงฟังก์ชันที่ค่าความเร็วต่าง ๆ ( / 20, 0.5, 0iL h n    ) 

 
 ต่อไปจะพิจารณาถึงดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ ( n ) ซึ่งมีผลกระทบต่อระยะโก่งไร้มิติ
สูงสุดของคาน ดังแสดงรูปที่ 7.18 โดยที่คานใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 2-1-2 ชั้น
แกนกลางแข็ง เงื่อนไขขอบเขตแบบ H-H ในการวิเคราะห์นี้จะปรับเปลี่ยนจ านวนแรงที่กระท าบนคาน
ตั้งแต่ 1 แรงจนถึง 5 แรง ผลแสดงให้เห็นว่าค่าระยะโก่งไร้มิติของคานจะเพ่ิมขึ้นเมื่อเพ่ิมค่าดัชนี
สัดส่วนปริมาตรของวัสดุ เหตุผลอย่างที่กล่าวมาก่อนหน้านี้นั้นคือสัดส่วนของเซรามิกที่ลดลง แน่นอน
จ านวนแรงที่เพ่ิมเข้าก็จะท าค่าระยะการโก่งไร้มิติเพ่ิมมาขึ้นเช่นกัน  
 

 
รูปที่ 7.18 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุ
เชิงฟังก์ชันที่ค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุต่าง ๆ ( / 20, / 8, 50 m/s, 0p iL h d L v     ) 
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(ก) ชั้นแกนกลางแข็ง (ข) ชั้นแกนกลางอ่อน 

รูปที่ 7.19 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุ
เชิงฟังก์ชันที่ค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุต่าง ๆ ( / 20, 40 m/s, 0p iL h v    ) 

 
ต่อพิจารณารูปที่ 7.19 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างระยะโก่งไร้มิติของคานและค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตร
ของวัสดุภายใต้แรงกระท าจ านวน 5 แรง และศึกษาผลกระทบของค่าระยะห่างระหว่างแรง ( d ) ที่
เคลื่อนที่บนคานด้วยค่าต่าง ๆ กัน โดยคานจะใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 2-2-1 เงื่อนไข
ขอบเขตเป็น C-C จากรูปแสดงให้เห็นว่ากรณีที่ชั้นแกนกลางแข็งระยะโก่งไร้มิติจะเพ่ิมขึ้นเมื่อค่าดัชนี
สัดส่วนปริมาตรของวัสดุเพ่ิมขึ้นและจะให้ผลตรงกันข้ามกรณีที่คานมีชั้นแกนกลางอ่อน ประเด็นที่
น่าสนใจกรณีโครงสร้างคานแบบแกนกลางอ่อนคือระยะโก่งไร้มิติจะลดลงอย่างรวดเร็วในกรณีที่ค่า
ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุมีค่าน้อย ๆ นั้นหมายความการเพ่ิมสัดส่วนปริมาณเซรามิกบริเวณผิว
ของโครงสร้างก็เพียงพอในการเสริมความแข็งแรงให้กับโครงสร้าง 
 

 
รูปที่ 7.20 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันภายใตฐ้านรองรับแบบยืดหยุ่น ( / 20, 0.5, / 8, 50 m/s, 0p iL h n d L v      ) 
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หลังจากนี้จะพิจารณาผลกระทบของค่าคงที่สปริงต่อคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน
ภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่นและอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่หลายแรง ดังแสดงรูปที่ 7.20 
แสดงระยะโก่งไร้มิติที่อยู่ภายใต้แรงกระท าจ านวน 5 แรง คานใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นคือ 3 -
2-1 และเงื่อนไขขอบเขตเป็นแบบ C-C ชั้นแกนกลางอ่อน แน่นอนว่าเมื่อคานปราศจากฐานรองรับ
แบบยืดหยุ่น จะท าเกิดระยะโก่งไร้มิติมากกว่าคานที่อยู่ภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น โดยที่
ฐานรองรับแบบยืดหยุ่นจะเป็นตัวแปรส าคัญในการลดระยะโก่งไร้มิติของคาน โดยเฉพาะอย่างยิ่งเมื่อ
เพ่ิมค่าคงที่สปริงของชั้นแรงเฉือน  
 

 
รูปที่ 7.21 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น ( / 20, 0.5, / 8,, 50 m/s,pL h n d L v     
10, 10, 0w s iK K    ) 

 
ต่อมาพิจารณารูปที่ 7.21 แสดงระยะโก่งไร้มิติของคานที่ใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นเป็น 3-2-1 
ชั้นแกนกลางอ่อน และอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่จ านวน 5 แรง โดยได้ที่ท าการปรับเปลี่ยน
เงื่อนไขขอบเขตแบบต่างๆ ทั้ง H-H, C-H และ C-C แน่นอนว่าจุดรองรับที่ถูกยึดแน่นทั้งด้านซ้ายและ
ขวาของคานในที่นี้คือ C-C จะถูกบังคับไม่ให้เคลื่อนท่ี ในขณะคานที่มีจุดรอบแบบง่ายจะมีการให้ตัวได้ 
ณ จุดที่ถูกยึดไว้ เป็นผลท าให้ระยะการโก่งไร้มิติของคานที่มีจุดรองรับแบบ H-H นั้นมีค่าสูงกว่าแบบที่
มีจุดรอบรับแบบ C-C ดังแสดงดังรูปที่ 7.21 ยิ่งไปกว่านั้นได้ศึกษาผลกระทบของการเปลี่ยนแปลงค่า
ความเร็วที่เคลื่อนที่บนคาน 4 ค่า ได้แก่ 10, 20, 40, 80 m/s ซึ่งได้แสดงไว้ในรูปที่ 7.22 โดย
โครงสร้างคานใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นเป็น 3-2-1 และเงื่อนไขขอบเขตเป็นแบบ C-C 
พิจารณารูปที่ 7.22 โครงสร้างคานมีที่ชั้นแกนกลางแข็ง จะมีระยะโก่งไร้มิติน้อยกว่าโครงสร้างคานที่มี
ชั้นแกนกลางอ่อนทุกค่าความเร็วของแรง และสังเกตว่าระยะโก่งไร้มิติมีค่ามากสุดเมื่อแรงเคลื่อนที่อยู่ 
ณ บริเวณกี่งกลางคาน (ซึ่งอานเปลี่ยนแปลงได้ขึ้นอยู่กับความเร็วของแรง) สังเกตค่าระยะโก่งไร้มิติ
สูงสุด ณ ความเร็วของแรงทั้ง 4 กรณี (10, 20, 40, 80 m/s) มีแนวโน้มเพ่ิมขึ้นเล็กน้อยเมื่อความเร็ว
ของแรงเพ่ิมข้ึน 
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(ก) ชั้นแกนกลางแข็ง (ข) ชั้นแกนกลางอ่อน 

รูปที่ 7.22 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น ( / 20, 0.5, / 8, 10, 10, 0w s iL h n d L K K       ) 
 
 ต่อไปจะศึกษาผลกระทบทางด้านพลวัตของโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน
ภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่นพร้อมกับแรงกระท าแบบเคลื่อนที่แบบแบบฮาร์โมนิกหลายแรงพร้อม
กัน โดยแต่ละแรงที่เคลื่อนที่บนคานจะถูกก าหนดให้สั่นด้วยความถี่ธรรมชาติของคานนั้นคือ 1i     
 

 
รูปที่ 7.23 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่นภายใต้แรงจ านวนแรง 1 – 5 แรง
( / 20, 0.5, / 8, 40 m/s, 10,p wL h n d L v K     110, )s iK     

 
พิจารณารูปที่ 7.23 แสดงถึงระยะโก่งไร้มิติของคานซึ่งมีอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นเป็น 2-2-1 ชั้น
แกนกลางอ่อน เงื่อนไขขอบเขตเป็นแบบ H-H และอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ตั้งแต่ 1 – 5 
แรง ความเร็วของแรงที่ใช้เคลื่อนที่ 40 m/s จากรูปแสดงให้เห็นว่าโครงสร้างคานเกิดการสั่นพ้อง ซึ่ง
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จะสั่นด้วยความถี่ธรรมชาติของคาน โดยขนาด (ระยะโก่งไร้มิติ) จะเพ่ิมขึ้นเรื่อย ๆ เมื่อเวลาผ่านไป 
และจะมีขนาดคงที่เมื่อแรงทุกแรงที่กระท าบนคานเคลื่อนออกจากคาน โดยระยะโก่งไร้มิติมากสุด
เกิดขึ้นเมื่อคานอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนจ านวน 5 แรง เหตุผลเพราะว่าการเพ่ิมจ านวนแรง
เสมือนเพ่ิมขนาดของแรงรวมที่กระท ากับคาน 
 

  
(ก) pv  = 20 m/s (ข) pv  = 40 m/s 

  
(ค) pv  = 60 m/s (ง) pv  = 80 m/s 

รูปที่ 7.24 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่นที่มุมเฟสต่าง ๆ กัน

1( / 20, 0.5, / 8, 10, 10, )w s iL h n d L K K        ) 
 
 รูปที ่7.24(ก) – 7.24(ง)  แสดงถึงระยะโก่งไร้มิติของคานซึ่งอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อน
จ านวน 4 แรง โดยแต่ละรูปจะมีการปรับเปลี่ยนความเร็วแรงที่กระท าบนคานตั้งแต่ 20, 40, 60 และ 
80 m/s ตามล าดับ ซึ่งการศึกษานี้จะศึกษาผลกระทบของมุมเฟสของแรงที่เคลื่อนที่ โดยก าหนดมุม
เฟสของแต่ละแรงเป็น 3 กรณี ดังนี้ 

กรณีท่ี 1 1 2 3 4 0         
กรณีท่ี 2 1 3 2 4, 0          
กรณีท่ี 3 1 3 2 40,         

โดยที่โครงสร้างคานใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นเป็นแบบ 2-2-1ชั้นแกนกลางอ่อน เงื่อนไข
ขอบเขตเป็นแบบ H-H ผลลัพธ์แสดงให้เห็นว่ามุมเฟสของแต่ละแรงที่กระท าบนคานนั้นมีผลกระทบถึง
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ระยะโก่งไร้มิติของคานและจากรูปสรุปได้ว่ากรณีที่ไม่ใส่มุมเฟส (กรณีที่ 1) คานจะมีระยะโก่งไร้มิติ
มากว่าโครงสร้างคาน กรณีที่ 2 และกรณีที่ 3 เหตุผลเนื่องจากขนาดของแรงแต่ละแรงจะหักล้างกัน
ท าให้ขนาดของแรงรวมที่กระท าบนคานน้อยกว่ากรณีที่ 1 แน่นอนว่ารูปที่ 7.24(ก) ความเร็วของแรง
ที่ใช้ 20 m/s มีระยะโก่งไร้มิติสูงสุดเนื่องจากเวลาที่แรงกระท าอยู่บนใช้เวลานานกว่ากรณีความเร็ว
อ่ืน ๆ  
 

 
รูปที่ 7.25 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่นที่ค่าอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นต่าง ๆ
( / 20, 0.5, / 8, 40 m/s, 10,p wL h n d L v K      110, )s iK     

 
 สุดท้ายพิจารณารูปที่ 7.25 คานอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนจ านวน 5 แรง โดยรูปได้
แสดงระยะโก่งของคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน โดยจะพิจารณาปรับเปลี่ยนค่าอัตราส่วน
ความหนาแต่ละชั้นหลาย ๆ แบบ เพ่ือศึกษาผลกระทบที่มีต่อระยะโก่งไร้มิติของคาน โดยคานใช้
แกนกลางอ่อนและเงื่อนไขขอบเขตเป็นแบบ H-H จากรูปแสดงให้เห็นว่าค่าระยะโก่งไร้มิติของแต่ละ
อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นนั้นแตกต่างค่อนข้างน้อย 
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7.2 ผลเฉลยทางคณิตศาสตร์โครงสรา้งแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันบน
พื้นฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่ง 

 ในหัวข้อนี้จะน าเสนอและวิเคราะห์ผลลัพธ์ของการสั่นสะเทือนของแผ่นบางแบบแซนด์วิช
จากวัสดุเชิงฟังก์ชันทั้งแบบอิสระและแบบบังคับ โดยที่ก าหนดวัสดุโครงสร้างแผ่นบางท ามาจากวัสดุ
ผสมระหว่างอะลูมิน่า (Al2O3) และอะลูมิเนียม (Al) โดยที่เฟสที่เป็นเซรามิกแทนด้วยอะลูมิน่าและ
เฟสโลหะแทนด้วยอะลูมิเนียม โดยมีคุณสมบัติดังนี้ 
 
ตารางท่ี 7.7 คุณสมบัติโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน  
คุณสมบัติ เฟสเซรามิก เฟสโลหะ 
ค่ามอดูลัสของความยืดหยุ่น ( E ) cE  = 380 GPa mE  = 70 GPa 
ค่าความหนาแน่น(   ) c = 3960 kg/m3 m = 2702 kg/m3 
อัตราส่วนปัวซง (  ) c = 0.3 m = 0.3 
 
 จากที่กล่าวข้างต้นว่าโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันนั้นแบ่งออกเป็น 2 
ประเภท คือ ชั้นแกนกลางอ่อน (soft core) และชั้นแกนกลางแข็ง (hard core) ดังนั้นในกรณีที่
ต้องการให้แผ่นบางมีชั้นแกนกลางอ่อนจะก าหนดให้ b cE E , b c   t mE E และ t m 

กรณีท่ีต้องการคานมีชั้นแกนกลางแข็งจะก าหนดให้ b mE E , b m   t cE E และ t c  ซึ่งก็
ใช้วิธีเหมือนกับโครงสร้างคานที่ได้กล่าวก่อนหน้านี้ 
 ในการศึกษานี้ก าหนดให้ความยาว ( a ) และความกว้าง ( b ) ของแผ่นบางเท่ากับ 1 เมตร 
ส่วนความสูงสามารถหาได้จากค่าสัดส่วนด้านยาวต่อความสูง ( /a h ) การวิเคราะห์จะแบ่งออกเป็น 2 
ส่วน คือ การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระและการสั่นสะเทือนแบบบังคับ โดยในกรณีของการ
สั่นสะเทือนแบบอิสระ ค่าความถ่ีธรรมชาติของแผ่นบางจะถูกน าเสนอในรูปแบบไร้มิติ ดังนี้ 
 

2

o

o

a

h E


   (7.3) 

 
โดยที่ oE  = 1 GPa และ o  = 1 kg/m3  
 

7.2.1 ผลเฉลยการสั่นสะเทือนแบบอิสระ 
ก่อนการจ าลองการสั่นสะเทือนของโครงสร้างแผ่นบาง สิ่งส าคัญอันดับแรกคือศึกษา

การลู่เข้า (Convergence study) ของความถี่ธรรมชาติ ซึ่งก็เหมือนกับวิธีวิเคราะห์โครงสร้างคาน
ก่อนหน้านี้ จากตารางที่ 7.8 เป็นการศึกษาการลู่เข้าของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชัน โดยมีเงื่อนไขขอบเขตทั้งสี่ด้านเป็นแบบรองรับอย่างง่าย (SSSS) ชั้นแกนกลางแข็ง 
(Hardcore) และอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นที่ใช้คือ 1-2-1 สังเกตเห็นว่าความถูกต้องของความถี่
ธรรมชาติ ทั้งแต่โหมด 1 ถึง 6 จะเพ่ิมขึ้นถ้าจ านวนพจน์ (N) ของฟังก์ชันพหุนามเพ่ิมขึ้นและจะลู่เข้า
เมื่อจ านวนพจน์ (N) เท่ากับ 10 ดังนั้นในวิทยานิพนธ์นี้จะใช้ฟังก์ชันพหุนามแบบแกรมชมิดต์ จ านวน 
10 พจน์  เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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ตารางท่ี 7.8 ผลการศึกษาการลู่เข้าของความถ่ีธรรมชาติส าหรับโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจาก
วัสดุเชิงฟังก์ชัน ( /a h  =20, n  = 2) 

 Mode sequence 
N 1 2 3 4 5 6 
3 1.3785 3.7079 5.5302 8.9123 11.4082 14.0083 
4 1.3011 3.6788 5.5302 7.8239 8.0469 11.0637 
5 1.3011 3.1558 4.8979 7.8239 7.9399 11.0637 
6 1.3009 3.1556 4.8976 6.0696 7.6531 10.1839 
7 1.3009 3.1473 4.8866 6.0684 7.6474 9.9056 
8 1.3009 3.1473 4.8866 5.9956 7.5898 9.8975 
9 1.3009 3.1473 4.8865 5.9956 7.5898 9.6142 
10 1.3009 3.1473 4.8865 5.9946 7.5890 9.6140 

Ref.[105] 1.3023 3.1563 4.9079 6.0262 7.6384 9.6811 
Ref.[106] 1.3009 3.1473 4.8865 5.9945 7.5890 9.6046 

 
ตารางที่  7.9 การเปรียบเทียบค่าความถี่ธรรมชาติ ไร้มิติ  ( 2

0 0( / ) /a h E   ) ส าหรับ
โครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน ( /a h  = 10) 

B.C. Source n  = 0 n  = 0.5 n  = 1 n  = 2 n  = 5 n  = 10 
  2-1-2 layer thickness ratio (hard core) 

SSSS Present 1.8263 1.4830 1.2985 1.1205 0.9796 0.9405 
 Ref.[106] 1.8244 1.4829 1.2985 1.1205 0.9796 0.9405 
 Ref.[105] 1.8244 1.4841 1.3000 1.1218 0.9796 0.9390 

CCCC Present 3.1226 2.5681 2.2637 1.9652 1.7236 1.6541 
 Ref.[106] 3.1123 2.5680 2.2636 1.9650 1.7235 1.6540 
 Ref.[105] 3.2936 2.7099 2.3864 2.0680 1.8064 1.7268 
  2-2-1 layer thickness ratio (hard core) 

SSSS Present 1.8259 1.5463 1.3943 1.2422 1.1071 1.0591 
 Ref.[106] 1.8244 1.5462 1.3942 1.2420 1.1065 1.0584 
 Ref.[105] 1.8244 1.5471 1.3956 1.2436 1.1077 1.0587 

CCCC Present 3.1202 2.6716 2.4235 2.1719 1.9446 1.8625 
 Ref.[106] 3.1123 2.6715 2.4233 2.1715 1.9441 1.8619 
 Ref.[105] 3.2936 2.8199 2.5556 2.2868 2.0415 1.9497 
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ตารางท่ี 7.10 การเปรียบเทียบค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติ( 2

0 0( / ) /a h E   ) ส าหรับ
โครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน ( /a h  = 10) 

B.C. Source n  = 0 n  = 0.5 n  = 1 n  = 2 n  = 5 n  = 10 
  2-1-2 layer thickness ratio (soft core) 

SSSS Present 0.9296 1.5531 1.7140 1.8156 1.8651 1.8711 
 Ref.[106] 0.9295 1.5531 1.7139 1.8157 1.8651 1.8712 

CCCC Present 1.5894 2.5968 2.8648 3.0420 3.1393 3.1581 
 Ref.[106] 1.5894 2.5967 2.8646 3.0420 3.1392 3.1581 
  2-2-1 layer thickness ratio (soft core) 

SSSS Present 0.9293 1.4572 1.6078 1.7146 1.7831 1.8022 
 Ref.[106] 0.9294 1.4571 1.6076 1.7143 1.7829 1.8020 

CCCC Present 1.5882 2.4366 2.6842 2.8648 2.9874 3.0248 
 Ref.[106] 1.5881 2.4364 2.6841 2.8646 2.9871 3.0246 

 
 ตารางที่ 7.9 และตารางท่ี 7.10 ได้แสดงค่าความถ่ีธรรมชาติไร้มิต ิโดยเปรียบเทียบค่าความถี่
ธรรมชาติไร้มิติกับงานวิจัยก่อนหน้านี้ โดยโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันใช้
แกนกลางแข็งแสดงในตารางที่ 7.9 ในขณะทีโ่ครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันที่ใช้
แกนกลางอ่อนได้แสดงในตารางที่ 7.10 ซึ่งทั้งสองตารางใช้เงื่อนไขขอบเขตแบบ SSSS และ CCCC 
และอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นคือ 2-1-2 และ 2-2-1 สังเกตเห็นว่าความถี่ไร้มิติของโครงสร้างแผ่น
บางที่ใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นเป็นแบบ 2-2-1 จะมีค่าความถี่ไร้มิติมากกว่าโครงสร้างแผ่นบาง
ที่อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นเป็น 2-1-2  เนื่องจากโครงสร้างแผ่นบางที่ใช้อัตราส่วนความหนาแบบ 
2-2-1 นั้นจะมีสัดส่วนผสมของเฟสเซรามิกมากกว่าแบบ 2-1-2 ในทางตรงกันข้ามพิจารณาตารางที่ 
7.9 ซึ่งโครงสร้างแผ่นบางใช้แกนกลางอ่อน ดังนั้นสัดส่วนของเฟสโลหะก็จะมากว่าเฟสเซรามิกเป็นผล
ท าให้ค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติของโครงสร้างแผ่นบางที่ใช้อัตราส่วนความหนาแบบ 2-2-1 มีค่าน้อย
กว่าแบบ 2-1-2 ส่วนพารามิเตอร์อีกหนึ่งค่าที่มีผลต่อค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติของโครงสร้างแผ่นบาง
คือค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ ( n ) พิจารณาตารางที่ 7.9 โครงสร้างแผ่นบางจะมีความถี่
ธรรมชาติไร้มิตเิพ่ิมข้ึนเมื่อค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเพ่ิมข้ึน เหตุที่เป็นเช่นนี้เพราะว่าการเพ่ิมค่า
ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุในกรณีที่ใช้แกนกลางอ่อน (เซรามิกอยู่ผิวด้านนอก) เป็นผลท าให้เฟส
เซรามิกเพ่ิมมากข้ึนในส่วนของแผ่นปะกบบนและล่าง ถ้าพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตทั้งแบบ SSSS และ 
CCCC ทั้งตารางที่ 7.9 และตารางที่ 7.10 แน่นอนว่าความถี่ไร้มิติของโครงสร้างแผ่นบางที่มีเงื่อน
ขอบเขตแบบ CCCC จะมีค่ามากกว่าแบบ SSSS โดยทั้ง 2 ตารางได้ท าการเปรียบเทียบกับงานวิจัย
ก่อนหน้านี้ (Ref.[105-106]) นอกจากตารางที่ 7.9 และตารางท่ี 7.10 แล้ว ในงานวิจัยครั้งนี้ได้ท าการ
หาค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติของโครงสร้างแผ่นบางเพ่ิมเติมดังแสดงในตารางที่ 7.11 และตารางที่ 
7.12 โดยการเพ่ิมเงื่อนไขขอบเขตหลาย ๆ แบบเพ่ือเป็นประโยชน์ในการน าข้อมูลเหล่านี้ไปใช้หรือ
เปรียบเทียบผลกับงานวิจัยอ่ืน ๆ ในอนาคต จากตารางทั้งสองเห็นได้ว่าค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติจะ
เปลี่ยนแปลงไปตามเงื่อนไขขอบเขตที่เปลี่ยนไป โดยที่โครงสร้างแผ่นบางซึ่งมีเงื่อนไขขอบเขตแบบ

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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ยึดแน่นหนึ่งด้านส่วนด้านที่เหลือปล่อยอิสระ (CFFF) นั้นจะมีค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติน้อยกว่าแบบ
เงื่อนไขขอบเขตอ่ืน ๆ เนื่องจากมีด้านที่ถูกบังคับหรือยึดไว้น้อยสุด  
 
ตารางท่ี 7.11 การเปรียบเทียบค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติ ( 2

0 0( / ) /a h E   ) ส าหรับ
โครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน ( /a h  = 10) 

B.C. Source n  = 0 n  = 0.5 n  = 1 n  = 2 n  = 5 n  = 10 
  1-2-1 layer thickness ratio (hard core) 

CFFF Present 0.3284 0.2820 0.2573 0.2323 0.2090 0.1998 
 Ref.[106] 0.3285 0.2821 0.2573 N/A 0.2090 0.1998 

CSSS Present 2.1449 1.8548 1.6979 1.5386 1.3884 1.3288 
 Ref.[106] 2.1425 1.8548 1.6979 N/A 1.3884 1.3287 

CFSC Present 1.5923 1.3764 1.2597 1.1413 1.0298 0.9855 
CFFC Present 0.6390 0.5505 0.5030 0.4550 0.4100 0.3922 
CFCC Present 2.1177 1.8384 1.6864 1.5314 1.3846 1.3260 
CCSS Present 2.4228 2.0994 1.9239 1.7453 1.5765 1.5092 

  2-2-1 layer thickness ratio (hard core) 
CFFF Present 0.3284 0.2771 0.2494 0.2218 0.1974 0.1888 
CSSS Present 2.1453 1.8230 1.6469 1.4699 1.3118 1.2554 
CFSC Present 1.5926 1.3528 1.2218 1.0904 0.9731 0.9312 
CFFC Present 0.6391 0.5410 0.4877 0.4345 0.3873 0.3706 
CFCC Present 2.1184 1.8076 1.6366 1.4640 1.3090 1.2533 
CCSS Present 2.4235 2.0638 1.8666 1.6679 1.4899 1.4261 

 
ตารางท่ี 7.12 การเปรียบเทียบค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติ ( 2

0 0( / ) /a h E   ) ส าหรับ
โครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน ( /a h  = 10) 

B.C. Source n  = 0 n  = 0.5 n  = 1 n  = 2 n  = 5 n  = 10 
  1-2-1 layer thickness ratio (soft core) 

CFFF Present 0.1671 0.2612 0.2903 0.3118 0.3267 0.3314 
 Ref.[106] 0.1672 0.2612 0.2902 N/A 0.3266 0.3314 

CSSS Present 1.0917 1.6775 1.8592 1.9960 2.0933 2.1248 
 Ref.[106] 1.0917 1.6775 1.8592 N/A 2.0934 2.1248 

CFSC Present 0.8105 1.2467 1.3820 1.4838 1.5561 1.5794 
CFFC Present 0.3253 0.5046 0.5601 0.6016 0.6306 0.6397 
CFCC Present 1.0779 1.6404 1.8157 1.9488 2.0449 2.0766 
CCSS Present 1.2332 1.8856 2.0883 2.2416 2.3515 2.3874 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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  2-2-1 layer thickness ratio (soft core) 
CFFF Present 0.1672 0.2642 0.2917 0.3110 0.3231 0.3263 
CSSS Present 1.0919 1.7003 1.8751 2.0001 2.0819 2.1054 
CFSC Present 0.8106 1.2635 1.3936 1.4865 1.5470 1.5644 
CFFC Present 0.3253 0.5108 0.5637 0.6012 0.6251 0.6317 
CFCC Present 1.0782 1.6652 1.8353 1.9583 2.0405 2.0650 
CCSS Present 1.2335 1.9125 2.1085 2.2494 2.3426 2.3699 

 
7.2.2 ผลเฉลยการสั่นสะเทือนแบบบังคับ (ภายใต้แรงกระท าหนึ่งแรง) 

ในหัวข้อนี้จะเป็นการน าเสนอผลการสั่นสะเทือนแบบบังคับของแผ่นบางซ่ึงอยู่ภายใต้
แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ ดังนั้นสิ่งจ าเป็นอย่างแรกคือตรวจความถูกต้องของแบบจ าลอง และ
เนื่องจากแบบจ าลองของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันที่อยู่ภายใต้แรงกระท า
แบบเคลื่อนที่เป็นวิจัยใหม่และไม่มีข้อมูลที่ใช้ในการตรวจความถูกต้อง ดังนั้น เพ่ือจะตรวจสอบความ
ถูกต้องจะท าการปรับเปลี่ยนวัสดุของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันไปใช้วัสดุ
เนื้อเดียว (Homogeneous materials) ที่อยู่ภายแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ โดยวิธีปรับเปลี่ยนนั้นจะ
ท าการก าหนดค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ ( n ) .ให้เท่ากับศูนย์ ซึ่งผลลัพธ์ที่ได้นั้นจะน าไป
เปรียบเทียบผลกับแบบจ าลองเชิงวิเคราะห์ (analytical model) [107] โดยแบบจ าลองเชิงวิเคราะห์
จะใช้เงื่อนไขขอบเขตแบบ SSSS และอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ แสดงดังสมการต่อไปนี้ 
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 oP   คือ แรงกระท าบนโครงสร้างแผ่นบางในหน่วยนิวตัน 
 pv   คือ ความเร็วของแรงที่เคลื่อนที่บนโครงสร้างแผ่นบางในหน่วยเมตรต่อวินาที 

( , , )w x y t   คือ ค่าระยะการโก่ง ณ เวลาใด ๆ ในหน่วยเมตร 
 

ในการเปรียบเทียบทั้งสองแบบจ าลองของแผ่นบางจะเลือกใช้วัสดุ เนื้อเดียวคืออะลูมิเนียม 
(Al) โดยมีค่ามอดูลัสของความยืดหยุ่น ( E ) เท่ากับ 70 GPa ความหนาแน่น (  ) เท่ากับ 2700 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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kg/m3 อยู่ภายใต้แรงกระท าหนึ่งแรงที่เคลื่อนไปตามแนวแกน x  ด้วยความเร็วคงที่ (
pv ) ณ 

ต าแหน่งกึ่งกลางแผ่น ( y  = 0) โดยผลลัพธ์แสดงดังรูปที่ 7.26 ซึ่งแกน x  แทนด้วยเวลา แกน y  
แทนด้วยระยะการโก่งของแผ่นบาง ณ ต าแหน่งกึ่งกลางแผ่นบาง เห็นได้ว่าผลลัพธ์ทั้ง 2 แบบจ าลอง
นั้นมีความสอดคล้องกันและเป็นที่ยอมรับได้ 

 

 
รูปที่ 7.26 กราฟเปรียบเทียบค่าระยะการโก่งของแผ่นบางของวัสดุไอโซทรอปิก ณ ต าแหน่งกึ่งกลาง

แผ่นบาง ณ เวลาใด ๆ ( 1, 1, 0.03, 50 m/spa b h v    ) 
 
 หลังจากตรวจสอบความถูกต้องถึงการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบบังคับ หลังจากนี้
แบบจ าลองของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบ
เคลื่อนที่จะถูกน ามาวิเคราะห์หลาย ๆ พารามิเตอร์ ตัวอย่างเช่น ความเร็วของแรงที่เคลื่อนที่บนแผ่น
บาง, มุมเฟสและความถี่ที่ใช้กระตุ้นแรง อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น เงื่อนไขขอบเขต เป็นต้น และ
เพ่ือให้การแสดงผลลัพธ์อยู่ในรูปแบบมาตรฐาน ดังนั้นระยะการโก่งของแผ่นจะถูกปรับเปลี่ยนให้อยู่ใน
รูปแบบไร้มิติ ซึ่งหาได้โดยน าค่าระยะการโก่ง ณ ต าแหน่งกึ่งกลางแผ่นบาง ( (0,0, )w t ) หารด้วย
ระยะการโก่งของโครงสร้างแผ่นบางแบบสถิตยศาสตร์ที่ใช้วัสดุอลูมิเนียมนั้นคือ 2 3

0 mD P a E h  

โดยที่ 0P  คือแรงกระท าแบบจุดตรงกลางแผ่นบาง โดยทั้งขนาดของแรงที่กระท าแบบเคลื่อนที่และ

กระท าแบบจุด( 0P ) จะก าหนดให้เท่ากับ 500 kN และแบ่งช่วงเวลาที่แรงเคลื่อนบนแผ่นบางเป็น

จ านวน 400 ส่วนตลอดงานวิจัยนี้ 

 พิจารณารูปที่ 7.27 แสดงถึงพฤติกรรมทางด้านพลวัตของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิช
จากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่จ านวนหนึ่งแรง โดยกราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ 
ณ ต าแหน่งกึ่งกลางแผ่นบาง (0,0, )w t และเทียบกับเวลาไร้มิติ ( *

p pt x a v t a  ) โดยแผ่นบางมี
ชั้นแกนกลางอ่อน เงื่อนไขขอบเขตแบบ SSSS จากรูปสังเกตให้เห็นว่าแผ่นบางที่มีอัตราส่วนความ
หนาแบบ 3-2-1 จะมีระยะโก่งไร้มิติมากสุด เพราะว่าสัดส่วนผสมของเฟสเซรามิกมีค่าน้อยสุด ดังนั้น
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แผ่นบางจึงมีความยืนหยุ่นสูง ขณะที่แผ่นบางที่มีอัตราส่วนความหนาแบบ 1-0-1 (ไม่มีชั้นแกนกลางที่
เป็นโลหะ) นั้นจะมีค่าเปอร์เซ็นต์ผสมของเฟสเซรามิกมากสุด เป็นผลให้ระยะโก่งไร้มิติน้อยสุด  
 

 
รูปที่ 7.27 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันที่ค่าอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นต่าง ๆ ( / 20, 2, 50m/s, 0p ia h n v     ) 
 

  
(ก) ชั้นแกนกลางแข็ง (ข) ชั้นแกนกลางอ่อน  

รูปที่ 7.28 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันที่เงื่อนไขขอบเขตต่างกัน ( / 20, 2, 50m/s, 0p ia h n v     ) 

 
 รูปที่ 7.28 แสดงระยะโก่งไร้มิติของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้แรง
กระท าแบบเคลื่อนที่จ านวนหนึ่งแรง โดยใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 1-1-1 เงื่อนไขขอบเขต
ทั้งแบบ SSSS และ CCCC โดยรูปที่ 7.28(ก) และ รูปที่ 7.28(ข) โครงสร้างแผ่นบางใช้ชั้นแกนกลาง
แบบแข็งและชั้นแกนกลางแบบอ่อน ตามล าดับ แน่นอนว่าระยะการโก่งไร้มิติของแผ่นบางที่มีเงื่อนไข
ขอบเขตเป็น CCCC จะมีค่าน้อยกว่าแบบ SSSS และสังเกตอีกได้ว่าแผ่นบางที่ใช้แกนกลางอ่อนจะมี
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ค่าระยะโก่งน้อยกว่าแผ่นบางที่ใช้แกนกลางแข็ง เหตุผลเพราะว่าแผ่นบางที่ใช้แกนกลางอ่อนแผ่นปะ
กบบนและล่างที่เป็นวัสดุเชิงฟังก์ชันโดยสัดส่วนเปอร์เซ็นตส์่วนใหญ่เป็นเซรามิก 
 

 
รูปที่ 7.29 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันที่ค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุต่าง ๆ ( / 20, 50m/s, 0p ia h v    ) 
 
 ล าดับถัดไปจะพิจารณาผลกระทบของค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ ( n ) ที่มีผลต่อระยะ
โก่งไร้มิติของแผ่นบาง ดังรูปที่ 7.29 ได้แสดงระยะโก่งไร้มิติของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่จ านวนหนึ่งแรง โดยใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 1-1-
1 เงื่อนไขขอบเขตเป็น CCCC ชั้นแกนกลางอ่อน จากรูปแสดงให้เห็นว่าเมื่อเพ่ิมค่าดัชนีสัดส่วน
ปริมาตรของวัสดุเผลก็คือจะท าให้ระยะโก่งไร้มิติของแผ่นบางลดลง เนื่องจากว่าการเพ่ิมค่าดัชนี
สัดส่วนปริมาตรของวัสดุท าให้สัดส่วนเปอร์เซ็นต์ ของเฟสเซรามิกเพ่ิมขึ้นในชิ้นส่วนแผ่นปะกบบนและ
ล่างของแผ่นบางแบบแซนด์วิชในกรณีที่โครงสร้างแซนด์วิชมีชั้นแกนกลางอ่อน 
 รูปที่ 7.30 พิจารณากราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุดของแต่ละความเร็ว ณ ต าแหน่ง
กึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่หนึ่งแรง 
สภาวะเงื่อนไขขอบเขตเป็นแบบ CCCC แกนกลางอ่อนและใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 2-2-
1 (แบบไม่สมมาตร) สังเกตได้ว่าค่าระยะโก่งไร้มิติสูงสุดมีค่าแกว่ง ณ ต าแหน่งความเร็วเริ่มต้นหลัง
จากนั้นค่าจะเพ่ิมขึ้นอย่างรวดเร็วจนถึงจุดสูงสุดซึ่งเรียกว่าค่าความเร็ววิกฤตหลังจากนั้นระยะโก่ง
สูงสุดก็จะลดลงหลังจากผ่านจุดความเร็ววิกฤต และสังเกตเห็นอีกว่าระยะโก่งไร้มิติลดลงเมื่อเพ่ิมค่า
ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุซึ่งเหตุผลเนื่องการเพ่ิมขึ้นเฟสเซรามิกของแผ่นปะกบบนล่างเพ่ิมขึ้นเมื่อ
ท าการเพ่ิมค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ และจากรูปสังเกตเห็นว่าต าแหน่งความเร็ววิกฤตของแต่
ละเส้นกราฟจะเพ่ิมขึ้นเมื่อโครงสร้างมีความแข็งแรงขึ้น เหตุผลเพราะว่าโครงสร้างแผ่นบางที่มีความ
แข็งก็ตอบสนองต่อความถี่สูง ๆ ได้ดตีามไปด้วยเช่นกัน 
 กราฟต่อไปจะท าการแบ่งพ้ืนที่กราฟออกเป็น 2 ส่วนคือส่วนที่มีการสั่นสะเทือนแบบบังคับ (

*0 1t  ) และส่วนมีการสั่นสะเทือนแบบอิสระ การสั่นสะเทือนแบบอิสระจะเกิดขึ้นเมื่อแรงที่

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.005

0.01

0.015

0.02

Normalized time, t*

w
(0

,0
,t

)/
D

 

 
n = 0.5

n = 1

n = 2

n = 5

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



169 

 
 

กระท าบนแผ่นบางนั้นเคลื่อนที่ผ่านไปนั้นคือเมื่อ * 1t   โดยกราฟจะแสดงถึงระยะการโก่งไร้มิติ ณ 
ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่หนึ่งแรง ดังแสดงในรูป
ที่ 7.31 โดยก าหนดสภาวะเงื่อนไขขอบเขตทั้งแบบ CCCC และ SSSS ชั้นแกนกลางอ่อนและใช้
อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 2-1-2 แน่นอนว่าในช่วงการสั่นสะเทือนแบบบังคับนั้นค่าระยะโก่ง
ของแผ่นบางในกรณีเงื่อนไขขอบเขตแบบ SSSS มากกว่าเงื่อนไขขอบเขตแบบ CCCC หากพิจารณา
ระยะโก่งไร้มิตใินช่วงการสั่นสะเทือนแบบอิสระเงื่อนไขขอบเขตแบบ SSSS จะมีระยะโก่งไร้มิติสูงกว่า 
เนื่องจากค่าพลังงาน ณ ช่วงเวลา * 1t   นั้นจะมีค่ามากว่าแบบ CCCC 
 

 
รูปที่ 7.30 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุดของแต่ละความเร็ว ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบาง

แบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันที่ค่าความเร็วต่าง ๆ กัน ( / 20, 0ia h    ) 
 

 
รูปที่ 7.31 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชัน ( / 20, 2, 50m/s, 0p ia h n v     ) 
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7.2.3 ผลเฉลยการสั่นสะเทือนแบบบังคับ (ภายใต้แรงกระท าหลายแรง) 
พิจารณาโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันอยู่ภายใต้แรงกระท า

จ านวน 1-3 แรง แสดงดังรูปที่ 7.32 โดยรูปแสดงให้เห็นถึงระยะการโก่งไร้มิติของแผ่นบางซึ่งใช้
อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 1-1-1 สภาวะเงื่อนไขขอบเขตเป็นแบบจุดรองรับอย่างง่ายทั้ง 4 
ด้าน ชั้นแกนกลางอ่อน เมื่อพิจารณากรณีแรงเคลื่อนที่พร้อมกันจ านวน 3 แรง แรงแรกจะเริ่ม
เคลื่อนที่เข้าทางด้านซ้ายของแผ่นบางนั้นคือต าแหน่ง x  = -0.5 a  ที่เวลา t  = 0 จากนั้นแรงที่สอง
และแรงที่สามจะเคลื่อนที่เข้าบนแผ่นบางเมื่อเวลา / pt d v  และ 2 / pt d v ตามล าดับ และเมื่อ
ถึงเวลา / pt a v แรงแรกจะเคลื่อนที่ออกจากแผ่นบางและแรงที่สองและแรงที่สามจะเคลื่อนที่ออก
จากแผ่นบางเมื่อเวลา ( ) / pt a d v  และ ( 2 ) / pt a d v  ตามล าดับ จากกราฟเส้นจะเห็นว่า
แรงที่กระท าบนแผ่นบางซึ่งเคลื่อนที่ไปพร้อมกัน 3 แรงนั้นจะมีระยะโก่งไร้มิติสูงสุด เนื่องจากผลร่วม
ของแรงทั้ง 3 ที่กระท าบนแผ่นบางมีมากว่าแรงที่กระท าบนแผ่นบางจ านวน 1 และ 2 แรง  
 

 
รูปที่ 7.32 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันภายใต้จ านวนแรง 1 – 3 แรง ( / 20, 2, 50m/s,  = /8 m, 0p ia h n v d a     ) 
 
 รูปที่ 7.33 แสดงถึงค่าระยะโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ค่าความเร็วของแรงต่าง ๆ ที่กระท าบนแผ่น
บาง โดยที่แผ่นบางใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 1-1-1 มีชั้นแกนกลางแข็ง เงื่อนไขขอบเขต
เป็นแบบจุดรองรับอย่างง่ายทั้ง 4 ด้าน จะเห็นได้ว่าค่าระยะโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ความเร็วต่าง ๆ นั้นจะ
ค่อย ๆเ พ่ิมขึ้นทีละน้อย หลังจะนั้นระยะโก่งไร้มิติจะเพ่ิมขึ้นอย่างรวดเร็วจนถึงจุด ๆ หนึ่งและจะ
ลดลงเมื่อความเร็วของแรงเพ่ิมขึ้น ซึ่งค่าความเร็วที่ท าให้เกิดค่าระยะโก่งสูงสุดนี้เรียกว่า ความเร็ว
วิกฤต (critical velocity) อย่างที่กล่าวมาก่อนหน้านี้ระยะโก่งไร้มิติจะลดลงเมื่อผ่านจุดความเร็ว
วิกฤต แน่นอนว่าแรงที่กระท าบนแผ่นบางที่เคลื่อนที่ไปพร้อมกัน 3 แรงนั้นจะมีระยะโก่งไร้มิติมากสุด
และค่าความเร็ววิกฤตก็จะมีค่ามากกว่าอีกสองกรณีด้วยเช่นกัน เหตุผลเพราะช่วงเวลาที่แรงกระท าอยู่
บนแผ่นบางนั้นนานกว่ากรณีท่ีมีแรงจ านวน 1 แรง และ 2 แรง ต่อไปจะพิจารณาถึงระยะห่างระหว่าง
แรง ( d ) ดังรูปที่ 7.34 แสดงระยะโก่งไร้มิติสูงสุดของแผ่นบาง ณ ความเร็วของแรงต่าง ๆ โดย
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ก าหนดให้แรงเคลื่อนที่ไปพร้อมกัน 2 แรง และโครงสร้างแผ่นบางมีอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นเป็น
แบบ 1-1-1 ชั้นแกนกลางอ่อนและถูกยึดแน่นทั้ง 4 ด้าน (CCCC) สังเกตว่าถ้าก าหนดให้ระยะ d  
น้อยลง (แรงสองแรงอยู่ใกล้กัน) แน่นอนว่าจะท าให้เกิดระยะโก่งไร้มิติมากกว่าแรงสองแรงที่อยู่ห่าง
กัน ประเด็นเรื่องความเร็ววิกฤต แน่นอนจะขึ้นกับเวลาที่แรงกระท าบนโครงสร้างแผ่นบางซึ่งแผ่นบาง
สามารถตอบสนองได้ ในกรณีที่ระยะเวลาที่แรงกระท าบนแผ่นบางมีค่าน้อย ๆ (ความเร็วสูง ๆ) 
โครงสร้างแผ่นบางจะตอบสนองไม่ทันกับช่วงเวลาของแรงที่กระท าดังกล่าว ซึ่งท าให้ระยะการโก่ง
ลดลงนั้นเอง ดังนั้นจุดความเร็ววิกฤตของแรงที่มีระยะห่าง d = a /4 ก็จะมีจุดความเร็ววิกฤต
มากกว่าอีก 2 กรณี 
 

 
รูปที่ 7.33 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุดของแต่ละความเร็ว ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของแผ่นบาง

แบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน ( / 20, 2,  = /8 m, 0ia h n d a    ) 
 

 
รูปที่ 7.34 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุดของแต่ละความเร็ว ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของแผ่นบาง

แบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน ( / 20, 2, 0)ia h n     
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รูปที่ 7.35 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจาก

วัสดุเชิงฟังก์ชัน ( / 20, 50m/s,  = /8 m, 0p ia h v d a    ) 
 
 พิจารณารูปที่ 7.35 แสดงระยะโก่งไร้มิติสูงสุดของโครงสร้างแผ่นบาง ณ ค่าดัชนีสัดส่วน
ปริมาตรของวัสดุ ( n ) ต่าง ๆ กัน โดยที่แผ่นบางใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 2-1-2 ชั้น
แกนกลางอ่อน สภาวะเงื่อนไขขอบเขตทั้ง 4 ด้านเป็นแบบ SSSS จากรูปแสดงให้เห็นว่าเมื่อเพ่ิมค่า
ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเป็นผลท าให้ระยะโก่งไร้มิติของแผ่นบางลดลง เนื่องจากว่าการเพ่ิมค่า
ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุท าให้สัดส่วนเปอร์เซ็นต์ของเฟสเซรามิกเพ่ิมขึ้นในชิ้นส่วนแผ่นปะกบบน
และล่างของแผ่นบางแบบแซนด์วิช แน่นอนว่าระยะโก่งไร้มิติสุดสุดเกิดขึ้นกรณีแรงกระท าพร้อมกัน
จ านวน 3 แรง 
 

  
(ก) ชั้นแกนกลางแข็ง (ข) ชั้นแกนกลางอ่อน 

รูปที่ 7.36 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุดของแต่ละความเร็ว ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของแผ่นบาง
แบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่จ านวน 3 แรง 

( / 20, 50m/s, 0)p ia h v    ) 
 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Material volume fraction index, n

M
a
x

.(
w

(0
,0

,t
)/

D
)

 

 
One load

Two loads

Three loads

0 1 2 3 4
0

0.05

0.1

0.15

0.2

Material volume fraction index, n

M
a
x

.(
w

(0
,0

,t
)/

D
)

 

 

d = a/4

d = a/6

d = a/8

0 1 2 3 4
0

0.05

0.1

0.15

0.2

Material volume fraction index, n

M
a
x

.(
w

(0
,0

,t
)/

D
)

 

 

d = a/4

d = a/6

d = a/8

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 

ไม่ว่ากรณีใดๆ ทั้งสิ้น อีกทั้งห้ามมิให้ดัดแปลงเนื้อหา และต้องอ้างอิงถึงเจ้าของเอกสารทุกครั้งที่มีการนำไปใช้ 



173 

 
 

ส่วนรูปที่ 7.36 แสดงค่าระยะโก่งไร้มิติสูงสุดของแผ่นบางแบบแซนด์วิชเทียบกับค่าดัชนีสัดส่วน
ปริมาตรของวัสดุ ซึ่งจะเปรียบกัน 2 กรณีคือกรณีชั้นแกนกลางแข็งและกรณีชั้นแกนกลางอ่อนโดยที่
แผ่นบางใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 3-2-1 ด้านทั้ง 4 ถูกยึดแน่น จากรูปแสดงให้ว่าระยะ
โก่งไร้มิตขิองแผ่นบางที่ใช้แกนกลางแข็งจะเพ่ิมข้ึนเมื่อค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเพ่ิมขึ้นดังแสดง
รูปที่ 7.36(ก) และจะให้ผลลัพธ์ในทางกลับกันในกรณีชั้นแกนกลางอ่อนดังแสดงรูปที่ 7.36(ข) ดัง
เหตุผลได้กล่าวไว้ก่อนหน้านี้ ประเด็นที่น่าสนใจกรณีโครงสร้างแผ่นบางแบบแกนกลางอ่อนคือระยะ
โก่งไร้มิติจะลดลงอย่างรวดเร็วในกรณีที่ค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุมีค่าน้อย ๆ นั้นหมายความ
การเพ่ิมสัดส่วนปริมาณเซรามิกบริเวณผิวของโครงสร้างก็เพียงพอในการเสริมความแข็งแรงให้กับ
โครงสร้าง 
 

  
(ก) ชั้นแกนกลางแข็ง (ข) ชั้นแกนกลางอ่อน 

รูปที่ 7.37 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่จ านวน 3 แรง ( / 20, 2,  = /8 m, 0ia h n d a    ) 

 
 พิจารณารูปที่ 7.37  แสดงระยะโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของแผ่นบางภายใต้แรงกระท า
แบบเคลื่อนที่จ านวน 3 แรง ซึ่งแผ่นบางใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 3-2-1 รูปที่ 7.37(ก) ชั้น
แกนกลางแข็งและรูปที่ 7.37(ข) ชั้นแกนกลางอ่อน สภาวะเงื่อนไขขอบเขตทั้ง 4 ด้านเป็นแบบ SSSS 
สังเกตได้ว่าค่าระยะโก่งไร้มิติที่เกิดขึ้นสูงสุดของแรงแต่ละความเร็ว (10, 20, 40, 80 m/s) ไม่มีความ
แตกต่างกันมากนัก ยกเว้นถ้าเทียบกับกรณีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ซึ่งมีความเร็วสูง ๆ ระยะโก่งไร้มิติ
สูงสุดก็จะเพ่ิมขึ้นอย่างชัดเจน ดังอธิบายไว้ก่อนหน้านี้ถึงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของแรงและ
ระยะโก่งไร้มิติ 
 การศึกษาแบบจ าลองที่ได้กล่าวไว้ก่อนหน้านี้จะไม่พิจารณาแรงที่เคลื่อนที่ แบบฮาร์โมนิก 
ดังนั้นหลังจากนี้จะพิจารณาผลกระทบทางด้านพลวัตของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ในลักษณะสั่นแบบฮาร์โมนิกพร้อมกันจ านวน 3 แรง โดยแต่ละ
แรงที่เคลื่อนที่บนแผ่นบางจะถูกก าหนดให้สั่นด้วยความถี่ธรรมชาติของแผ่นบางนั้นคือ 1i    
โดยทั่วไปเมื่อระบบอยู่ใต้การสั่นพ้องแน่นอนว่าค่าระยะโก่งของคานหรือแผ่นบางก็จะสูงมาก ๆ เป็น
เหตุระบบเสียหายได้ พิจารณารูปที่ 7.38 โครงสร้างแบบชั้นแกนกลางอ่อน สภาวะเงื่อนไขขอบเขต
แบบ SSSS เห็นว่าแผ่นบางจะเกิดการสั่นพ้องโดยขนาดของระยะโก่งไร้มิติจะเพ่ิมขึ้นสูงขึ้นเรื่อย ๆ 
เมื่อแรงกระท าแบบเคลื่อนที่ถูกกระตุ้นด้วยค่าความถี่ท่ีตรงกับค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่นบาง 
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รูปที่ 7. 38 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชัน (
1/ 20, 2, 50m/s,  = /8 m,p ia h n v d a      ) 

 

  
(ก) vp = 20 m/s (ข) vp = 40 m/s 

  
(ค) vp = 60 m/s (ง) vp = 80 m/s 

รูปที่ 7.39 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันที่ค่าความเร็วต่าง ๆ กัน (ก) vp = 20 m/s (ข) vp = 40 m/s (ค) vp = 60 m/s  

(ง) vp = 80 m/s (
1/ 20, 2,  = /8 m, ia h n d a     ) 
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ต่อมารูปที่ 7.39 จะเป็นการศึกษาผลกระทบของค่ามุมเฟส ( i ) ของแรงที่เคลื่อนที่ใน
ลักษณะฮาร์โมนิกจ านวน 3 แรง โดยแบ่งเป็น 3 กรณี ดังนี้ 

กรณีท่ี 1   1 2 3 0      
กรณีท่ี 2   1 2 30, , 0       
กรณีท่ี 3  1 2 3, 0,        
ในการศึกษานี้แผ่นบางใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 2-2-1 ชั้นแกนกลางอ่อน สภาวะ

เงื่อนไขขอบเขตทั้ง 4 ด้านเป็นแบบจุดรองรับอย่างง่าย ซึ่งรูปที่ 7.39(ก) – รูปที่ 7.39(ง) ได้แสดงแรง
กระท าแบบเคลื่อนที่มีความเร็ว 20, 40, 60 และ 80 m/s ตามล าดับ ผลลัพธ์แสดงให้เห็นว่ามุมเฟส
ของแต่ละแรงที่กระท าบนโครงสร้างแผ่นบางในกรณีที่ 1 ( 1 2 3 0     ) ระยะโก่งไร้มิติของ
แผ่นบางจะมมีากกว่า กรณีที่ 2 และ กรณีที่ 3 เหตุผลเนื่องจากขนาดของแรงที่เคลื่อนแบบฮาร์โมนิก
(กรณีที่ 2 และ 3) มุมเฟสจะตรงกันข้ามเป็นผลให้ขนาดของแรงหักล้างกัน ต่อมาพิจารณาด้าน
ความเร็วโดยความเร็วของแรงที่เคลื่อนที่ด้วยความเร็ว 20 m/s มีระยะโก่งไร้มิติสูงสุดเนื่องจากเวลาที่
แรงกระท าอยู่บนแผ่นบางใช้เวลานานกว่ากรณีความเร็วอื่น ๆ นั้นเอง 
 

  
(ก) / 4 md a   (ข) / 6 md a  

  
(ค) / 8 md a  (ง) /10 md a  

รูปที่ 7.40 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชัน (ก) / 4 m,d a (ข) / 6 m,d a  (ค) / 8 m,d a (ง) /10 md a

1( / 20, 2,  = 50 m/s, )p ia h n v      
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ต่อมาเป็นการศึกษาผลกระทบของระยะห่างระหว่างแรงทั้ง 3 แรงซึ่งแบ่งได้ 4 กรณี คือ d  = a /4, 
d  = a /6, d  = a /8 และ d  = a /10 แสดงดังรูปที่ 7.40 จากรูปแสดงให้ว่าระยะโก่งไร้มิติทั้ง 4 
กรณีไม่มีความแตกต่างกันมากเนื่องระยะเวลาของแรงทั้ง 3 แรงที่กระท าอยู่บนแผ่นบางไม่แตกแต่ง
กันมากนะ 
 

 
รูปที่ 7.41 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันที่เงื่อนไขขอบเขตต่างกัน ( 1/ 20, 2,  = /8 m, 50 m/s ,p ia h n d a v      ) 
 

 
รูปที่ 7.42 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง

ฟังก์ชันที่ค่าอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นต่าง ๆ กัน
 

1( / 20, 2,  = /8 m, 50 m/s , )p ia h n d a v       
  
รูปที่ 7.41 และ รูปที่ 7.42 แสดงถึงระยะโก่งไร้มิติของแผ่นบางอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่
จ านวน 3 แรงซึ่งเคลื่อนที่แบบแบบฮาร์โมนิกโดยมีความถี่ตรงกับความถี่ธรรมชาติของโครงสร้างแผ่น
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บางนั้นคือ 1i    และมุมเฟสทั้ง 3 แรงที่ใช้คือ 1 2 30, , 0       ก าหนดให้แผ่นบางใช้
แกนกลางแบบอ่อนและอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 2-2-1 จากรูปที่ 7.41 สังเกตว่าระยะการ
โก่งไร้มิตขิองแผ่นบางที่มีจุดรองรับแบบยึดแน่นทั้ง 4 ด้าน (CCCC) จะมีค่าน้อยกว่างเงื่อนไขขอบเขต
ที่มีจุดรองแบบอย่างง่าย (SSSS) ส่วนผลกระทบที่เกิดจากการปรับเปลี่ยนอัตราส่วนความหนาแต่ละ
ชั้นแบบต่าง ๆ นั้นแสดงได้ในรูปที่ 7.42 จากรูปแสดงได้ว่าค่าระยะโก่งไร้มิติของแผ่นบางที่อัตราส่วน
ความหนาแต่ละชั้นแบบต่าง ๆ นั้นไม่ค่อยแตกต่างกันตลอดช่วงเวลาที่แรงกระท า 
 
7.3 ผลเฉลยทางคณิตศาสตร์โครงสรา้งคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังกช์ันบน

พื้นฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สาม 
 ในหัวข้อนี้จะน าเสนอและวิเคราะห์ผลลัพธ์ของการสั่นสะเทือนทั้งแบบอิสระและแบบบังคับ
ของโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันบนพ้ืนฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สาม  
(TSDT) ซ่ึงทั้งคุณสมบัติของวัสดุและการหาความถี่ธรรมชาติไร้มิติที่ใช้ในแบบจ าลองนี้ก็จะเหมือนกับ
แบบจ าลองของโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันบนพ้ืนฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือน
ล าดับที่หนึ่ง (FSDT) โดยในการศึกษาหัวข้อนี้จะเน้นพิจารณาถึงความแตกต่างของผลลัพธ์ระหว่าง
ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งและทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สาม   
 
ตารางท่ี 7.13 ค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิตสิ าหรับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน บน
พ้ืนฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งและล าดับสาม  ( /L h  = 5, Soft core)  

BC n   Theory 1-0-1 2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1 
H-H 0.5 FSDT 4.5300 4.4134 4.3192 4.2983 4.1792 4.0953 

 TSDT 4.4426 4.3046 4.2270 4.1839 4.0821 3.9921 
 TSDT[108] 4.4427 4.3046 4.1960 4.1839 4.0504 3.9921 

 

1 FSDT 4.9463 4.8546 4.7450 4.7450 4.6057 4.5281 
 TSDT 4.8525 4.7178 4.6301 4.5858 4.4693 4.3663 
 TSDT[108] 4.8525 4.7178 4.5916 4.5858 4.4270 4.3663 

        

10 FSDT 5.2138 5.2851 5.1869 5.2759 5.1421 5.1507 
 TSDT 5.1848 5.1966 5.1143 5.1301 5.0135 4.9326 
 TSDT[108] 5.1848 5.1966 5.0866 5.1301 4.9700 4.9326 

         

C-C 0.5 FSDT 8.4906 8.2025 8.0071 7.9529 7.7094 7.5542 
 TSDT 8.0529 7.6645 7.5637 7.3931 7.2468 7.0556 
 TSDT[108] 8.0509 7.6627 7.5623 7.3914 7.2456 7.0539 

        

1 FSDT 9.3002 9.0172 8.7838 8.7496 8.4531 8.2939 
 TSDT 8.8244 8.3373 8.2285 7.9744 7.8066 7.5205 
 TSDT[108] 8.8221 8.3354 8.2273 7.9726 7.8056 7.5187 

        

10 FSDT 10.0894 10.0216 9.8035 9.8632 9.5497 9.4702 
 TSDT 9.9674 9.5634 9.4452 9.1215 8.9206 8.4182 
 TSDT[108] 9.9640 9.5608 9.4430 9.1193 8.9195 8.4162 

         เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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ตารางท่ี 7.14 ค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติส าหรับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน บน
พ้ืนฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งและล าดับที่สาม  ( /L h  = 20, Soft core) 
BC n  Theory 1-0-1 2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1 

H-H 0.5 FSDT 4.8651 4.7552 4.6492 4.6391 4.5065 4.4247 
 TSDT 4.8579 4.7460 4.6415 4.6294 4.4983 4.4160 
 TSDT[108] 4.8579 4.7460 4.6050 4.6294 4.4611 4.4160 

 

1 FSDT 5.3067 5.2332 5.1102 5.1297 4.9753 4.9078 
 TSDT 5.2990 5.2216 5.1006 5.1160 4.9637 4.8938 
 TSDT[108] 5.2990 5.2217 5.0541 5.0541 4.9121 4.8938 

        

10 FSDT 5.5324 5.6523 5.5458 5.6742 5.5310 5.5765 
 TSDT 5.5302 5.6452 5.5399 5.6621 5.5203 5.5575 
 TSDT[108] 5.5302 5.6452 5.5073 5.6621 5.4667 5.5575 

         

C-C 0.5 FSDT 10.8471 10.5916 10.2797 10.3277 9.9548 9.8469 
 TSDT 10.7769 10.5021 10.2074 10.2327 9.8778 9.7614 
 TSDT[108] 10.7743 10.4993 10.2050 10.2298 9.8754 9.7587 

        

1 FSDT 11.8358 11.6553 11.2842 11.4149 10.9624 10.9124 
 TSDT 11.7608 11.5416 11.1938 11.2802 10.8531 10.7741 
 TSDT[108] 11.7579 11.5383 11.1911 11.2767 10.8502 10.7706 

        

10 FSDT 12.3779 12.6185 12.3105 12.6470 12.2111 12.4046 
 TSDT 12.3586 12.5488 12.2566 12.5265 12.1108 12.2164 
 TSDT[108] 12.3564 12.5460 12.2541 12.5230 12.1079 12.2122 

         

 
 โดยตารางที่ 7.13 และตารางที่ 7.14 แสดงค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติโครงสร้างคานแบบ
แซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันโดยมีชั้นแกนกลางอ่อน จากตารางที่ 7.13 โครงสร้างคานแบบแซนด์วิช
ใช้อัตราส่วนความยาวต่อความสูง ( /L h ) เท่ากับ 5 พบว่าค่าความแตกต่างของความถี่ไร้มิติระหว่าง
ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งและทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามสูงสุดเท่ากับ 12.5% 
เกิดขึ้นในกรณีเงื่อนไขขอบเขตแบบ C-C ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเท่ากับ 10 ส่วนตารางที่ 7.14 
โครงสร้างคานแบบแซนด์วิชใช้อัตราส่วนความยาวต่อความสูง ( /L h ) เท่ากับ 20 พบว่าค่าความ
แตกต่างของความถ่ีไร้มิติสูงสุดเท่ากับ 1.5% สังเกตเห็นค่าอัตราส่วนความยาวต่อความสูง ( /L h ) จะ
เป็นตัวแปรส าคัญที่ท าให้เกิดความแตกต่างนั้นหมายความว่าถ้าอัตราส่วนความยาวต่อความสูงมีค่า
น้อยผลกระท าจากเครียดเฉือน (  ) ก็จะมีอิทธิพลมากซึ่งจะให้เกิดความแตกต่าง แต่ถ้าอัตราส่วน
ความยาวต่อความสูงมีค่ามาก ๆ อิทธิพลจากความเครียดเฉือนก็จะน้อยหรืออาจไม่ต้องน ามาพิจารณา
เหมือนกับทฤษฎีคานของออยเลอร์ 
 
 
 

เอกสารนี้เป็นเอกสารที่สงวนไว้สำหรับการใช้งานเพื่อการศึกษาเท่านั้น ไม่อนุญาตให้นำไปใช้ประโยชน์ด้านการค้า 
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ตารางท่ี 7.15 ค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติส าหรับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน บน
พ้ืนฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งและล าดับสาม  ( /L h  = 5, Hard core) 
BC n  Theory 1-0-1 2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1 

H-H 0.5 FSDT 4.1214 4.2284 4.3038 4.3239 4.4113 4.4747 
 TSDT 4.1268 4.2351 4.3091 4.3303 4.4167 4.4798 
 TSDT[108] 4.1268 4.2351 4.2945 4.3303 4.4051 4.4798 

 

1 FSDT 3.5646 3.7197 3.8473 3.8660 4.0105 4.1028 
 TSDT 3.5735 3.7297 3.8557 3.8755 4.0188 4.1105 
 TSDT[108] 3.5735 3.7298 3.8187 3.8755 3.9896 4.1105 

        

10 FSDT 2.6811 2.7202 2.9651 2.8671 3.1514 3.2241 
 TSDT 2.6932 2.7355 2.9772 2.8808 3.1636 3.2356 
 TSDT[108] 2.6932 2.7355 2.8669 2.8808 3.0588 3.2356 

         

C-C 0.5 FSDT 8.2804 8.4814 8.5860 8.6518 8.7814 8.9116 
 TSDT 8.3637 8.5759 8.6710 8.7462 8.8686 8.9983 
 TSDT[108] 8.3600 8.5720 8.6673 8.7423 8.8648 8.9942 

        

1 FSDT 7.2660 7.5764 7.7413 7.8504 8.0572 8.2750 
 TSDT 7.3694 7.6900 7.8422 7.9617 8.1590 8.3747 
 TSDT[108] 7.3661 7.6865 7.8390 7.9580 8.1554 8.3705 

        

10 FSDT 5.4163 5.6551 5.9277 5.9853 6.3413 6.6891 
 TSDT 5.5397 5.8079 6.0541 6.1261 6.4658 6.8115 
 TSDT[108] 5.5375 5.8059 6.0527 6.1240 6.4641 6.8087 

         

 
 โดยตารางที่ 7.15 และตารางที่ 7.16 แสดงค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติโครงสร้างคานแบบ
แซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันโดยมีชั้นแกนกลางแข็ง จากตารางที่ 7.15 โครงสร้างคานแบบแซนด์วิชใช้
อัตราส่วนความยาวต่อความสูง ( /L h ) เท่ากับ 5 พบว่าค่าความแตกต่างของความถี่ไร้มิติระหว่าง
ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งและทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามสูงสุดเท่ากับ 2.6% 
ส่วนตารางที่ 7.16 โครงสร้างคานแบบแซนด์วิชใช้อัตราส่วนความยาวต่อความสูง ( /L h ) เท่ากับ 20 
พบว่าค่าความแตกต่างของความถ่ีไร้มิติสูงสุดเท่ากับ 0.2% เท่านั้น 
 ล าดับถัดมาพิจารณาระยะโก่งไร้มิติของโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชบนพ้ืนฐานทฤษฎีการ
เปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งและล าดับที่สาม จากรูปที่ 7.43 แสดงถึงระยะการโก่งไร้มิติของโครงสร้าง
แบบแซนด์วิชภายใต้สภาวะเงื่อนไขขอบเขตแบบ H-H อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น 1-1-1 ซึ่งรูปที่ 
7.43(ข) เป็นโครงสร้างคานใช้แกนกลางอ่อน โดยเมื่อเปรียบเทียบกันทั้ง 2 ทฤษฎี พบว่าระยะโก่งไร้
มิติสูงสุดมีความแตกต่างกันประมาณ 8% และรูปที่ 7.43(ก) เป็นโครงสร้างคานแบบแกนกลางแข็ง
พบว่าระยะโก่งไร้มิติสูงสุดมีความแตกต่างกันประมาณ 0.8% เท่านั้น สังเกตได้ว่าโครงสร้างคานที่ใช้
แกนกลางอ่อนจะมีความแตกต่างเป็นนัยส าคัญกว่าโครงสร้างคานที่มีแกนกลางแบบแข็ง  
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ตารางท่ี 7.16 ค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติส าหรับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน บน
พ้ืนฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งและล าดับสาม  ( /L h  = 20, Hard core) 
BC n  Theory 1-0-1 2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1 

H-H 0.5 FSDT 4.3144 4.4285 4.5119 4.5320 4.6288 4.6975 
 TSDT 4.3148 4.4290 4.5123 4.5324 4.6292 4.6979 
 TSDT[108] 4.3148 4.4290 4.4970 4.5324 4.6170 4.6979 

 

1 FSDT 3.7140 3.8761 4.0153 4.0321 4.1900 4.2883 
 TSDT 3.7147 3.8768 4.0159 4.0328 4.1906 4.2889 
 TSDT[108] 3.7147 3.8768 3.9774 4.0328 4.1602 4.2889 

        

10 FSDT 2.8033 2.8177 3.0793 2.9652 3.2685 3.3398 
 TSDT 2.8041 2.8188 3.0802 2.9662 3.2694 3.3406 
 TSDT[108] 2.8041 2.8188 2.9662 2.9662 3.1613 3.3406 

         

C-C 0.5 FSDT 9.6884 9.9433 10.0941 10.1733 10.3608 10.5402 
 TSDT 9.6953 9.9513 10.1012 10.1813 10.3680 10.5474 
 TSDT[108] 9.6942 9.9501 10.1001 10.1800 10.3668 10.5460 

        

1 FSDT 8.3512 8.7150 8.9393 9.0634 9.3469 9.6335 
 TSDT 8.3602 8.7249 8.9481 9.0731 9.3558 9.6422 
 TSDT[108] 8.3594 8.7241 8.9474 9.0722 9.3550 9.6411 

        

10 FSDT 6.2981 6.3465 6.6779 6.6811 7.1188 7.5212 
 TSDT 6.3092 6.3594 6.6887 6.6928 7.1294 7.5316 
 TSDT[108] 6.3086 6.3590 6.6889 6.6924 7.1296 7.5311 

         

 

  
(ก) แกนกลางแข็ง (ข) แกนกลางอ่อน 

รูปที่ 7.43 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติ ณ ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันบนพ้ืนฐานทฤษฎี FSDT และ TSDT ( / 5, 0.5, 50 m/spL h n v   ) 
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(ก) แกนกลางแข็ง (ข) แกนกลางอ่อน 

รูปที่ 7.44 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจาก
วัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ ณ ความเร็วต่าง ๆ ( / 5, 0.5L h n  ) 

 

 
รูปที่ 7.45 กราฟแสดงระยะการโก่งไร้มิติสูงสุด ณ ต าแหน่งก่ึงกลางของแผ่นบางแบบแซนด์วิชจาก

วัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ ณ ความเร็วต่าง ๆ ( / 20, 0.5L h n  ) 
 
พิจารณาระยะการโก่งไร้มิติสูงสุดของโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน ณ ค่าความเร็ว
ต่าง ๆ กัน ดังแสดงรูปที่ 7.44 และรูปที่ 7.45 ซึ่งคานอยู่ภายใต้สภาวะเงื่อนไขขอบเขตแบบ H-H 
อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น 1-1-1 โดยจากรูปที่ 7.44(ข) ซึ่งโครงสร้างแบบแซนด์วิชเป็นแบบ
แกนกลางอ่อนจะมีค่าความแตกต่างเฉลี่ย ทั้ง 2 ทฤษฎี ตลอดช่วงความเร็วประมาณ 6.2% ส่วนรูปที่ 
7.44(ก) โครงสร้างแบบแกนกลางแข็ง จะมีค่าความแตกต่างเฉลี่ยทั้ง 2 ทฤษฎีประมาณ 0.4% ถัดมา
รูปที่ 7.45 ซึ่งโครงสร้างแบบแซนด์วิชเป็นแบบแกนกลางอ่อนซึ่งมี อัตราส่วนความยาวต่อความสูง (

/L h ) เท่ากับ 20 พบว่าไม่มีความแตกต่างเป็นนัยส าคัญทั้ง 2 ทฤษฎี ดังที่อธิบายไว้ก่อนหน้านี้ว่าถ้า
อัตราส่วนความยาวต่อความสูงมีค่ามาก ๆ อิทธิพลจากความเครียดเฉือนก็จะน้อยหรืออาจไม่ต้อง
น ามาพิจารณาเหมือนกับทฤษฎีคานของออยเลอร์ 
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บทท่ี 8 
สรุปผลการวิจัยและข้อเสนอแนะ 

 

 ในงานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จะเป็นการศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือนแบบอิสระและแบบบังคับ
ทั้งโครงสร้างคานและโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน  แต่จะมุ่งเน้นไปทางด้าน
การศึกษาทางด้านการสั่นสะเทือนแบบบังคับ โดยโครงสร้างคานหรือโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิช
จะประกอบไปด้วย 2 ส่วนหลักคือแผ่นประกบบนและล่าง (Face sheet) ที่ถูกสร้างขึ้นมาจากวัสดุ
วัสดุเชิงฟังก์ชัน(Functionally Graded Materials, FGMs) ซึ่งเป็นวัสดุคอมโพสิตประเภทหนึ่งและ
ส่วนที่สองคือชั้นแกนกลาง (Core) ถูกสร้างขึ้นมาจากวัสดุเนื้อเดียว (Homogeneous materials) 
โดยแบ่งออกเป็น 2 ประเภท คือ ชั้นแกนกลางอ่อน (soft core) และชั้นแกนกลางแข็ง (hard core) 
ซึ่งแบบจ าลองทั้งโครงสร้างคานและแผ่นบางอยู่บนพ้ืนฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่ง 
(First order shear deformation theory, FSDT) และทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สาม 
(third order shear deformation theory, TSDT) ซึ่งวิธีการหาผลเฉลยของปัญหาจะประยุกต์ใช้
หลักการพลังงาน (energy principle) ซึ่งพลังงานดังกล่าวหาได้จากความเค้น ความเครียด พลังงาน
จลน์และแรงภายนอกที่มากระท าและใช้ระเบียบวิธีของริทต์ (Ritz method) เพ่ือสมมุติฟังก์ชันของ
ระยะการกระจัดตามเงื่อนไขขอบเขตที่ก าหนด จากนั้นจะใช้วิธีการของลากรางจ์เพ่ือหาสมการการ
เคลื่อนที่ของระบบ ซึ่งการหาผลเฉลยของสมการเคลื่อนที่จะใช้วิธีการของนิวมาร์ค ( Newmark 
method) เพ่ือหาผลตอบสนองทางด้านพลวัตของโครงสร้างคานและโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิช
ที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน โดยจะพิจารณาพารามิเตอร์ต่าง ๆ ซึ่งมีผลต่อผลตอบสนองทางด้านพลวัต
ของโครงสร้างทั้งคานและแผ่นบาง เช่นโครงสร้างแบบแซนด์วิชที่ใช้ชั้นแกนกลางอ่อนและแกนกลาง
แข็ง ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ ความเร็วของแรงที่เคลื่อนที่ผ่านคานหรือแผ่นบาง จ านวนแรง 
ความถี่ของแรง อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น เงื่อนไขขอบเขตแบบต่าง ๆ อัตราส่วนความยาวต่อ
ความสูงของคานและค่าคงที่สปริง ( wK  และ sK ) เมื่อคานอยู่ภายใต้ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น ซึ่งจะ
สรุปเป็นหัวข้อต่าง ๆ ได้ดังนี้ 
 
8.1 สรุปผลโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
 8.1.1 การสั่นสะเทือนแบบอิสระ 

ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงการสรุปผลซึ่งเกี่ยวข้องกับการสั่นสะเทือนแบบ อิสระของ
โครงสร้างคานแบบแซนด์วิชที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งอยู่บนพ้ืนฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือน
ล าดับที่หนึ่ง (FSDT) แน่นอนว่าการตรวจสอบความถูกส่วนแรกของแบบจ าลองโครงสร้างคานคือ
ศึกษาการลู่เข้าของความถี่ธรรมชาติไร้มิติจากต่อจะเป็นการเปรียบผลลัพธ์ของค่าความถี่ธรรมชาติไร้
มิติกับงานวิจัยที่ได้ท ามาก่อนหน้านี้ ซึ่งผลสรุปนั้นไปในแนวทางที่สอดคล้องกัน โดยค่าพารามิเตอร์
หรือเงื่อนไขขอบเขตแบบต่าง ๆ ซึ่งมีอิทธิพลต่อค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติสามารถสรุปได้เป็นประเด็น
ต่าง ๆ ดังนี้ 
 เงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition)  
แน่นอนว่าเงื่อนไขขอบเขตที่มีจุดรองรับแบบยึดแน่นทั้งปลายคานทั้ง 2 ด้าน (C-C) นั้นจะมีค่าความถี่
ธรรมชาติไร้มิติสูงที่สุดเมื่อได้เปรียบเทียบกับเงื่อนไขขอบเขตที่มีจุดรอบรับแบบ C-H และจุดรองรับ
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แบบ H-H โดยที่ค่าความถ่ีธรรมชาติไร้มิติในกรณีจุดรองรับแบบ H-H จะได้ค่าน้อยสุดเมื่อเปรียบเทียบ
ทั้ง 3 กรณ ี
 อัตราส่วนความยาวต่อความสูง (Thickness ratio) 
การเพ่ิมอัตราส่วนความยาวต่อความสูง ( /L h ) ของโครงสร้างเป็นผลท าให้ค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติ
นั้นเพ่ิมขึ้น ทุก ๆ กรณี กล่าวคือยิ่งอัตราส่วนความยาวต่อความสูงมีค่าสูง โครงสร้างคานก็จะมีความ
สูงน้อยเมื่อเทียบความยาวเป็นผลท าให้คานอ่อน (ความถี่ธรรมชาติต่ า) และให้ผลในทางกลับกันถ้า
อัตราส่วนความยาวต่อความสูงมีค่าน้อย ๆ 
 ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชัน ( n ) คือพารามิเตอร์ที่บ่งบอกถึงสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ
ระหว่างโลหะกับเซรามิก ส าหรับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันในกรณีชั้นแกนกลาง
แข็ง จะพบว่าการเพ่ิมค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชันเป็นผลท าให้ค่าความถี่ธรรมชาติไร้
มิติลดลงซึ่งเป็นมาจากสัดส่วนของเฟสโลหะที่เพ่ิมขึ้นนั้นเอง และจะผลลัพธ์ในทางตรงกันข้ามกรณี
โครงสร้างคานแบบชั้นแกนกลางอ่อน 
 อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น (Layer thickness ratio) 
เมื่อพิจารณาประเด็นอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นพบว่าขึ้นอยู่สัดส่วนของทั้ง 2 เฟส (โลหะและเซรา
มิก) หมายความว่ายิ่งมีสัดส่วนเฟสโลหะผสมมากก็ท าให้โครงสร้างคานอ่อนและโครงสร้างคานจะแข็ง
ขึ้นเมื่อมีสัดส่วนเฟสเซรามิกเพ่ิมขึ้น ซึ่งจะมีผลกับความถี่ธรรมชาติไร้มิติ ยกตัวอย่างเช่น กรณี
โครงสร้างคานแบบชั้นแกนกลางแข็ง แน่นอนว่าอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 1-1-1 ก็จะมี
ความถี่ธรรมชาติไร้มิติสูงกว่าแบบ 2-1-2 ในทางกลับกันโครงสร้างคานแบบชั้นแกนกลางอ่อนที่มี
อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 2-2-1 ก็จะมีไร้มิติน้อยกว่าแบบ 2-1-2  
 ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น (Elastic foundation) 
ส่วนประเด็นสุดท้ายที่มีผลกระทบกับความถี่ธรรมชาติไร้มิติของโครงสร้างคานที่มีฐานรองรับแบบ
ยืดหยุ่น ซึ่งฐานรองรับแบบยืดหยุ่นนี้จะประกอบไปด้วยค่าคงที่สปริง 2 ค่าคือ wK และ sK  ซึ่งพบได้
ว่าการเพ่ิมค่าคงที่สปริงทั้งสองเป็นผลท าให้ค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติเพ่ิมเพ่ิมขึ้นโดยเฉพาะอย่างยิ่ง
เพ่ิมค่า sK   
 
 8.1.2 การสั่นสะเทือนแบบบังคับ 

ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงการสรุปผลซึ่งเกี่ยวข้องกับการสั่นสะเทือนแบบบังคับของ
โครงสร้างคานแบบแซนด์วิชที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน โดยในขั้นต้นแบบจ าลองของโครงสร้างคานได้
ถูกเปรียบเทียบกับแบบจ าลองเชิงวิเคราะห์ (analytical model) โดยใช้วัสดุเนื้อเดียวผลที่ได้นั้นมี
ความสอดคล้องกันเป็นที่ยอมรับได้ ไม่เพียงเท่านี้ แบบจ าลองโครงสร้างคานได้ท าการเปรียบเทียบกับ
งานวิจัยก่อนหน้านี้โดยใช้โครงสร้างคานแบบวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งผลลัพธ์มีความสอดคล้องเช่นกัน โดย
ในการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบบังคับจะศึกษาผลตอบสนองทางด้านพลวัตของคาน ในที่นี้คือ
ระยะการโก่งไร้มิติ โดยค่าพารามิเตอร์หรือเงื่อนไขขอบเขตแบบต่าง ๆ ซึ่งมีอิทธิพลต่อการตอบสนอง
ทางด้านพลวัตสามารถสรุปได้เป็นประเด็นต่าง ๆ ดังนี้ 
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 เงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition)  
ค่าระยะโก่งไร้มิติของโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันจะมีค่าสูงสุดเมื่อคานอยู่ใน
สภาวะเงื่อนไขขอบเขตแบบ H-H ถัดมาคือเงื่อนไขขอบเขตแบบ C-H และสุดท้ายระยะโก่งไร้มิติน้อย
สุดคือเงื่อนไขขอบเขตแบบ C-C  
 ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชัน ( n ) คือ พารามิเตอร์ที่บ่งบอกถึงสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ
ระหว่างโลหะกับเซรามิก ส าหรับโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันในกรณีชั้นแกนกลาง
แข็ง สรุปได้ว่าการเพ่ิมค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชัน (เพ่ิมสัดส่วนเฟสโลหะ) เป็นผลท า
ให้ระยะการโก่งไร้มิติเพ่ิมขึ้นและส่วนในกรณีโครงสร้างคานที่ใช้ชั้นแกนกลางอ่อนนั้นการเพ่ิมค่าดัชนี
สัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชัน (เพ่ิมสัดส่วนเฟสเซรามิก) เป็นผลให้ระยะโก่งไร้มิติลดลงอย่าง
รวดเร็วในช่วงแรก และยังพบว่าระยะโก่งไร้มิติกรณีคานแบบชั้นแกนกลางแข็งอาจจะมากกว่าหรือ
น้อยกว่าโครงสร้างคานที่มีชั้นแกนกลางอ่อนนั้นทั้งนี้จะขึ้นอยู่กับค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิง
ฟังก์ชัน (อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นที่เหมือนกัน)  
 อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น (Layer thickness ratio) 
พิจารณาประเด็นอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นพบว่าถึงกระทบต่อระยะการโก่งไร้มิติ จะขึ้นอยู่สัดส่วน
ระหว่างโลหะและเซรามิกเป็นหลัก ยกตัวอย่างเช่น กรณีโครงสร้างคานแบบชั้นแกนกลางแข็ง ความ
หนาแต่ละชั้นแบบ 1-2-1 ก็จะมีค่าระยะโก่งไร้มิติน้อยกว่าโครงสร้างคานแบบ 2-1-2 ซึ่งจากการ
จ าลองพบว่าโครงสร้างคานซึ่งมีอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 1-0-1 จะมีค่าระยะโก่งมิติสูงสุด 
ส่วนระยะโก่งไร้มิติต่ าสุดจะเป็นโครงสร้างคานแบบ 2-2-1 
 ความเร็วของแรง ( pv ) จ านวนแรงและระยะห่างระหว่างแรง ( d ) ที่กระท าบนโครงสร้างคาน 
เมื่อพิจารณาเรื่องความเร็วของแรงที่กระท าบนโครงสร้างคานจะพบว่าความเร็วของแรงที่เพ่ิมขึ้นเป็น
ผลท าให้ระยะโก่งไร้มิติเพ่ิมขึ้นเช่นกัน โดยที่ในช่วงความเร็วต่ า ๆ ค่าระยะโก่งจะมีการกระเพ่ือมหรือ
แกว่ง หลังจากผ่านช่วงนี้ค่าระยะโก่งจะเพ่ิมข้ึนอย่างเห็นได้ชัดจนถึงจุดสูงสุดจากนั้นค่าระยะโก่งไร้มิติ
จะลดลงเมื่อความเร็วเพ่ิมขึ้น โดยค่าความเร็วของแรงที่มีค่าระยะโก่งสูงสุดนี้เรียกว่า ค่าความเร็ว
วิกฤต (critical velocity) กล่าวคือเป็นความเร็วของแรงที่ท าให้เกิดระยะโก่งไร้มิติสูงสุด ในส่วน
จ านวนแรงที่กระบนโครงสร้างคานจะพบว่าเมื่อจ านวนแรงที่กระท าบนคานเพ่ิมขึ้นก็ยิ่งจะท าให้ระยะ
โก่งไร้มิติเพ่ิมข้ึนด้วยเช่นกัน จ านวนของแรงยังส่งผลถึงค่าความเร็ววิกฤต กล่าวคือเมื่อเพ่ิมจ านวนแรง
ที่เคลื่อนที่บนคานจะท าให้ค่าความเร็ววิกฤตเพ่ิมขึ้นด้วย ส่วนผลกระทบของค่าระยะห่างระหว่างแรง
ถึงระยะโก่งไร้มิติพบว่าเมื่อเพ่ิมค่าระยะห่างระหว่างแรงท าให้ระยะโก่งไร้มิติลดลงและจะมีผลตรงกัน
ข้ามเมื่อลดค่าระยะห่างระหว่างแรง และค่าความเร็ววิกฤตจะเพ่ิมขึ้นเมื่อค่าระยะห่างระหว่างแรง
เพ่ิมข้ึน 
 ความถี่ท่ีใช้กระตุ้นแรง ( ) และมุมเฟส ( ) 
พิจารณาความถ่ีที่ใช้กระตุ้นแรงพบว่าเมื่อก าหนดให้ค่าความถี่ที่ใช้กระตุ้นแรงตรงกับความถี่ธรรมของ
โครงสร้างคานผลลัพธ์จะท าให้โครงสร้างคานเกิดการสั่นพ้อง ซึ่งจะสั่นด้วยความถี่ธรรมชาติของคาน 
โดยขนาด (ระยะโก่งไร้มิติ) จะเพ่ิมขึ้นเรื่อย ๆ เมื่อเวลาผ่านไป เมื่อพิจารณาถึงมุมเฟสพบว่าสามารถ
ช่วยลดระยะโก่งไร้มิติโครงสร้างคานได้ 
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 ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น (Elastic foundation) 
ส่วนประเด็นสุดท้ายที่มีผลกระทบกับระยะโก่งไร้มิติของโครงสร้างคานที่มีฐานรองรับแบบยืดหยุ่น ซึ่ง
พบได้ว่าการเพ่ิมค่าคงที่สปริงทั้งสองเป็นผลท าให้ระยะโก่งไร้มิติลดลงโดยเฉพาะอย่างยิ่งเพ่ิมค่า sK

ระยะโก่งไร้มิติลดลงอย่างเห็นได้ชัด 
 
8.2 สรุปผลโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
 8.2.1 การสั่นสะเทือนแบบอิสระ 

ในหัวข้อจะเป็นกล่าวสรุปปัญหาการสั่นสะเทือนแบบอิสระของโครงสร้างแผ่นบางแบบ
แซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งอยู่บนพ้ืนฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่ง ซึ่งการแก้ปัญหา
ในโครงสร้างแผ่นจะใช้ระเบียบวิธีของริทต์ โดยการสมมุติฟังก์ชันระยะการกระจัดให้ถูกต้องทั้งด้าน x  
และด้าน y  ให้อยู่ในรูปพิกัดทั่วไปที่ขึ้นอยู่กับเวลาและฟังก์ชันรูปร่าง (shape function) ในรูปแบบ
ของฟังก์ชันพหุนามที่สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขต โดยรูปแบบของฟังก์ชันพหุนามที่เลือกใช้คือ 
ฟังก์ชันพหุนามแบบแกรมชมิดต์ (Gram-Schmidt polynomial) จากนั้นใช้วิธีการของลากรางจ์ใน
การหาสมการการเคลื่อนที่ต่อไป โดยโครงสร้างแผ่นบางในงานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จะพิจารณาเฉพาะ
แผ่นบางแบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสเท่านั้น อย่างที่กล่าวไว้ในโครงสร้างคานขั้นตอนแรกของการวิเคราะห์
แบบจ าลองนั้นจะต้องศึกษาการลู่ เข้าของความถี่ธรรมชาติและตรวจสอบค่าความถูกต้องของ
แบบจ าลองที่มีการสั่นสะเทือนแบบอิสระ ซึ่งในการศึกษาการลู่เข้าพบว่าจ านวนพจน์ ใช้ในการ
วิเคราะห์เท่ากับ 10 พจน์ ( m  = n  = 10) และตรวจสอบความถูกต้องกับงานวิจัยก่อนหน้านี้ซึ่งผลที่
ได้มีความสอดคล้องกันโดยค่าความแตกต่างไม่เกิน 5% โดยค่าพารามิเตอร์หรือเงื่อนไขแบบต่าง ๆ ซึ่ง
มีอิทธิพลต่อค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติสามารถสรุปได้เป็นประเด็นต่าง ๆ ดังนี้ 
 เงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition)  
พิจารณาเงื่อนไขขอบเขตของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันทั้ง 4 ด้าน ซึ่งส่งผล
ถึงค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติ ผลสรุปได้ว่าเงื่อนไขขอบเขตทั้ง 4 ด้านนั้นเป็นตัวแปรส าคัญ ถ้าถูกบังคับ 

(Constraint) ทั้ง 4 ด้านท าให้โครงสร้างแผ่นบางก็จะมีความถี่ธรรมชาติไร้มิติสูงกว่าโครงสร้างแผ่น
บางที่ถูกบังคับเพียงแค่บางด้านเท่านั้น เช่น โครงสร้างแผ่นบางที่มีเงื่อนไขขอบเขตแบบ CCCC (ถูก
บังคับแบบยึดแน่นทั้ง 4 ด้าน) ก็จะมีค่าความถ่ีธรรมชาติไร้มิติสูงกว่าเงื่อนไขขอบเขตแบบ SSSS (รอบ
รับอย่างง่ายทั้ง 4 ด้าน) และเงื่อนไขขอบเขตแบบ CFSC ก็จะมีค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติสูงกว่า
เงื่อนไขขอบเขตแบบ CFFC โดยเงื่อนไขขอบเขตแบบ CFFF ก็จะมีค่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติต่ าสุด 
 ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชัน ( n ) คือพารามิเตอร์ที่บ่งบอกถึงสัดส่วนปริมาตรของวัสดุ
ระหว่างโลหะกับเซรามิก ส าหรับโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันในกรณีชั้น
แกนกลางแข็ง จะพบว่าการเพ่ิมค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชันเป็นผลท าให้ค่าความถี่
ธรรมชาติไร้มิติลดลงซึ่งเป็นมาจากสัดส่วนของเฟสโลหะที่เพ่ิมขึ้นนั้นเอง และจะผลลัพธ์ในทางตรงกัน
ข้ามกรณีโครงสร้างแผ่นบางแบบชั้นแกนกลางอ่อน 
 อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น (Layer thickness ratio) 
เมื่อพิจารณาประเด็นอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นพบว่าถ้าสัดส่วนเฟสโลหะผสมมากก็ท าให้
โครงสร้างแผ่นบางอ่อนและจะแข็งขึ้นเมื่อมีสัดส่วนเฟสเซรามิกเพ่ิมมากขึ้น ซึ่งจะมีผลกับความถี่
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ธรรมชาติไร้มิติ ยกตัวอย่างเช่น กรณีโครงสร้างแผ่นบางแบบชั้นแกนกลางอ่อน อัตราส่วนความหนา
แต่ละชั้นแบบ 2-1-2 ก็จะมีความถ่ีธรรมชาติไร้มิติสูงกว่าแบบ 2-2-1  
 
 8.2.2 การสั่นสะเทือนแบบบังคับ 

ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงการสรุปผลซึ่งเกี่ยวข้องกับการสั่นสะเทือนแบบบังคับของ
โครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชที่ท ามาจากวัสดุเชิงฟังก์ชันภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ ก่อนการ
จ าลองพฤติกรรมทางด้านพลวัตของโครงสร้างแผ่นบาง แน่นอนว่าท าการตรวจสอบความถูกต้องกับ
แบบจ าลองเชิงเคราะห์ (analytical model) ของโครงสร้างแผ่นบางที่ท ามาจากวัสดุเนื้อเดียวและอยู่
ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ ซึ่งผลลัพธ์ทั้ง 2 แบบจ าลองมีความสอดคล้องกันเป็นที่ยอมรับได้ 
ล าดับถัดไปก็จะเป็นศึกษาผลกระทบในด้านต่าง ๆ ถึงโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันซึ่งอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่ โดยค่าพารามิเตอร์หรือเงื่อนไขแบบต่าง ๆ ซึ่งมีอิทธิพล
ต่อการตอบสนองทางด้านพลวัตสามารถสรุปได้เป็นประเด็นต่าง ๆ ดังนี้ 
 เงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition)  
ในแบบจ าลองโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันจะพิจารณาเงื่อนไขขอบเขต 2 
แบบคือ เงื่อนไขขอบเขตแบบ SSSS และเงื่อนไขขอบเขตแบบ CCCC เท่านั้น ซึ่งแน่นอนว่าระยะการ
โก่งไร้มิติของโครงสร้างแผ่นบางที่มีเงื่อนไขขอบเขตแบบ CCCC จะมีจะมีค่าสูงกว่าโครงสร้างแผ่นบาง
ที่มีเง่ือนไขขอบเขตแบบ SSSS  
 ดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชัน 
พิจารณาดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชัน ( n ) ซึ่งจะมีอิทธิพลต่อความแข็งแรงของโครงสร้าง 
โดยค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชันเป็นจะเป็นก าหนดสัดส่วนการผสมของวัสดุเชิงฟังก์ชัน
ซึ่งท ามาจากเซรามิกและโลหะ ซึ่งสามารถสรุปได้ว่าการเพ่ิมค่าดัชนีสัดส่วนปริมาตรของวัสดุเชิง
ฟังก์ชันส าหรับโครงสร้างแผ่นบางซึ่งมีชั้นแกนกลางแข็งจะเป็นผลท าให้ระยะโก่งไร้มิติมีค่าเพ่ิมขึ้น 
และจะลดลงส าหรับโครงสร้างแผ่นที่มีชั้นแกนกลางอ่อน ส าหรับโครงสร้างแผ่นบางทั้งชั้นแกนกลาง
แข็งและชั้นแกนกลางอ่อนซึ่งมี อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นที่เหมือนกันจะไม่สามารถบอกได้ว่า
โครงสร้างทั้งสองประเภทมีระยะโก่งไร้มิติมากหรือน้อยกว่ากันทั้งนี้ จะขึ้นอยู่กับค่าดัชนีสัดส่วน
ปริมาตรของวัสดุเชิงฟังก์ชัน  
 อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้น (Layer thickness ratio) 
พิจารณาประเด็นอัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นของโครงสร้างแผ่นบางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิง
ฟังก์ชันพบว่าถึงกระทบต่อระยะการโก่งไร้มิติซึ่งจะคล้ายกับโครงสร้างคานกล่าวคือจะขึ้นอยู่สัดส่วน
ระหว่างโลหะและเซรามิกเป็นหลัก ซึ่งจากการจ าลองพบว่าโครงสร้างแผ่นบางที่มีชั้นแกนกลางอ่อน
นั้นพบว่าโครงสร้างแผ่นบางที่ใช้อัตราส่วนความหนาแต่ละชั้นแบบ 3-2-1 จะมีค่าระยะโก่งมิติสูงสุด 
ส่วนระยะโก่งไร้มิติต่ าสุดจะเป็นโครงสร้างแผ่นบางแบบ 1-0-1 
 ความเร็วของแรง ( pv ) จ านวนแรงและระยะห่างระหว่างแรง ( d ) ที่กระท าบนโครงสร้างคาน 
เมื่อพิจารณาเรื่องความเร็วของแรงที่กระท าบนโครงสร้างแผ่นบางจะพบว่าความเร็วของแรงที่เพ่ิมขึ้น
เป็นผลท าให้ระยะโก่งไร้มิติเพ่ิมขึ้นเช่นกัน โดยที่ในช่วงความเร็วต่ า ๆ ค่าระยะโก่งจะมีการกระเพ่ือม
หรือแกว่ง หลังจากผ่านช่วงนี้ค่าระยะโก่งจะเพ่ิมขึ้นอย่างเห็นได้ชัดจนถึงจุดสูงสุดจากนั้นค่าระยะโก่ง
ไร้มิติจะลดลงเมื่อความเร็วเพ่ิมข้ึน โดยค่าความเร็วของแรงที่มีค่าระยะโก่งสูงสุดนี้เรียกว่า ค่าความเร็ว
วิกฤต (critical velocity) กล่าวคือเป็นความเร็วของแรงที่ท าให้เกิดระยะโก่งไร้มิติสูงสุด ในส่วน
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จ านวนแรงที่กระบนโครงสร้างแผ่นบางจะพบว่าเมื่อจ านวนแรงที่กระท าบนแผ่นบางเพ่ิมขึ้นก็ยิ่งจะท า
ให้ระยะโก่งไร้มิติเพ่ิมข้ึนด้วยเช่นกัน  
 ความถี่ท่ีใช้กระตุ้นแรง ( ) และมุมเฟส ( ) 
พิจารณาความถี่ท่ีใช้กระตุ้นแรงพบว่าเมื่อก าหนดให้ค่าความถี่ที่ใช้กระตุ้นแรงตรงกับความถี่ธรรมของ
โครงสร้างคาน เมื่อพิจารณาถึงมุมเฟสพบว่าสามารถช่วยลดระยะโก่งไร้มิติโครงสร้างแผ่นบางได้ 
 
8.3 สรุปผลโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันบนพื้นฐานทฤษฎีการ

เปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สาม (TSDT) 
 พิจารณาการสั่นสะเทือนแบบอิสระของโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งอยู่
บนพื้นฐานทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สาม ผลสรุปพบว่าความถี่ธรรมชาติไร้มิติเม่ือเปรียบเทียบ
กับทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งนั้นมีความแตกต่างเป็นนัยส าคัญเมื่อโครงสร้างคานแบบ
แซนด์วิชที่ใช้อัตราส่วนความยาวต่อความสูง ( /L h ) ที่มีค่าน้อย ๆ เช่น /L h เท่ากับ 5 โดยเฉพาะ
อย่างยิ่งเมื่อโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชใช้แกนกลางอ่อน ส่วนในกรณีที่อัตราส่วนความยาวต่อความ
สูงของโครงสร้างคานมีค่ามาก เช่น /L h เท่ากับ 20 ความแตกต่างระหว่างทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือน
ล าดับที่หนึ่งและทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามไม่มีความแตกต่างเนื่องจากอิทธิพลจาก
ความเครียดเฉือนก็จะน้อยหรืออาจไม่ต้องน ามาพิจารณาเหมือนกับทฤษฎีคานของออยเลอร์ ซึ่งหาก
พิจารณาระยะการโก่งไร้มิติของโครงสร้างภายใต้ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่สามพบว่าผลก็จะ
สอดคล้องกับความถี่ไร้มิติที่มีความแตกต่างกันทั้ง 2 ทฤษฎี กล่าวคือระยะโก่งไร้มิติก็จะแตกต่างกัน
เป็นนัยส าคัญเมื่อโครงสร้างคานแบบแซนด์วิชใช้  แกนกลางอ่อนและอัตราส่วนความยาวต่อความสูง
ของคานมีค่าน้อยเช่นกัน 
 
8.4 ข้อเสนอแนะและการประยุกต์น าไปใช้งาน 
 ส าหรับงานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ จะศึกษาเฉพาะการศึกษาพฤติกรรมของโครงสร้างคานและแผ่น
บางแบบแซนด์วิชจากวัสดุเชิงฟังก์ชันซึ่งอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบเคลื่อนที่เท่านั้น ซึ่งอยู่พ้ืนฐาน
ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปเฉือนล าดับที่หนึ่งเป็นหลัก ซึ่งในการศึกษาเพ่ิมเติมในอนาคตอาจพิจารณาถึง
ผลกระทบทางด้านอุณหภูมิต่อโครงสร้างแบบแซนด์วิชที่มีแรงกระท าแบบเคลื่อนที่หรือกระท าแบบซ้ า 
ๆ ณ ต าแหน่งเดิม นอกจากนี้แล้วอาจพัฒนาไปจนถึงศึกษาเพ่ิมเติมในเรื่องการสั่นสะเทือนแบบไม่เป็น
เชิงเส้น (Nonlinear vibration) ของโครงสร้างแบบแซนด์วิช 
 การประยุกต์น าไปใช้งานของวัสดุเชิงฟังก์ชัน (เซรามิกและโลหะ) ซึ่งอยู่ภายใต้แรงกระท าแบบ
เคลื่อนที่ สามารถน าไปประยุกต์กับโครงสร้างต่าง ๆ ได้ เช่น เครน สะพาน หรือโครงสร้างชิ้นส่วนต่าง 
ๆ ที่ภายใต้โหลดลักษณะนี้ หรือโครงสร้างที่อยู่ภายใต้อุณหภูมิสูง ซึ่งวัสดุเชิงฟังก์ชันเป็นวัสดุขั้นสูงถูก
สร้างข้ึนครั้งแรกเพ่ือใช้งานทางด้านอวกาศเป็นส่วนใหญ่ อาจจะพบเห็นได้ไม่บ่อยมากนัก 
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This paper investigates the free vibration and dynamic response of functionally graded sandwich

beams resting on an elastic foundation under the action of a moving harmonic load. The
governing equation of motion of the beam, which includes the e®ects of shear deformation

and rotary inertia based on the Timoshenko beam theory, is derived from Lagrange's equations.

The Ritz and Newmark methods are employed to solve the equation of motion for the free and

forced vibration responses of the beam with di®erent boundary conditions. The results are
presented in both tabular and graphical forms to show the e®ects of layer thickness ratios,

boundary conditions, length to height ratios, spring constants, etc. on natural frequencies

and dynamic de°ections of the beam. It was found that increasing the spring constant of the
elastic foundation leads to considerable increase in natural frequencies of the beam; while the

same is not true for the dynamic de°ection. Additionally, very large dynamic de°ection occurs

for the beam in resonance under the harmonic moving load.

Keywords: FG sandwich beam; free vibration; forced vibration; elastic foundation; moving load;

resonance.

1. Introduction

There are wide applications of sandwich structures in automotive, marine and

aerospace industries that have motivated intense research activities. Because of

outstanding properties in high strength-to-weight ratio, the usage of sandwich
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structures has enormously grown in the ¯eld of engineering structures.1–3 An idea of

functionally graded (FG) sandwich structures is introduced to develop structural

performance over conventional sandwich structures which always encounter serious

problems of de-bonding and delaminating modes of failure at interface layers.

The material properties of FG sandwich structures are gradually changed across

the interfaces. Thus, the inter-laminar stresses between layers are eliminated.

With considerable advantages of FG sandwich structures over the conventional

ones in terms of reducing inter-laminar stresses and stress concentrations at the

interfaces, many researches have investigated on mechanical behavior of the struc-

tures subjected to static and dynamic loadings. However, most studies are limited

to static, buckling and vibration analyses of FG sandwich beams. For instance,

Vo et al.4 developed the ¯nite element model for vibration and buckling of FG

sandwich beams. The relationship between fundamental natural frequency and in-

plane loading was also presented in the study. Nguyen et al.5 studied the vibration

and buckling of FG sandwich beams by using higher-order shear deformation theory

with hyperbolic distribution of transverse shear stress. A quasi-3D theory was used

to deal with static bending, buckling and vibration problems of FG sandwich

beams.6,7 Tossapanon and Wattanasakulpong8 proposed the numerical solutions

based on Chebyshev collocation method for buckling and vibration of FG sandwich

beams with classical and non-classical boundary conditions. Bui et al.9 applied a

truly meshfree radial point interpolation method to solve forced vibration of FG

sandwich beams under harmonic, heaviside step and transient loadings. For FG

sandwich plate analysis, there are a number of researches associated with bending,

buckling and vibration problems of the plates.10–17

Moving load problems are of importance in both mechanical vibration analysis

and practical applications, e.g. guide ways of equipment, overhead cranes, railroads

and bridges. Numerous investigations regarding dynamic response of beams with

moving load were found mostly for the beams made of FG materials, or called FG

beams; while, it is very rare for FG sandwich beams. In case of FG beams carrying a

moving point load, Şim şek and Kocatürk18 investigated free and forced vibration of FG

Euler–Bernoulli beams with moving load using Lagrange multiplier. Nonlinear vi-

bration analysis of FG beams under a moving load was presented in Ref. 19. To

consider axially FG beams with the moving load, Şim şek et al.20 showed the dynamic

behavior of the beams with various parametric studies such as material distribution,

velocity of the load and excitation frequency. Moving load-induced vibration of bi-

directional FG beams was investigated in Refs. 21 and 22. It was found that the free

and forced vibration responses of the beams are considerably in°uenced by the

material gradient indices of the two directions. A mixed Rayleigh–Ritz di®erential

quadrature (DQ) method was employed to discretize and solve the spatial partial

and temporal derivatives in the problems of free and forced vibration of FG beams

and isotropic plates carrying the moving load.23,24 To include thermal e®ect on

vibration behavior of the beams with the moving load, this topic was considered by
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Wang and Wu25 for axially FG beams and Tao et al.26 for ¯ber metal laminated

beams. For FG beams with their edge cracked, Yan et al.27 presented the dynamic

response of the beams with an open edge crack under dynamic loading. The beams

were subjected to a transverse load moving at a constant speed. Moreover, in terms

of the beams carrying moving mass and point load, we can also ¯nd this topic in

the open literature.28–36 In addition, only one study dealing with vibration of FG

sandwich beams excited by two moving loads was found in Ref. 37. This study

showed the in°uences of velocity, excitation frequency and phase angles of the loads

on de°ection results of the beams.

According to the aforementioned researches of FG sandwich beams, it is observed

that most of them were restricted to the studies on bending, buckling and vibration

problems. Thus, in this present study, the dynamic response of FG sandwich beams

resting on two-parameter elastic foundation under the harmonic moving load is

investigated and discussed in detail. The governing equations of motion based on

Timoshenko beam theory are derived from Lagrange's equations. Many parametric

studies such as layer thickness ratios, boundary conditions, length to height or beam

thickness ratios, spring constants, velocity and excitation frequency of the load which

have considerable impact on free and forced vibration results of FG sandwich beams

are taken into consideration.

2. FG Sandwich Beams

Consider an FG sandwich beam composing of three layers of FG faces and homog-

enous core as shown in Fig. 1, the top and bottom faces are at z ¼ �h=2. The beam is

assumed to be placed on two-parameter elastic foundation, including Winkler and

Fig. 1. A geometry and coordinate of FG sandwich beam resting on elastic foundation under a moving

concentrated load, P ðtÞ, with constant velocity ðvpÞ.

Dynamic Responses of FG Sandwich Beams Resting on Elastic Foundation
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shear layer springs with kw and ks spring constants, respectively. In this ¯gure,

there are two main types of FG sandwich beams made of ceramic and metal phases

that are FG sandwich beams with homogenous soft and hardcore. In general, the

metal phase has less value of Young's modulus and it is softer than ceramic phase.

Therefore, for FG sandwich beam with homogenous softcore, the faces are made from

FG material composing of the mixture of ceramic and metal phases in which the top

and bottom faces are ceramic-rich and the material constituents are varied contin-

uously and smoothly to metal-rich at the core. On the other hand, for the beam with

homogenous hard core, the pattern of material variations is reversed.

The layer thickness ratio of the beam from the bottom ðz ¼ h0 ¼ �h=2Þ to the top
ðz ¼ h3 ¼ þh=2Þ is de¯ned by three numeric notations. For example, the FG

sandwich beam with 1-1-1 layer thickness ratio is the beam that has equal thickness

for every layer. The heights in each layer of the beam are h0 ¼ �h=2;h1 ¼
�h=6;h2 ¼ h=6 and h3 ¼ h=2. The e®ective material properties in terms of Young's

modulus of elasticity (E) and mass density (�) in each layer can be evaluated from

the following equations:

E ðiÞðzÞ ¼ ðEb � EtÞV ðiÞ
b ðzÞ þ Et; ð1aÞ

�ðiÞðzÞ ¼ ð�b � �tÞV ðiÞ
b ðzÞ þ �t: ð1bÞ

However, the Poisson's ratio (�) is assumed to be constant. From Eq. (1), it is

noted that the superscript (i) refers to layer and the subscripts t and b denote the

material properties at the faces and at the core, respectively. The material volume

fraction, V
ðiÞ
b , which is based on the power law distribution can be obtained from

Refs. 4 and 8 as:

V
ð1Þ
b ðzÞ ¼ z� h0

h1 � h0

� �
n

; z 2 ½h0;h1�;

V
ð2Þ
b ðzÞ ¼ 1; z 2 ½h1;h2�;

V
ð3Þ
b ðzÞ ¼ z� h3

h2 � h3

� �
n

; z 2 ½h2;h3�;

8>>>>><
>>>>>:

ð2Þ

where n is the material volume fraction index or power law index, 0 � n � 1.

For FG sandwich beam with homogenous hardcore, the core is made of ceramic

phase ðEb ¼ Ec; �b ¼ �cÞ and FG faces with top and bottom surfaces are made of

metal phase ðEt ¼ Em; �t ¼ �mÞ. In contrast, for FG sandwich beam with homoge-

nous softcore, we have ðEb ¼ Em; �b ¼ �mÞ and ðEt ¼ Ec; �t ¼ �cÞ where the sub-

scripts c and m denote the material properties of ceramic and metal phases,

respectively.

3. Theoretical Formulations

In this study, the dynamic models of FG sandwich beams are formulated in accor-

dance with Timoshenko beam theory. The displacements of an arbitrary point of
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the beams along the x- and z-axes, which are denoted by uðx; zÞ;wðx; zÞ, respectively,
can be expressed as follows:

uðx; z; tÞ ¼ u0ðx; tÞ þ z ðx; tÞ; ð3aÞ
wðx; z; tÞ ¼ w0ðx; tÞ; ð3bÞ

where u0 and w0 are axial and transverse displacements in the middle plane (z ¼ 0),

respectively,  is the rotation of the beam cross-section and t is time. The strain–

displacement relations in terms of normal strain ("xx) and shear strain (�xz)

are given by

"xx ¼ @u

@x
¼ @u0

@x
þ z

@ 

@x
; ð4aÞ

�xz ¼
@u

@z
þ @w

@x
¼ @w0

@x
þ  : ð4bÞ

The corresponding normal stress (�xx) and shear stress (�xz) can be obtained

from the elastic constitutive law as

�xx ¼ EðzÞ"xx; �xz ¼
EðzÞ

2ð1þ �Þ �xz: ð5Þ

The strain energy (Us) of FG sandwich beams at any instant can be de¯ned as

Us ¼
b

2

Z L

0

Z h=2

�h=2

ð�xx"xx þ �xz�xzÞdzdx: ð6Þ

Substituting Eqs. (4) and (5) into Eq. (6), one can obtain another form of the

strain energy equation as

Us ¼
b

2

Z L

0

A11

@u0

@x

� �
2

þ 2B11

@u0

@x

@ 

@x
þD11

@ 

@x

� �
2

þ A55

@w0

@x

� �
2

�

þ 2A55 
@w0

@x
þ A55 

2

�
dx: ð7Þ

It is denoted that A11;A55;B11; and D11 appearing in Eq. (7) are the extensional,

shear, coupling and bending sti®ness components which can be obtained from

½A11;B11;D11� ¼ b
X3
i¼1

Z hi

hi�1

E ðiÞ½1; z; z2�dz and A55 ¼ b�
X3
i¼1

Z hi

hi�1

E ðiÞ

2ð1þ �Þ dz;

ð8Þ
where � ¼ 5

6 is shear correction factor for layer of homogenous material and � ¼
5

6�ð�c Vcþ�mVmÞ for layer of FG material in which Vm ¼ 1� Vc. It is de¯ned here that Vc

and Vm are the material volume fractions of ceramic and metal, respectively. Simi-

larly, �c and �m are the Poisson's ratios of ceramic and metal.

Dynamic Responses of FG Sandwich Beams Resting on Elastic Foundation
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The potential energy due to the elastic foundation is de¯ned as follows:

Uf ¼ b

2

Z L

0

kww
2
0 þ ks

@w0

@x

� �
2

� �
dx; ð9Þ

where kw and ks are the constants of Winkler and shear layer springs, respectively.

For kinetic energy of the beams, it is expressed as

Uk ¼
b

2

Z L

0

Z h=2

�h=2

�ðzÞ @u

@t

� �
2

þ @w

@t

� �
2

� �
dzdx

¼ b

2

Z L

0

I0
@u0

@t

� �
2

þ 2I1
@u0

@t

@ 

@t
þ I2

@ 

@t

� �
2

þ I0
@w0

@t

� �
2

� �
dx; ð10Þ

where I0; I1 and I2 are the inertia components which can be obtained from the

following equation:

½I0; I1; I2� ¼ b
X3
i¼1

Z hi

hi�1

�ðiÞ½1; z; z2�dz: ð11Þ

In this investigation, the moving load-induced vibration of FG sandwich beams is

considered, hence, the work done by the moving load is

Uex ¼ �
Z L

0

P ðtÞ�ðx� xpðtÞÞw0ðx; tÞdx; ð12aÞ

P ðtÞ ¼ P0 sinð�tÞ; ð12bÞ

xpðtÞ ¼ vpt; 0 � xpðtÞ � L; 0 � t � L

vp
: ð12cÞ

It is noted that P0; vp and � is the magnitude, velocity and excitation frequency of

the moving load, respectively, �ð�Þ is the Dirac delta function and xpðtÞ is de¯ned as

the location of the moving load at any instant.

From all energies described above, we can use them to create the total energy ð�Þ
for the beam system. This total energy is obtained from the balance of elastic strain

energies stored in deformed bodies (beam and its elastic foundation) and the energies

due to the kinetic energy and the work done by applied force.38 Therefore, the total

energy can be expressed as follows:

� ¼ Us þ Uf � Uk � Uex: ð13Þ

To solve the total energy in Eq. (13), we can use the Ritz trial displacement

functions in the form of polynomial series that must satisfy at least the essential or

geometric boundary conditions. In order to consider FG sandwich beams with dif-

ferent boundary conditions such as clamped (C) and hinged (H) at any end of the
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beams, the trial displacement functions are

u0ðx; tÞ ¼
XN
j¼1

AjðtÞ�1jðxÞ;

w0ðx; tÞ ¼
XN
j¼1

BjðtÞ�2jðxÞ;

 ðx; tÞ ¼
XN
j¼1

CjðtÞ�3jðxÞ

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

ð14Þ

in which �1jðxÞ;�2jðxÞ and �3jðxÞ are polynomial-series shape functions that are

dependent on boundary conditions of the beams. The shape functions of the beams

with di®erent boundary conditions (B.C.) are shown in Table 1. For example, the

beams which are clamped at both ends are de¯ned as C–C beams.

These shape functions are expanded to have suitable number of polynomial

terms (N) which can be obtained from the convergence study. Inserting the trial

displacement functions written above into the total potential energy of Eq. (13) and

then following the Lagrange equation method

@�

@qj
� d

dt

@�

@ _qj
¼ 0 ð15Þ

with qj representing the time-dependent unknown parameters (AjðtÞ;BjðtÞ;CjðtÞ),
one can obtain the following equation of motion as:

K 11 K 12 K 13

K 21 K 22 K 23

K 31 K 32 K 33

2
664

3
775

A

B

C

2
64

3
75þ

M 11 M 12 M 13

M 21 M 22 M 23

M 31 M 32 M 33

2
664

3
775

A
::

B
::

C
::

2
6664

3
7775 ¼

0

F

0

2
64

3
75: ð16Þ

It is noted that the over-dot stands for the derivative with respect to time, K and

M are the sti®ness and mass matrices, respectively, in which their size is (3N � 3N).

Additionally, F is the vector of dynamic force due to the moving load. The matrix

Table 1. Shape functions of FG sandwich beams

with di®erent boundary conditions.

B.C. �1jðxÞ �2jðxÞ �3jðxÞ
C–C x

L

� �
j 1� x

L

� �
x
L

� �
j 1� x

L

� �
x
L

� �
j 1� x

L

� �
C–H x

L

� �
j 1� x

L

� �
x
L

� �
j 1� x

L

� �
x
L

� �
j

H–H x
L

� �
j 1� x

L

� �
x
L

� �
j 1� x

L

� �
x
L

� �
j�1
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elements in Eq. (16) are given by

K 11
jm ¼ A11

Z L

0

@�1j

@x

@�1m

@x
dx; K 12

jm ¼ 0; K 13
jm ¼ B11

Z L

0

@�1j

@x

@�3m

@x
dx;

K 21
jm ¼ 0; K 22

jm ¼ A55

Z L

0

@�2j

@x

@�2m

@x
dxþ kw

Z L

0

�2j�2mdxþ ks

Z L

0

@�2j

@x

@�2m

@x
dx

� �
;

K 23
jm ¼ A55

Z L

0

@�2j

@x
�3mdx; K 31

jm ¼ B11

Z L

0

@�3j

@x

@�1m

@x
dx;

K 32
jm ¼ A55

Z L

0

�3j

@�2m

@x
dx; K 33

jm ¼ D11

Z L

0

@�3j

@x

@�3m

@x
dxþ A55

Z L

0

�3j�3mdx

� �
ð17Þ

and

M 11
jm ¼ I0

Z L

0

�1j�1mdx; M 12
jm ¼ 0; M 13

jm ¼ I1

Z L

0

�1j�3mdx;

M 21
jm ¼ 0; M 22

jm ¼ I0

Z L

0

�2j�2mdx; M 23
jm ¼ 0;

M 31
jm ¼ I1

Z L

0

�3j�1mdx; M 32
jm ¼ 0; M 33

jm ¼ I2

Z L

0

�3j�3mdx;

Fj ¼ P ðtÞ�2jðxpÞ: ð18Þ
The equation of motion in Eq. (16) can be solved in time domain by using the

average acceleration method of Newmark. Consequently, the results of displace-

ments, velocities and accelerations of the beams at the considered point and time are

determined in the time domain of 0 � t � L=vp.

For free vibration analysis with harmonic phenomenon, it is assumed that the

unknown vector ½AjðtÞ;BjðtÞ;CjðtÞ�T for j ¼ 1; 2; . . . ;N are expressed as

AjðtÞ
BjðtÞ
CjðtÞ

2
664

3
775 ¼

�Aje
i!t

�Bje
i!t

�C je
i!t

2
664

3
775 ð19Þ

in which i ¼ ffiffiffiffiffiffiffi�1
p

and ! is natural frequency. Substituting Eq. (19) into Eq. (16)

without considering any force vector, we can obtain an eigenvalue equation for free

vibration problem as

K 11 K 12 K 13

K 21 K 22 K 23

K 31 K 32 K 33

2
64

3
75� !2

M 11 M 12 M 13

M 21 M 22 M 23

M 31 M 32 M 33

2
64

3
75

2
64

3
75

�A

�B

�C

2
64

3
75 ¼

0

0

0

2
64

3
75: ð20Þ

Solving Eq. (20) as standard eigenvalue problem leads to a set of natural fre-

quencies of FG sandwich beams in which the lowest eigenvalue is the fundamental

frequency of the beams.
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4. Numerical Results and Discussion

This section aims to present and discuss several examples of free and forced vibration

analysis of FG sandwich beams made from a mixture of Alumina (Al2O3) as ceramic

phases and Aluminum (Al) as metal phases. The material properties such as Young's

modulus (E), Poisson's ratio (�) and material density (�) are as follows:

Ec ¼ 380GPa, �c ¼ 0:3, �c ¼ 3960 kg/m3 for Al2O3 and Em ¼ 70GPa, �m ¼ 0:3,

�m ¼ 2702 kg/m3 for Al.

In this study, the beams are also assumed to be placed on the two-parameter

elastic foundation including Winkler and shear layer springs. The geometric para-

meters of FG sandwich beams are as follows: b ¼ 0:5m, h ¼ 1:0m. This section is

organized into two parts of consideration that are the part of free vibration analysis

and forced vibration analysis. In case of free vibration, the natural frequencies of the

beams are presented in dimensionless form of

~! ¼ !L2

h

ffiffiffiffiffiffiffiffi
�m
Em

r
:

4.1. Free vibration

First of all, in Table 2, it is important to carry out convergence study and validation

for vibration analysis of FG sandwich beams. The beams with homogenous hardcore

and 1-1-1 layer thickness ratio are considered in this table. It is observed that the

accuracy of the ¯rst three modes of frequencies is improved as the number of

Table 2. Convergence study and validation for free vibration of FG sandwich

beams without elastic foundation (L=h ¼ 20).

n ¼ 0:5 n ¼ 5:0

B.C. N ~!1 ~!2 ~!3 ~!1 ~!2 ~!3

H–H 4 4.5333 22.6918 57.8540 3.1111 15.6477 40.2473

6 4.5320 18.0237 40.3973 3.1102 12.4038 27.9275

8 4.5320 17.9495 39.7571 3.1102 12.3524 27.4790

9 4.5320 17.9492 39.7571 3.1102 12.3522 27.4790

10 4.5320 17.9492 39.7571 3.1102 12.3522 27.4790

Ref. 4 4.5324 — — 3.1111 — —

Ref. 8 4.5316 17.9436 39.7226 3.1101 12.3507 27.4651

C–C 4 10.2026 28.0958 113.4970 7.0278 19.4596 98.5357

6 10.1734 27.5784 55.0180 7.0064 19.0917 38.4976

8 10.1733 27.5702 52.9340 7.0063 19.0858 36.8825

9 10.1733 27.5702 52.8762 7.0063 19.0858 36.8346

10 10.1733 27.5702 52.8759 7.0063 19.0858 36.8344

C–H 4 7.0556 22.8653 77.0377 4.8497 15.7833 54.1573

6 7.0489 22.5459 47.3422 4.8450 15.5582 32.8640

8 7.0489 22.5401 46.1677 4.8450 15.5541 32.0305

9 7.0489 22.5401 46.1417 4.8450 15.5541 32.0119

10 7.0489 22.5401 46.1413 4.8450 15.5541 32.0116

Dynamic Responses of FG Sandwich Beams Resting on Elastic Foundation
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polynomial terms (N) increases. By using N ¼ 10, the convergent results are

achieved, hence, N ¼ 10 is used throughout this paper. The obtained results agree

very well with those available in the literature, for every boundary condition.

Additionally, the comparison for the ¯rst three natural frequencies of FG sand-

wich beams without elastic foundation is shown in Table 3 for di®erent types of

boundary conditions and layer thickness ratios. A good agreement between the

present solutions and those of Şim şek and Al-shujairi37 is observed for the cases of H–H

and C–C beams and the new results of C-H beam are also presented.

After the proposed model is validated, it is used for further investigations in our

study. Figure 2 shows the 3D plot of dimensionless fundamental frequency of FG

sandwich beams with di®erent boundary conditions. The beams having asymmetric

layer thickness ratio (2-2-1) with homogenous hardcore are analyzed in this ¯gure for

investigating the in°uences of length to height ratio (L=h) and the material volume

fraction index (n) on frequency results. It is clearly seen that the frequency of C–C

beams is higher than that of C–H and H–H beams, respectively.

To consider the e®ect of elastic foundation on frequencies of FG sandwich beams

with homogenous hardcore, Table 4 presents the dimensionless fundamental fre-

quencies �! ¼ !L
ffiffiffiffiffiffi
�m
Em

q� �
of the beams with various values of spring constants ðkw ¼

	wA110

L2 and ks ¼ 	sA110 in which A110 ¼ EmhÞ. It is de¯ned that A110 is A11 of pure

Aluminum beam per unit width. As can be observed, the present solutions are in

Table 3. Comparison for natural frequencies of FG sandwich beams with di®erent boundary

conditions and layer thickness ratios (L=h ¼ 20).

n ¼ 0:5 n ¼ 5:0

B.C. Mode Source 1-1-1 1-2-1 1-8-1 1-1-1 1-2-1 1-8-1

H–H ~!1 Present 4.5320 4.6975 5.1066 3.1102 3.4913 4.5551

Ref. 37 4.5316 4.6972 5.1064 3.1100 3.4912 4.5550

~!2 Present 17.9492 18.5983 20.1966 12.3522 13.8595 18.0411

Ref. 37 17.9442 18.5946 20.1951 12.3509 13.8586 18.0407

~!3 Present 39.7478 41.1628 44.6271 27.4725 30.8021 39.9521

Ref. 37 39.7319 41.1531 44.6288 27.4716 30.8037 39.9500

C–C ~!1 Present 10.1733 10.5402 11.4431 7.0063 7.8598 10.2250

Ref. 37 10.1695 10.5372 11.4417 7.0051 7.8589 10.2245

~!2 Present 27.5702 28.5462 30.9320 19.0858 21.3913 27.7106

Ref. 37 27.5486 28.5296 30.9245 19.0795 21.3864 27.7079

~!3 Present 52.8759 54.7054 59.1415 36.8344 41.2379 53.1458

Ref. 37 52.8656 54.7118 59.1783 36.8619 41.2742 53.1954

C–H ~!1 Present 7.0489 7.3049 7.9364 4.8450 5.4372 7.0848

Ref. 37 — — — — — —

~!2 Present 22.5401 23.3472 25.3280 15.5541 17.4433 22.6552

Ref. 37 — — — — — —

~!3 Present 46.1413 47.7618 51.7108 32.0116 35.8662 46.3777

Ref. 37 — — — — — —
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excellent agreement with the previous frequency results of Ref. 8. In Table 5, the

dimensionless fundamental frequencies ð~!Þ of clamped FG sandwich beams resting

on elastic foundation with di®erent spring constants are presented with di®erent L=h

ratios. The spring constants can be obtained from kw ¼ KwD110

L 4 and ks ¼ KsD110

L 2 where

D110 is D11 of Aluminum beam per unit width. Increasing the spring constants of the

foundation yields the increase of the frequency results, especially when the shear

layer spring is included.

Fig. 2. Dimensionless fundamental frequencies of FG sandwich beams without elastic foundation.

Table 4. Dimensionless fundamental frequencies (�!) of FG sandwich

beams with elastic foundation (L=h ¼ 10;n ¼ 0:5).

B.C. Source 	w 	s 1-0-1 1-1-1 2-1-2 1-5-1

H–H Present 0.0 0.0 0.4273 0.4487 0.4386 0.4921

Ref. 8 0.4271 0.4486 0.4384 0.4920

Present 0.2 0 0.5780 0.5892 0.5834 0.6179

Ref. 8 0.5779 0.5891 0.5833 0.6178

Present 0.2 0.2 1.3526 1.3363 1.3421 1.3268

Ref. 8 1.3525 1.3363 1.3420 1.3267

C–H Present 0.0 0.0 0.6568 0.6893 0.6739 0.7542

Ref. 8 0.6559 0.6887 0.6732 0.7539

Present 0.2 0 0.7634 0.7879 0.7759 0.8416

Ref. 8 0.7626 0.7874 0.7753 0.8414

Present 0.2 0.2 1.4915 1.4849 1.4862 1.4939

Ref. 8 1.4906 1.4844 1.4855 1.4937

C–C Present 0.0 0.0 0.9345 0.9801 0.9586 1.0696

Ref. 8 0.9325 0.9787 0.9570 1.0690

Present 0.2 0 1.0123 1.0518 1.0329 1.1330

Ref. 8 1.0104 1.0505 1.0314 1.1324

Present 0.2 0.2 1.6571 1.6635 1.6588 1.6968

Ref. 8 1.6555 1.6622 1.6572 1.6962

Dynamic Responses of FG Sandwich Beams Resting on Elastic Foundation
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To understand about the change of frequency due to the variations of spring

constants (Kw and Ks), Fig. 3 illustrates the 3D plot of dimensionless fundamental

frequency of clamped FG sandwich beams with homogenous hardcore and 2-2-1 layer

thickness ratio.

4.2. Forced vibration under a moving load

Similar to the section of free vibration, it is started with the numerical validation for

forced vibration of beams subjected to a moving load. The analytical model26 for

simply supported or hinged isotropic beams under the moving load is

wðx; tÞ ¼
X�
i¼1

2P0

�bhL

1

ði
vp=LÞ2 � !2
i

!i sin
i
vp
L

� �
t� i
vp

L
sinð!itÞ

� �
sin

i
x

L

� �
;

where

0 � t � L

vp

� �
and !i ¼

i


L

� �
2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Eh2

12�

s
; i ¼ 1; 2; . . . ;�: ð21Þ

This model is used to validate the present solution for the beam made of Aluminum

2024-T3 which has E ¼ 72:4GPa and � ¼ 2770 kg/m3. The validation is shown in

Fig. 4 with very good agreement between the present and analytical solutions.

Table 5. Dimensionless fundamental frequencies of FG sandwich beams with elastic

foundation and C–C boundary condition (n ¼ 0:5).

FG sandwich beams with homogenous hardcore

L=h Kw Ks 1-0-1 1-1-1 2-1-2 2-2-1 2-1-1 3-2-1

5 0 0 8.2804 8.6518 8.4814 8.7814 8.5860 8.7362

102 0 8.6486 8.9918 8.8332 9.1141 8.9317 9.0731

102 102 11.9423 12.0896 12.0140 12.1589 12.0693 12.1469

10 0 0 9.3454 9.8006 9.5864 9.9725 9.7248 9.9223

102 0 9.6771 10.1056 9.9026 10.2701 10.0349 10.2236

102 102 12.9277 13.1497 13.0352 13.2562 13.1200 13.2393

20 0 0 9.6884 10.1733 9.9433 10.3608 10.0941 10.3092

102 0 10.0105 10.4690 10.2502 10.6491 10.3949 10.6011

102 102 13.2713 13.5191 13.3906 13.6399 13.4868 13.6220

FG sandwich beams with homogenous softcore

5 0 0 8.4906 7.9529 8.2025 7.7094 8.0071 7.7134

102 0 8.8988 8.4077 8.6361 8.1818 8.4534 8.1807

102 102 12.3998 12.1734 12.2829 12.0477 12.1772 12.0254

10 0 0 10.2146 9.6791 9.9430 9.3451 9.6664 9.2669

102 0 10.5591 10.0587 10.3062 9.7413 10.0421 9.6625

102 102 13.8952 13.6362 13.7725 13.4317 13.5970 13.3536

20 0 0 10.8471 10.3277 10.5916 9.9548 10.2797 9.8356

102 0 11.1739 10.6862 10.9351 10.3296 10.6356 10.2114

102 102 14.5069 14.2630 14.3990 14.0246 14.1923 13.9102
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Furthermore, the validation for the case of FG beams subjected to a concentrated

moving load is presented in Table 6. The material properties and the equations used

for describing the materials across the thickness direction of FG beams are set

according to Ref. 18. From this validation, it is observed that the present solutions of

the maximum dimensionless dynamic de°ections of FG beams agree well with those

of Ref. 18 for every value of power low indices and velocities of the load.

Fig. 4. Comparison of the mid-span de°ections of isotropic beams (L ¼ 10m, b ¼ 0:4m, h ¼ 0:5m).

Fig. 3. Dimensionless fundamental frequencies of FG sandwich beams with elastic foundation and C–C
boundary condition (L=h ¼ 10;n ¼ 2:0).

Dynamic Responses of FG Sandwich Beams Resting on Elastic Foundation
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In what follows after validation, the forced vibration of FG sandwich beams under

the moving load is analyzed with several parametric studies such as velocity and

excitation frequency of the load as well as layer thickness ratios, boundary condi-

tions, length to height or beam thickness ratios of the beams. The e®ect of spring

constants of elastic foundation is also investigated. The results are presented in the

form of dimensionless dynamic de°ections which are normalized by using the static

de°ection (D ¼ P0L
3=48EI) of fully Aluminum beam under a point load P0 at the

mid-span of the beam. The magnitude of the moving and static load ðP0Þ is set as
P0 ¼ 500 kN throughout this paper.

Fordynamic analysis ofFGsandwichbeams,Fig. 5 plots themaximumdimensionless

dynamic de°ections (wðx; tÞ=D) versus the normalized time (t� ¼ xp=L ¼ vpt=L)

Fig. 5. Maximum dimensionless dynamic de°ections at the center of FG sandwich beams without elastic

foundation (L=h ¼ 10;n ¼ 0:5; vp ¼ 50m=s;� ¼ 0).

Table 6. Comparison of maximum dimensionless dynamic de°ections

of FG beams under the concentrated moving load (L ¼ 20m,

h ¼ 0:9m, b ¼ 0:4m).

Ref. 18 Present

Power law index (n) v(m/s) maxðwðx; tÞ=DÞ maxðwðx; tÞ=DÞ
0.2 222 1.0344 1.0370
0.5 198 1.1444 1.1366

1 179 1.2503 1.2287

2 164 1.3376 1.3093

Full alumina 252 0.9328 0.9382
Full steel 132 1.7324 1.7379
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for the beams with homogenous hardcore and hinged boundary condition at both

ends. It is clearly seen that the beam with 1-0-1 layer thickness ratio (the beam

having less percentage of ceramic phases) is soft beam with the largest de°ection;

while, the beam with 2-2-1 is the hardest one with smallest de°ection. As observed, at

the range of time that the load nearly leaves the beams, all de°ections try to get zero

due to boundary condition constrain. The largest de°ection of 1-0-1 beam drops

dramatically as compared to other de°ections.

To show the signi¯cant e®ect of elastic foundation on dynamic de°ections of FG

sandwich beams, Fig. 6 illustrates the maximum de°ections of FG sandwich beams

with 1-0-1 layer thickness ratio and homogenous hardcore. The boundary condition

of the beams is hinged at both ends. As observed, the de°ection of the beam without

elastic foundation (Kw ¼ 0;Ks ¼ 0) is extremely large as compared to those of the

beams with elastic foundation. In Fig. 7, the dynamic de°ections of 2-2-1 beams

(homogenous softcore) resting on elastic foundation are shown with di®erent

boundary conditions. The de°ection of the beam with C–C boundary condition is

lower than those of C–H and H–H beams, respectively.

The dynamic de°ections of FG sandwich beams without elastic foundation are

plotted against the values of velocity of moving load in Fig. 8. In this ¯gure, the

beams having asymmetric layer thickness ratio of 2-1-1 are considered with H–H

boundary condition. The de°ection results of the beams with homogenous hardcore

and softcore are shown in Figs. 8(a) and 8(b), respectively. As illustrated, the beams

with low values of material volume fraction index (n) is very strong for the case of

homogenous hardcore but it is reversed for the case of homogenous softcore.

Fig. 6. Maximum dimensionless dynamic de°ections at the center of FG sandwich beams with elastic

foundation (L=h ¼ 10;n ¼ 0:5; vp ¼ 50m=s;� ¼ 0).

Dynamic Responses of FG Sandwich Beams Resting on Elastic Foundation
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Similarly, to include the e®ect of elastic foundation, the de°ection results of 2-2-1

beams (homogenous hardcore) which are clamped at both ends are depicted

in Fig. 9.

In following investigations, it is assumed that the load acting on FG sandwich

beams is moving and vibrating simultaneously. The variations of the maximum

dimensionless dynamic de°ections of 2-2-1 beams with homogenous hardcore are

shown in Fig. 10 for various values of velocity and excitation frequency of the moving

Fig. 7. Maximum dimensionless dynamic de°ections at the center of FG sandwich beams with elastic
foundation and di®erent boundary conditions (L=h ¼ 10;n ¼ 0:5; vp ¼ 50m=s;� ¼ 0;Kw ¼ Ks ¼ 100).

(a) (b)

Fig. 8. Maximum dimensionless dynamic de°ections at the center of FG sandwich beams without elastic

foundation (a) homogenous hardcore and (b) homogenous softcore (L=h ¼ 20;� ¼ 0).
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load. The beams are clamped at both ends. In this ¯gure, the beam subjected to the

moving load with its velocity of v ¼ vp ¼ 25m/s has the very large de°ection (peak

value) within the range of � ¼ 120–140 rad/s. This range is very close to natural

frequency of the beam. Moreover, the load with low velocity gives more acting time

and more cycles of harmonic on the beam. This is the reason why the beam under the

load of 25m/s has larger de°ection than that of 50, 75 and 100m/s, respectively.

Fig. 9. Maximum dimensionless dynamic de°ections at the center of FG sandwich beams with elastic
foundation (L=h ¼ 20;n ¼ 0:5;� ¼ 0Þ.

Fig. 10. Maximum dimensionless dynamic de°ections at the center of FG sandwich beams with elastic

foundation (L=h ¼ 20;n ¼ 0:5;Kw ¼ Ks ¼ 10).
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Increasing the values of velocity of the load leads to decrease in the peak value of

de°ection pro¯les. Additionally, in Fig. 11, the clamped (C–C) beams with asym-

metric layer thickness ratios (2-1-1, 2-2-1 and 3-2-1) are considered by varying the

excitation frequencies of the moving load.

Figure 12 shows the maximum dimensionless dynamic de°ections of 2-2-1 beams

associated with various values of velocity and material volume fraction index. The

beams are homogenous hardcore and clamped at both ends. With the increase of the

material volume fraction index, the de°ection results increase for both frequency

values, (� ¼ 0; 50 rad/s). To present two continuous regions of forced vibration

(0 � t� � 1) and free vibration (t� > 1), Figs. 13 and 14 show the dynamic behavior

(a) (b)

Fig. 11. Maximum dimensionless dynamic de°ections at the center of FG sandwich beams with elastic

foundation (a) homogenous hardcore and (b) homogenous softcore (L=h ¼ 20;n ¼ 0:5; vp ¼ 50m=s;
Kw ¼ Ks ¼ 10).

(a) (b)

Fig. 12. Maximum dimensionless dynamic de°ections at the center of FG sandwich beams with elastic

foundation (a) � ¼ 0 rad/s and (b) � ¼ 50 rad/s (L=h ¼ 20;Kw ¼ Ks ¼ 10).
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of FG sandwich beams resting on elastic foundation under a moving load for the two

regions. The beams considered in these ¯gures are homogenous hardcore with 2-2-1

layer thickness ratio and hinged at both ends. In the region of free vibration where

the moving load leaves the beam, we can see freely oscillating beam. In Fig. 13, the

excitation frequency (�) is zero; while, Fig. 14 is the case of resonance in which the

Fig. 13. Maximum dimensionless dynamic de°ections at the center of FG sandwich beams with elastic

foundation ðL=h ¼ 20;n ¼ 0:5; vp ¼ 25m=s;� ¼ 0 rad/s).

Fig. 14. Maximum dimensionless dynamic de°ections at the center of FG sandwich beams with elastic

foundation (L=h ¼ 20;n ¼ 0:5;Kw ¼ Ks ¼ 10;� ¼ !1).
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excitation frequency equals to fundamental frequency (� ¼ !1). It is remarkable that

extreme de°ection is always obtained in the case of resonance and then continues

through the free vibration zone.

5. Conclusion

The free and forced vibration responses of FG sandwich beams resting on elastic

foundation under a harmonic moving load are investigated using the Ritz and

Newmark methods. Within the framework of Timoshenko beam theory including the

e®ects of shear deformation and rotary inertia, the equation of motion is established

for the beams with di®erent boundary conditions. The in°uences of parametric

studies such as layer thickness ratio, boundary condition, length to height ratio,

spring constant, material volume fraction index of the beams and excitation fre-

quency and velocity of the load on natural frequency and dynamic de°ection results

are presented and discussed in detail. Numerical results reveal that natural fre-

quencies of the beams increase, but de°ections, by contrast, decrease when the spring

constants of elastic foundation are sti®er. The natural frequency is high, while, the

dynamic de°ection is low for the case of C–C beam as compared to C–H and H–H

beams, respectively. In addition, the beams with low values of material volume

fraction index (n) are very strong for the case of homogenous hardcore but reversed

for the case of homogenous softcore. In resonance situation that the excitation fre-

quency of the moving load equals fundamental frequency of the beam, very large

dynamic de°ection is obtained and then continues in free vibration region, although

the load has already left the beam.
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This paper investigates the dynamic behavior of functionally graded sandwich plates under

multiple moving loads. The ¯rst-order shear deformation theory of plates is adopted with the

e®ects of shear deformation and rotary inertia included. By using Lagrange's equations, the

equations of motion for the dynamic behavior of the plate are derived. Then they are solved by
the Ritz and Newmark time integration methods for the free and forced vibrations of the plates

with di®erent boundary conditions. To guarantee that all terms in the admissible functions can

cope with the essential boundary conditions, the Gram–Schmidt procedure is used to generate

the shape functions for the Ritz method. The in°uences of several factors on the dynamic
response of the plates, such as layer thickness ratio, boundary condition, velocity, excitation

frequency, phase angle, etc., are examined and discussed in detail. The numerical study indi-

cates that the dynamic de°ection has initial °uctuated growth in the low range of moving load
velocity before reaching the peak at the critical velocity, which is followed by the considerable
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decrease in magnitude. Besides, the gaps or distances between the moving loads also play an

important role in predicting the dynamic de°ections of the plate when subjected to more than

one moving loads.

Keywords: FG sandwich plate; free and forced vibration; Gram–Schmidt polynomial; multiple

moving loads.

1. Introduction

Sandwich structures are widely used in many engineering applications, ranging from

aerospace and satellite applications to automobiles and wind energy systems. The

bene¯cial aspects of these structures, in terms of their high strength and sti®ness, low

weight and cost e®ectiveness, mean that the use of sandwich structures will continue

to be in demand. In general, sandwich structures consist of two face sheets with a

single core between them. The core plays an important role in improving the °exural

sti®ness of the overall structure, with very little increase in weight.1–3 To enhance the

structural performance of conventional sandwich structures, the concept of func-

tionally graded materials (FGM), initially proposed by a group of Japanese scientists

in 1984–1985 for the production of thermal barrier materials,4–9 was utilized to create

a new type called a functionally graded (FG) sandwich structure.9–16

Several studies are available in the open literature that have focused on static and

dynamic analyses of FG sandwich structures in forms of beams, plates and shells.

Karamanli17 applied a quasi-3D shear deformation theory and the symmetric

smoothed particle hydrodynamics (SSPH) method to carry out bending and stress

tests in a static analysis of FG sandwich beams. Kahya and Turan18 utilized a multi-

layer ¯nite element approach to carry out a vibration and buckling analysis of FG

sandwich beams. In addition, various numerical techniques were applied to vibration

and stability analyses of FG sandwich beams in Refs. 19–21. In a one-dimensional

curvilinear analysis, the static behavior of curved FG sandwich beams was derived

using a sinusoidal beam theory.22 In this study, it was found that the transverse shear

stresses became almost the same for straight and curved beams as the radius of

curvature of the beams was increased. Demirhan and Taskin23 carried out a two-

dimensional analysis of plates, where the two opposite edges were simply supported

and the other edges were arbitrarily supported, and used a Levy-type solution with

four variable plate theories to ¯nd the bending results. Thai et al.24 developed a new

¯rst-order shear deformation theory (FSDT) to investigate mechanical problems in

FG sandwich plates with di®erent combined boundary conditions. Unlike the pre-

vious version of FSDT, this approach could provide accurate results without re-

quiring a shear correction factor. Using the Chebyshev collocation method (CCM),

the vibration of FG sandwich plates with di®erent boundary conditions at each edge

was accurately solved in an investigation by Tossapanon and Wattanasakulpong.25

There have also been a number of investigations that form useful references for recent

developments in the analysis of FG sandwich plates.26–31 Some e®ective methodol-

ogies for the analysis of composite shell structures have been presented in the
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literature (e.g. a uni¯ed solution for shallow shells,32 a Rayleigh–Ritz method for

cylindrical shells with elastically constrained ends,33 and an analytical solution for

the impact response of cylindrical shells34). A closed-form solution for the thermo-

mechanical behavior of FG sandwich shells with double curvature was presented in

an investigation by Trinh and Kim,35 and a semi-analytical method was proposed to

model the free vibration of doubly curved FG sandwich panels and shells of revo-

lution.36 Rezaiee-Pajand et al.37 employed a triangular shell element to discretize FG

sandwich plates and shells to determine the nonlinear behavior of these structures

under in-plane loading. They found that the reductions in the buckling load and the

extension of the unstable part of the equilibrium range were related to a reduction in

the elastic modulus of the core. Further analyses of FG sandwich shell structures are

also available in Refs. 38–44.
As observed above, most previous studies have focused on structural behavior in

terms of the static bending, stability and vibration of FG sandwich structures. One of

the most common problems faced in real engineering applications is that structures

may be in a condition of dynamic excitation, with moving loads or masses. A number

of research studies have explored the action of moving loads or masses on FGM

structures. For instance, Şimşek and colleagues investigated the dynamic behavior of

FGM beams under the action of a moving load at constant speed, e.g. double-FGM

beams,45 axial FGM beams,46 and Timoshenko FGM beams.47 By considering a load

moving with a variable speed, Esen48 derived ¯nite element solutions for the dynamic

response of FGM beams under an accelerating load. Tapered bi-directional FGM

beams under moving loads have also been modeled using the boundary-domain in-

tegral equation method.49 Esmaeilzadeh and Kadkhodayan50 investigated FGM

plates and shells under moving loads by using the dynamic relaxation method to

analyze sti®ened bi-directional FGM plates under a moving load, while Malekzadeh

and Monajjemzadeh51 combined the ¯nite element method with Newmark's time

integration and the Newton–Raphson iteration method to model the nonlinear dy-

namic response of FGM plates. Song et al.52 considered the e®ects of a moving mass

on FGM plates, and Malekzadeh and Monajjemzadeh53 included the thermal e®ects

on the dynamic response of FGM plates subjected to moving loads. Although

analyses of the dynamic behavior of FGM shells have been carried out in several

studies,54–57 analyses of FG sandwich structures excited by moving loads are very

rare. We found only two recent articles by Songsuwan et al.58 and Şimşek and

Al-shujairi,59 who considered FG sandwich beams under one and two moving loads,

respectively, using di®erent scenarios and parametric studies.

To ¯ll the gap in the existing research on the dynamic response of FG sandwich

plates under multiple moving loads, the present study aims to analyze this response

by using the Ritz method in conjunction with the Newmark time-integration

method. The admissible displacement functions are created recursively with a Gram–
Schmidt procedure. It is worth noting that all of the terms in the admissible functions

in the form of Gram–Schmidt polynomials are related to essential boundary
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conditions. Our models can be adapted to any number of moving loads acting on the

plates, and can be used to analyze the free and forced vibration of plates with

di®erent combinations of boundary conditions. The accuracy of our results is vali-

dated based on some existing results in the literature. New results in relation to the

in°uences of the layer thickness ratio, material composition index, loading velocity

etc. are taken into consideration and applied to structural engineering designs.

2. FG Sandwich Plate under Multiple Moving Loads

An FG sandwich plate under multiple moving loads is shown in Fig. 1. The plate

consists of three layers, of which the top and bottom layers are face sheets and the

layer in the middle forms the core. The geometrical parameters (h; a; b) of the plate

are de¯ned as the thickness along the z-axis, the width along the x-axis, and the

(a)

(b)

(c)

Fig. 1. Geometry and coordinates of an FG sandwich plate under multiple loads P ðtÞ moving with

constant velocity ðvpÞ.
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width along the y-axis, respectively, and the origin of the coordinate system Oðx; y; zÞ
is located at the mid-point of the plate, as shown in Fig. 1(a). The plate is subjected

to multiple loads ðPiðtÞÞ moving along the x-direction with constant velocity ðvpÞ, as
shown in Fig. 1(b). There is an equal distance d between the loads. The position of

any load on the x-axis is dependent on the velocity and time (tÞ, and can be found

using the relation xpi ¼ ½vpt� ði� 1Þd�.
In addition, we consider two types of FG sandwich plates, with homogeneous soft

and hard cores, as depicted in Fig. 1(c). From the ¯gure, it can be seen that the face

sheets of both types are made of FG materials, and their ceramic and metal con-

stituents vary smoothly in the direction of the thickness. Since Young's modulus of

ceramic is much larger than that of metal, plates with a fully ceramic core are called

FG sandwich plates with a homogeneous hard core, while plates with a metal core are

known as FG sandwich plates with a homogeneous soft core. It is also assumed that

there is perfect bonding at the interfaces between layers, with gradual changes in the

material composition; in this way, the problems of de-bonding and stress concen-

tration between layers are eliminated. The reader is referred to the re¯ned zigzag

theory, which takes into account the compatibility of deformation between di®erent

layers of the sandwich plates.60

Under conditions of perfect bonding between the layers of the FG sandwich

plates, their material properties in terms of Young's modulus of elasticity ðEÞ and
mass density ð�Þ can be estimated as follows:

E ðiÞðzÞ ¼ ðEb � EtÞV ðiÞ
b ðzÞ þ Et; ð1aÞ

�ðiÞðzÞ ¼ ð�b � �tÞV ðiÞ
b ðzÞ þ �t: ð1bÞ

The value of Poisson's ratio (�) is assumed to be constant. Note that the sub-

scripts b and t in Eq. (1) refer to the properties at the bottom (z ¼ h0 ¼ �h=2) and

top (z ¼ h3 ¼ þh=2) of the plates, respectively. To evaluate the material properties

throughout the thickness of the plate, the layer thickness ratio is used, which takes

the form of three numerals; for instance, a 1-1-1 layer thickness ratio represents a

plate in which each layer has an equal thickness. The heights of each layer of the

plate are h0 ¼ �h=2, h1 ¼ �h=6, h2 ¼ þh=6 andh3 ¼ þh=2.

Since the face sheets are made of FG materials, a power law distribution is used to

characterize the volume fractions of the material in the top and bottom layers,

whereas the middle sheet is a homogeneous core. The relations between the volume

fractions can be expressed as follows24,25:

V
ð1Þ
b ðzÞ ¼ z� h0

h1 � h0

� �
n̂

; z 2 ½h0;h1�;

V
ð2Þ
b ðzÞ ¼ 1; z 2 ½h1;h2�;

V
ð3Þ
b ðzÞ ¼ z� h3

h2 � h3

� �
n̂

; z 2 ½h2;h3�;

8>>>>>><
>>>>>>:

ð2Þ

where n̂ is the material volume fraction index or power law index, 0 � n̂ � 1.
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As stated above, FG sandwich plates with homogeneous soft and hard cores are

considered in this study. The material constituents are ceramic and metal phases,

and are denoted using the subscripts c and m, respectively. The de¯nitions in

Eqs. (1) and (2) can therefore be replaced by ðEb ¼ Ec; �b ¼ �cÞ and ðEt ¼ Em; �t ¼
�mÞ for homogeneous hard core plates and ðEb ¼ Em; �b ¼ �mÞ and ðEt ¼ Ec; �t ¼
�cÞ for homogeneous soft core plates.

3. Mathematical Modeling

In this study, the FSDT, including the e®ects of shear deformation and rotary in-

ertia, is employed to construct the equations of motion for the free and forced vi-

bration of FG sandwich plates with di®erent types of edge support. In accordance

with theory, the displacement ¯eld of an arbitrary point on the plate can be written

as

uðx; y; z; tÞ ¼ u0ðx; y; tÞ þ z xðx; y; tÞ; ð3aÞ
vðx; y; z; tÞ ¼ v0ðx; y; tÞ þ z yðx; y; tÞ; ð3bÞ

wðx; y; z; tÞ ¼ w0ðx; y; tÞ; ð3cÞ
where ðu; v;wÞ are the displacements along the x; y; z-axes and ðu0; v0;w0Þ denote the
displacement of a point on the plane z ¼ 0.  x and  y are the rotations of a trans-

verse normal about the y- and x-axes, respectively. Based on the displacement ¯eld in

Eq. (3), the strain components, normal strains ð"xx; "yyÞ and shear strains

ð�xy; �yz; �xzÞ, can be expressed as

"xx

"yy

�xy

8><
>:

9>=
>; ¼

"0xx

"0yy

� 0
xy

8>><
>>:

9>>=
>>;þ z

�xx

�yy

�xy

8><
>:

9>=
>;;

�yz

�xz

� �
¼

� 0
yz

� 0
xz

( )
; ð4aÞ

"0xx

"0yy

� 0
xy

8>><
>>:

9>>=
>>; ¼

@u0

@x

@v0
@y

@u0

@y
þ @v0
@x

� �

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

9>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;
;

�xx

�yy

�xy

8><
>:

9>=
>; ¼

@ x

@x

@ y

@y

@ x

@y
þ @ y

@x

� �

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

9>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;
;

� 0
yz

� 0
xz

( )
¼

@w0

@y
þ  y

@w0

@x
þ  x

8>>><
>>>:

9>>>=
>>>;
:

ð4bÞ
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The expressions for the constitutive relations can be written in the following

forms:

�
ðiÞ
xx

�
ðiÞ
yy

�
ðiÞ
xy

8>><
>>:

9>>=
>>; ¼

Q11 Q12 0

Q21 Q22 0

0 0 Q66

2
4

3
5 "xx

"yy
�xy

8<
:

9=
;; �

ðiÞ
yz

�
ðiÞ
xz

( )
¼ Q44 0

0 Q55

� �
�yz
�xz

� �
; ð5Þ

in which the elastic components are

Q11 ¼ Q22 ¼
E ðiÞðzÞ
1� � 2

; Q12 ¼ Q21 ¼
�E ðiÞðzÞ
1� � 2

; ð6aÞ

Q44 ¼ Q55 ¼ �ðiÞ E ðiÞðzÞ
2½1þ �� ; Q66 ¼

E ðiÞðzÞ
2½1þ �� ; ð6bÞ

where � ¼ 5=6 is a shear correction factor for a layer of homogeneous material, and

� ¼ 5
6�ð�c Vcþ�mVmÞ for a layer of FG material in which Vm ¼ 1� Vc. The values Vc and

Vm are the material volume fractions of ceramic and metal, respectively. Similarly, �c
and �m are the Poisson's ratios for the ceramic and metal components.

In a Cartesian co-ordinate system, the strain energy ðUsÞ of FG sandwich plates at

any instant is

Us ¼
1

2

Z þb=2

�b=2

Z þa=2

�a=2

Z þh=2

�h=2

ð� ðiÞ
xx"xx þ � ðiÞ

yy "yy þ � ðiÞ
yz �yz þ � ðiÞ

xz�xz þ � ðiÞ
xy�xyÞdzdxdy:

ð7Þ

Substituting Eqs. (3)–(5) into Eq. (7) gives us another form of the strain energy

equation as follows:

Us ¼
1

2

Z þb=2

�b=2

Z þa=2

�a=2

A11

@uo

@x

� �
2

þA66

@uo

@y

� �
2

þ 2A12

@uo

@x

@vo
@y

�

þ 2A66

@uo

@y

@vo
@x

þ 2B11

@uo

@x

@ x

@x
þ 2B66

@uo

@y

@ x

@y
þ 2B12

@uo

@x

@ y

@y

þ 2B66

@uo

@y

@ y

@x
þ 2A12

@vo
@y

@uo

@x
þ 2A66

@vo
@x

@uo

@y
þ A22

@vo
@y

� �
2

þ A66

@vo
@x

� �
2

þ 2B12

@vo
@y

@ x

@x
þ 2B66

@vo
@x

@ x

@y
þ 2B22

@vo
@y

@ y

@y

þ 2B66

@vo
@x

@ y

@x
þA44

@wo

@y

� �
2

þA55

@wo

@x

� �
2

þ 2A55

@wo

@x
 x

þ 2A44

@wo

@y
 y þ 2B11

@ x

@x

@uo

@x
þ 2B66

@ x

@y

@uo

@y
þ 2B12

@ x

@x

@vo
@y

þ 2B66

@ x

@y

@vo
@x

þ 2A55 x

@wo

@x
þD11

@ x

@x

� �
2

þ A55 
2
x
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þD66

@ x

@y

� �
2

þ 2D12

@ x

@x

@ y

@y
þ 2D66

@ x

@y

@ y

@x
þ 2B12

@ y

@y

@uo

@x

þ 2B66

@ y

@x

@uo

@y
þ 2B22

@ y

@y

@vo
@y

þ 2B66

@ y

@x

@vo
@x

þ 2A44 y

@wo

@y

þ 2D12

@ y

@y

@ x

@x
þ 2D66

@ y

@x

@ x

@y
þD22

@ y

@y

� �
2

þ A44 
2
y þD66

@ y

@x

� �
2
�
dxdy;

ð8Þ
where Ajk;Bjk and Djkðj; k ¼ 1; 2; 4; 5; 6Þ are the extensional, bending-extensional

coupling and bending sti®ness components, respectively, and can be obtained from

integrating the elastic components of the sandwich plates across the thickness, as

follows:

½Ajk;Bjk;Djk� ¼
X3
i¼1

Z hi

hi�1

Qjk½1; z; z2�dz: ð9Þ

To carry out an analysis of the free vibration and dynamic of FG sandwich plates,

the kinetic energy is required, and this is expressed as:

Uk ¼
1

2

Z þb=2

�b=2

Z þa=2

�a=2

Z þh=2

�h=2

�ðzÞ @u

@t

� �
2

þ @v

@t

� �
2

þ @w

@t

� �
2

� �
dzdxdy

¼ 1

2

Z þb=2

�b=2

Z þa=2

�a=2

I0
@u0

@t

� �
2

þ 2I1
@u0

@t

@ x

@t
þ I2

@ x

@t

� �
2

�

þ I0
@v0
@t

� �
2

þ 2I1
@v0
@t

@ y

@t
þ I2

@ y

@t

� �
2

þ I0
@w

@t

� �
2
�
dxdy; ð10Þ

where I0; I1 and I2 are the components of inertia, and can be obtained from the

following equation:

½I0; I1; I2� ¼
X3
i¼1

Z hi

hi�1

�ðiÞ½1; z; z2�dz: ð11Þ

In our investigation, FG sandwich plates are assumed to be under the action of

multiple moving loads along the x-axis. Hence, the work done ðUexÞ due to these

external dynamic loads can be expressed and separated based on the number of

moving loads. The work done when a single load moves onto a plate is

Uex ¼
�P1ðtÞw0ðxP1; 0; tÞ if 0 � t � t1 ¼

a

vp
;

0 if t1 < t;

8<
: ð12Þ
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and for two loads, the work is

Uex ¼

�P1ðtÞw0ðxP1; 0; tÞ if 0 � t < t1 ¼
d

vp
;

�P1ðtÞw0ðxP1; 0; tÞ � P2ðtÞw0ðxP2; 0; tÞ if t1 � t � t2 ¼
a

vp
;

�P2ðtÞw0ðxP2; 0; tÞ if t2 < t � t1 þ t2;

0 if t1 þ t2 < t:

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

ð13Þ

For three loads, the work is

Uex ¼

�P1ðtÞw0ðxP1; 0; tÞ if 0 � t < t1 ¼
d

vp
;

�P1ðtÞw0ðxP1; 0; tÞ � P2ðtÞw0ðxP2; 0; tÞ if t1 � t < t2 ¼
2d

vp
;

�P1ðtÞw0ðxP1; 0; tÞ � P2ðtÞw0ðxP2; 0; tÞ
�P3ðtÞw0ðxP3; 0; tÞ if t2 � t � t3 ¼

a

vp
;

�P2ðtÞw0ðxP2; 0; tÞ � P3ðtÞw0ðxP3; 0; tÞ if t3 < t � ðt3 þ t1Þ;
�P3ðtÞw0ðxP3; 0; tÞ if ðt3 þ t1Þ < t � ðt3 þ t2Þ;

0 if ðt3 þ t2Þ < t;

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ð14Þ

where

P1ðtÞ ¼ P0 sinð�1tþ �1Þ;
P2ðtÞ ¼ P0 sinð�1tþ �2Þ;
P3ðtÞ ¼ P0 sinð�1t� �3Þ:

ð15Þ

Here, P0; vp and �1 are the magnitude, velocity and excitation frequency of the

moving loads, respectively, �i are the phase angles of the moving loads, and xpðtÞ
represents the locations of the moving loads at any instant. Using the same tech-

nique, the work done by more than three loads moving onto the plates can be

calculated.

We can use the expressions for the energy given above to de¯ne the total energy

ð�Þ for the plate system as follows:

� ¼ Us � Uk � Uex: ð16Þ
The Ritz method is a popular tool for solving the total energy equation, due to its

e±ciency and simplicity. The most important aspect when using this method is the

choice of appropriate admissible functions that will lead to accurate results with a

fast convergence rate. We use the Gram–Schmidt procedure to generate admissible

functions in the displacement ¯eld, as this creates terms in a polynomial series that

satisfy the essential boundary conditions via recursive generation. Rango et al.61
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reported that the use of the Gram–Schmidt polynomial series with the Ritz method

allowed a high spectral accuracy to be achieved and gave faster convergence than

other methods such as the Galerkin, ¯nite element and di®erential quadrature

methods. Due to the e®ectiveness of this method when combined with the Gram-

Schmidt polynomial series, it has been extended to investigations of various scenarios

and problems (e.g. buckling of skew plates,62,63 the dynamic response of shell

panels64–66 and the vibration of cylindrical and shallow shells67,68).

Our model can be used to estimate the dynamic response of an FG sandwich plate

with arbitrary general boundary conditions, including simply supported (S), clamped

(C) and free (F) conditions at each edge of the plates. The admissible functions can

be written in general form as follows:

u0ðx; y; tÞ ¼
Xm
i¼1

Xn
j¼1

UijðtÞN u
i ðxÞN u

j ðyÞ;

v0ðx; y; tÞ ¼
Xm
i¼1

Xn
j¼1

VijðtÞN v
i ðxÞN v

j ðyÞ;

w0ðx; y; tÞ ¼
Xm
i¼1

Xn
j¼1

WijðtÞNw
i ðxÞNw

j ðyÞ;

 xðx; y; tÞ ¼
Xm
i¼1

Xn
j¼1

XijðtÞN  x
i ðxÞN  x

j ðyÞ;

 yðx; y; tÞ ¼
Xm
i¼1

Xn
j¼1

YijðtÞN  y

i ðxÞN  y

j ðyÞ;

ð17Þ

where N ’
i ðxÞ; i ¼ 1; 2; 3; . . . ;m, N ’

j ðyÞ; j ¼ 1; 2; 3; . . . ;n and ’ ¼ u; v;w;  x;  y are

shape functions that must satisfy at least the essential boundary conditions. The

shape functions in our admissible functions are generated using the Gram-Schmidt

procedure, using the following equations.

Given a function (polynomial) N1ðsÞ as an initial term, which must be in

accordance with the required boundary conditions, an orthogonal set of functions

(polynomial) can be developed over an arbitrary interval c � s � d using the

Gram-Schmidt procedure, as follows:

N2ðsÞ ¼ ðs� 	2ÞN1ðsÞ;
NkðsÞ ¼ ðs� 	kÞNk�1ðsÞ � 
kNk�2ðsÞ; k � 3;

ð18Þ

where 	k and 
k are obtained from:

	k ¼
R d
c sN 2

k�1ðsÞdsR d
c N 2

k�1ðsÞds
; k � 2;


k ¼
R d
c sNk�1ðsÞNk�2ðsÞdsR d

c N 2
k�2ðsÞds

; k � 3:

ð19Þ
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Using the above procedure, the shape functions in both the x- and y-directions,

represented by (s) for the important variables u0; v0;w0;  x and  y, can be considered

in the problem domains of �0:5a � x � 0:5a and �0:5b � y � 0:5b in the integration

limits. The generated shape functions are now ready for insertion into the admissible

displacement functions in Eq. (17). In the Gram-Schmidt procedure, the recursive

expression in Eq. (18) is used to complete the set of orthogonal shape functions,

which depend on the choice of the initial term, N1ðsÞ.
Plate analysis generally involves numerous combinations of edge supports. To

represent the boundary conditions of the plates, we use a counterclockwise four-

character notation, in which the ¯rst character represents the boundary condition of

edge x ¼ �0:5a, and the subsequent characters represent the boundary conditions of

the other edges, y ¼ �0:5b;x ¼ 0:5a and y ¼ 0:5b, respectively. Since our model can

be used to solve for plates with any supports at any of the four edges, the essential or

geometrical conditions can be expressed as:

Simply supported ðSÞ: vo ¼ wo ¼  y ¼ 0 at x ¼ �0:5a and þ 0:5a;

uo ¼ wo ¼  x ¼ 0 at y ¼ �0:5b and þ 0:5b;
ð20aÞ

Clamped ðCÞ: uo ¼ vo ¼ wo ¼  x ¼  y ¼ 0 at x ¼ �0:5a and þ 0:5a;

uo ¼ vo ¼ wo ¼  x ¼  y ¼ 0 at y ¼ �0:5b and þ 0:5b;
ð20bÞ

Free ðFÞ: uo ¼ vo ¼ wo ¼  x ¼  y 6¼ 0 at x ¼ �0:5a and þ 0:5a;

uo ¼ vo ¼ wo ¼  x ¼  y 6¼ 0 at y ¼ �0:5b and þ 0:5b:
ð20cÞ

For brevity, we only give the details of the initial term for each variable, for

example for a plate that is simply supported at all edges (SSSS) or clamped at all

edges (CCCC), as shown in Table 1. However, if the plates have other types of

boundary conditions, the important variables can be determined based on other

appropriate functions of the initial term.

Table 1. Initial term in each shape function for FG sandwich plates
with di®erent boundary conditions.

B.C. SSSS CCCC

N u
1 ðxÞ 1 ð0:5þ ðx=aÞÞð0:5� ðx=aÞÞ

N u
1 ðyÞ ð0:5þ ðy=bÞÞð0:5� ðy=bÞÞ ð0:5þ ðy=bÞÞð0:5� ðy=bÞÞ

N v
1 ðxÞ ð0:5þ ðx=aÞÞð0:5� ðx=aÞÞ ð0:5þ ðx=aÞÞð0:5� ðx=aÞÞ

N v
1 ðyÞ 1 ð0:5þ ðy=bÞÞð0:5� ðy=bÞÞ

Nw
1 ðxÞ ð0:5þ ðx=aÞÞð0:5� ðx=aÞÞ ð0:5þ ðx=aÞÞð0:5� ðx=aÞÞ

Nw
1 ðyÞ ð0:5þ ðy=bÞÞð0:5� ðy=bÞÞ ð0:5þ ðy=bÞÞð0:5� ðy=bÞÞ

N  x

1 ðxÞ 1 ð0:5þ ðx=aÞÞð0:5� ðx=aÞÞ
N  x

1 ðyÞ ð0:5þ ðy=bÞÞð0:5� ðy=bÞÞ ð0:5þ ðy=bÞÞð0:5� ðy=bÞÞ
N

 y

1 ðxÞ ð0:5þ ðx=aÞÞð0:5� ðx=aÞÞ ð0:5þ ðx=aÞÞð0:5� ðx=aÞÞ
N

 y

1 ðyÞ 1 ð0:5þ ðy=bÞÞð0:5� ðy=bÞÞ

Dynamic Analysis of Functionally Graded Sandwich Plates
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These shape functions are expanded to a suitable number of polynomial terms

ðn ¼ m ¼ N̂Þ as described in the convergence study. By inserting the admissible

displacement functions given above into the total potential energy in Eq. (16), and

then applying the Lagrange method, the manipulation of the process can be

expressed as

@�

@qij
� d

dt

@�

@ _qij
¼ 0; ð21Þ

in which qij represents the time-dependent unknown parameters (UijðtÞ;VijðtÞ;
WijðtÞ;XijðtÞ,YijðtÞ). Equation (21) can be rearranged into a matrix of equations of

motion, as follows:

Kuu Kvu Kwu K xu K yu

Kvv Kwv K xv K yv

Kww K xw K yw

sym K x x K y x

K y y

2
666666664

3
777777775

U

V

W

X

Y

2
66666664

3
77777775

þ

Muu Mvu Mwu M  xu M  yu

M vv Mwv M  xv M  yv

Mww M  xw M  yw

sym M  x x M  y x

M  y y

2
666666664

3
777777775

U
::

V
::

W
::

X
::

Y
::

2
6666666664

3
7777777775
¼

0

0

F

0

0

2
66666664

3
77777775
; ð22Þ

where the over-dot represents the derivative with respective to time, K and M are

the sti®ness and mass matrices, respectively, and the size of each matrix is

5ðm� nÞ � 5ðm� nÞ. F is the force vector due to the moving loads. The matrix

elements in Eq. (22) are given by

Kuu
ijmn ¼ A11P

uu11
im Quu00

jn þ A66P
uu00
im Quu11

jn ;

Kvu
ijmn ¼ A12P

vu01
im Qvu10

jn þA66P
vu10
im Qvu01

jn ;

Kvv
ijmn ¼ A22P

vv00
im Qvv11

jn þ A66P
uu11
im Quu00

jn ;

Kwu
ijmn ¼ Kwv

ijmn ¼ 0;

Kww
ijmn ¼ A44P

ww00
im Qww11

jn þ A55P
ww11
im Qww00

jn ;

K  xu
ijmn ¼ B11P

 xu11
im Q xu00

jn þ B66P
 xu00
im Q xu11

jn ;

K  xv
ijmn ¼ B12P

 xv10
im Q xv01

jn þ B66P
 xv01
im Q xv10

jn ;

K  xw
ijmn ¼ A55P

 xw01
im Q xw00

jn ;

K  x x
ijmn ¼ D11P

 x x11
im Q x x00

jn þ A55P
 x x00
im Q x x00

jn þD66P
 x x00
im Q x x11

jn ;
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K
 yu
ijmn ¼ B12P

 yu01
im Q

 yu10
jn þ B66P

 yu10
im Q

 yu01
jn ;

K
 yv
ijmn ¼ B22P

 yv00
im Q

 yv11
jn þ B66P

 yv11
im Q

 yv00
jn ;

K
 yw
ijmn ¼ A44P

 yw00
im Q

 yw01
jn ;

K
 y x

ijmn ¼ D12P
 y x01
im Q

 y x10
jn þD66P

 y x10
im Q

 y x01
jn ;

K
 y y

ijmn ¼ D22P
 y y00
im Q

 y y11
jn þ A44P

 y y00
im Q

 y y00
jn þD66P

 y y11
im Q

 y y00
jn ;

ð23Þ
and

Muu
ijmn ¼ I0P

uu00
im Quu00

jn ; Mvu
ijmn ¼ 0; Mvv

ijmn ¼ I0P
vv00
im Qvv00

jn ;

Mwu
ijmn ¼ 0; Mwv

ijmn ¼ 0; Mww
ijmn ¼ I0P

ww00
im Qww00

jn ;

M  xu
ijmn ¼ I1P

 xu00
im Q xu00

jn ; M  xv
ijmn ¼ 0; M  xw

ijmn ¼ 0;

M  x x

ijmn ¼ I2P
 x x00
im Q x x00

jn ; M
 x y

ijmn ¼ 0; M
 yu
ijmn ¼ 0;

M
 yv
ijmn ¼ I1P

 yv00
im Q

 yv00
jn ; M

 yw
ijmn ¼ 0; M

 y x

ijmn ¼ 0;

M
 y y

ijmn ¼ I2P
 y y00
im Q

 y y00
jn :

ð24Þ

Details of the elements in Eqs. (23) and (24) are given in Appendix A.

Fij ¼ �P1ðtÞNiðxp1ÞNjð0Þ if 0 � t < t1 ¼
d

vp
;

Fij ¼ �P1ðtÞNiðxp1ÞNjð0Þ � P2ðtÞNiðxp2ÞNjð0Þ if t1 � t < t2 ¼
2d

vp
;

Fij ¼ �P1ðtÞNiðxp1ÞNjð0Þ � P2ðtÞNiðxp2ÞNjð0Þ � P3ðtÞNiðxp3ÞNjð0Þ

if t2 � t < t3 ¼
L

vp
;

Fij ¼ �P2ðtÞNiðxp2ÞNjð0Þ � P3ðtÞNiðxp3ÞNjð0Þ if t3 � t < t3 þ t1;

Fij ¼ �P3ðtÞNiðxp3ÞNjð0Þ if t3 þ t1 � t < t3 þ t2;

ð25Þ

A forced vibration analysis of FG sandwich plates under multiple moving loads

can be carried out by solving the equations of motion in Eq. (22) in the time domain

using Newmark's average acceleration method. Consequently, the displacements,

velocities and accelerations of the plates at a given point and time are determined in

the time domain relative to the distances and velocities of the moving loads. For

example, for a single moving load, the time domain is 0 � t � a=vp.

To allow us to carry out a free vibration analysis of the plates that takes into

account the harmonic phenomenon, it is assumed that the unknown vector

½UijðtÞ;VijðtÞ;WijðtÞ;XijðtÞ;YijðtÞ�T for i ¼ 1; 2; 3; . . . ;m and j ¼ 1; 2; 3; . . . ;n can be
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expressed as:

UijðtÞ
VijðtÞ
WijðtÞ
XijðtÞ
YijðtÞ

2
666664

3
777775 ¼

�U ije
i!t

�V ije
i!t

�Wije
i!t

�Xije
i!t

�Y ije
i!t

2
6666664

3
7777775
; ð26Þ

in which i ¼ ffiffiffiffiffiffiffi�1
p

, and ! is the natural frequency in units of rad/s. By substituting

Eq. (26) into Eq. (22) without considering a force vector, we can obtain an eigen-

value equation for the free vibration problem as follows:

Kuu Kvu Kwu K xu K yu

Kvv Kwv K xv K yv

Kww K xw K yw

sym K x x K y x

K y y

2
666666664

3
777777775

2
666666664

� !2

Muu Mvu Mwu M  xu M  yu

M vv Mwv M  xv M  yv

Mww M  xw M  yw

sym M  x x M  y x

M  y y

2
666666664

3
777777775

3
777777775

�U

�V

�W

�X

�Y

2
666666664

3
777777775
¼

0

0

0

0

0

2
66666664

3
77777775
: ð27Þ

Solving Eq. (27) as a standard eigenvalue problem leads to a set of natural fre-

quencies for the FG sandwich plates in which the lowest eigenvalue is the funda-

mental frequency of the plates.

4. Numerical Results and Discussion

Several examples of free and forced vibration analysis of FG sandwich plates under

multiple moving loads are presented in this section. Before introducing these

examples, we describe the materials used to produce FG sandwich plates. Alumina

(Al2O3) and aluminium (Al) are chosen as the ceramic and metal constituents, re-

spectively, for the construction of FG sandwich plates with the following material

properties: Ec ¼ 380GPa, �c ¼ 0:3, �c ¼ 3960 kg/m3 for Al2O3, and Em ¼ 70GPa,

�m ¼ 0:3, �m ¼ 2702 kg/m3 for Al.

The geometric parameters of the plate are as follows: a ¼ 1:0m, b ¼ 1:0m, and h

is de¯ned based on the side-to-height ratio (a=h). In the ¯rst part of this section, we

analyze the free vibration of plates with various edge supports. For convenience, the

frequency results of the free vibration are presented in dimensionless form, as follows:

�! ¼ ð!a2=hÞ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�0=E0

p
, where E0 ¼ 1GPa and �0 ¼ 1 kg/m3.
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4.1. Free vibration

Table 2 shows the results of a convergence study of the free vibration of FG sandwich

plates that were simply supported at all edges (SSSS). Plates with a homogeneous

soft core and a layer thickness ratio of 1-2-1 are considered here. We found that the

results converged to accurate frequencies for all mode sequences, from the ¯rst to the

sixth, using only N̂ ¼ 10. The accuracy of our model in terms of the frequency

analysis was con¯rmed by comparing our results with those of Thai et al.24 and

Tossapanon et al.,25 and good agreement could be observed between the results for

all mode sequences. Based on this convergence study, the following investigations

were computed using 10 terms of the Gram–Schmidt shape functions.

Tables 3 and 4 compare our dimensionless fundamental frequencies for FG

sandwich plates with existing results in the literature. Results for plates with a

homogeneous hard core are shown in Table 3, while Table 4 shows the results for

plates with a homogeneous soft core. The e®ects of the type of sandwich (symmet-

rical or asymmetrical) and the boundary conditions (simply supported or clamped)

on the vibration of the plates are shown in both tables. For the plates in Table 3 with

a homogeneous hard core, those with an asymmetric (2-2-1) layer thickness ratio had

larger frequencies than those with a symmetric (2-1-2) layer thickness ratio, since the

material composition of 2-2-1 plates is mainly ceramic. In contrast, for the homo-

geneous soft core plates in Table 4, the proportion of ceramic in the 2-2-1 plates is

lower than in the 2-1-2 plates. The material composition can be controlled by varying

the volume fraction index (n̂). For example, in the range n̂ � 1, the higher fre-

quencies for the plates in Table 4 result from an increase in n̂. In this example, the

plates will have fully ceramic face sheets when n̂ approaches in¯nity. The clamped

(CCCC) plates are also much sti®er than the simply supported (SSSS) plates, and as

a result, their frequencies are much higher. In both tables, the accuracy of our results

is con¯rmed through a comparison with previous results reported in Refs. 24 and 25.

Table 2. Convergence study of the free vibration of simply supported
FG sandwich plates ða=h ¼ 10; n̂ ¼ 2Þ.

Mode sequence

N̂ 1 2 3 4 5 6

3 1.3785 3.7079 5.5302 8.9123 11.4082 14.0083

4 1.3011 3.6788 5.5302 7.8239 8.0469 11.0637

5 1.3011 3.1558 4.8979 7.8239 7.9399 11.0637

6 1.3009 3.1556 4.8976 6.0696 7.6531 10.1839

7 1.3009 3.1473 4.8866 6.0684 7.6474 9.9056

8 1.3009 3.1473 4.8866 5.9956 7.5898 9.8975

9 1.3009 3.1473 4.8865 5.9956 7.5898 9.6142

10 1.3009 3.1473 4.8865 5.9946 7.5890 9.6140

Ref. 24 1.3023 3.1563 4.9079 6.0262 7.6384 9.6811

Ref. 25 1.3009 3.1473 4.8865 5.9945 7.5890 9.6046
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We extend our model to plates with di®erent combinations of boundary condi-

tions, and Tables 5 and 6 show the results of similar investigations in which we

varied n̂ and considered plates with di®erent materials in the core layer. Some results

from Ref. 25 are used for validation, and new results for some types of boundary

conditions are also presented that can provide future benchmarking solutions. It can

be seen that the boundary conditions signi¯cantly a®ect the variation in the natural

frequencies of the plates. The cantilever plate (in which one edge is clamped and the

others are free) has the lowest frequency compared to the other plates, since it has

fewer constraints.

Figure 2 shows the normalized mode shapes for FG sandwich plates that are

simply supported at all edges (SSSS). The mode shapes are shown for four di®erent

modes of vibration, for plates with a homogeneous soft core with a layer thickness

ratio of 2-1-2. Similarly, Fig. 3 shows the normalized fundamental mode shapes for

Table 3. Comparison of dimensionless fundamental frequencies, �! ¼
ð!a2=hÞ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

�0=E0

p
, for FG sandwich plates (a=h ¼ 10).

B.C. Source n̂ ¼ 0 n̂ ¼ 0:5 n̂ ¼ 1 n̂ ¼ 2 n̂ ¼ 5 n̂ ¼ 10

2-1-2 layer thickness ratio (hard core)
SSSS Present 1.8263 1.4830 1.2985 1.1205 0.9796 0.9405

Ref. 25 1.8244 1.4829 1.2985 1.1205 0.9796 0.9405

Ref. 24 1.8244 1.4841 1.3000 1.1218 0.9796 0.9390

CCCC Present 3.1226 2.5681 2.2637 1.9652 1.7236 1.6541

Ref. 25 3.1123 2.5680 2.2636 1.9650 1.7235 1.6540

Ref. 24 3.2936 2.7099 2.3864 2.0680 1.8064 1.7268

2-2-1 layer thickness ratio (hard core)

SSSS Present 1.8259 1.5463 1.3943 1.2422 1.1071 1.0591

Ref. 25 1.8244 1.5462 1.3942 1.2420 1.1065 1.0584
Ref. 24 1.8244 1.5471 1.3956 1.2436 1.1077 1.0587

CCCC Present 3.1202 2.6716 2.4235 2.1719 1.9446 1.8625

Ref. 25 3.1123 2.6715 2.4233 2.1715 1.9441 1.8619
Ref. 24 3.2936 2.8199 2.5556 2.2868 2.0415 1.9497

Table 4. Comparison of dimensionless fundamental frequencies, �! ¼
ð!a2=hÞ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

�0=E0

p
, for FG sandwich plates (a=h ¼ 10).

B.C. Source n̂ ¼ 0 n̂ ¼ 0:5 n̂ ¼ 1 n̂ ¼ 2 n̂ ¼ 5 n̂ ¼ 10

2-1-2 layer thickness ratio (soft core)
SSSS Present 0.9296 1.5531 1.7140 1.8156 1.8651 1.8711

Ref. 25 0.9295 1.5531 1.7139 1.8157 1.8651 1.8712

CCCC Present 1.5894 2.5968 2.8648 3.0420 3.1393 3.1581
Ref. 25 1.5894 2.5967 2.8646 3.0420 3.1392 3.1581

2-2-1 layer thickness ratio (soft core)
SSSS Present 0.9293 1.4572 1.6078 1.7146 1.7831 1.8022

Ref. 25 0.9294 1.4571 1.6076 1.7143 1.7829 1.8020

CCCC Present 1.5882 2.4366 2.6842 2.8648 2.9874 3.0248
Ref. 25 1.5881 2.4364 2.6841 2.8646 2.9871 3.0246
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1-2-1 homogeneous soft core plates with six di®erent combinations of boundary

conditions. It can be observed that the mode shapes for all con¯gurations agree well

with the speci¯cations for each type of boundary condition at each edge.

4.2. Forced vibration

We now turn our attention to a forced vibration analysis. In this section, we begin

with a numerical validation of the forced vibration of plates subjected to a moving

Table 5. Comparison of dimensionless fundamental frequencies, �! ¼
ð!a2=hÞ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

�0=E0

p
, for FG sandwich plates (a=h = 10).

B.C. Source n̂ ¼ 0 n̂ ¼ 0:5 n̂ ¼ 1 n̂ ¼ 2 n̂ ¼ 5 n̂ ¼ 10

1-2-1 layer thickness ratio (hard core)
CFFF Present 0.3284 0.2820 0.2573 0.2323 0.2090 0.1998

Ref. 25 0.3285 0.2821 0.2573 N/A 0.2090 0.1998

CSSS Present 2.1449 1.8548 1.6979 1.5386 1.3884 1.3288

Ref. 25 2.1425 1.8548 1.6979 N/A 1.3884 1.3287
CFSC Present 1.5923 1.3764 1.2597 1.1413 1.0298 0.9855

CFFC Present 0.6390 0.5505 0.5030 0.4550 0.4100 0.3922

CFCC Present 2.1177 1.8384 1.6864 1.5314 1.3846 1.3260

CCSS Present 2.4228 2.0994 1.9239 1.7453 1.5765 1.5092

2-2-1 layer thickness ratio (hard core)

CFFF Present 0.3284 0.2771 0.2494 0.2218 0.1974 0.1888
CSSS Present 2.1453 1.8230 1.6469 1.4699 1.3118 1.2554

CFSC Present 1.5926 1.3528 1.2218 1.0904 0.9731 0.9312

CFFC Present 0.6391 0.5410 0.4877 0.4345 0.3873 0.3706

CFCC Present 2.1184 1.8076 1.6366 1.4640 1.3090 1.2533
CCSS Present 2.4235 2.0638 1.8666 1.6679 1.4899 1.4261

Table 6. Comparison of dimensionless fundamental frequencies, �! ¼
ð!a2=hÞ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

�0=E0

p
, for FG sandwich plates (a=h ¼ 10).

B.C. Source n̂ ¼ 0 n̂ ¼ 0:5 n̂ ¼ 1 n̂ ¼ 2 n̂ ¼ 5 n̂ ¼ 10

1-2-1 layer thickness ratio (soft core)
CFFF Present 0.1671 0.2612 0.2903 0.3118 0.3267 0.3314

Ref. 25 0.1672 0.2612 0.2902 N/A 0.3266 0.3314

CSSS Present 1.0917 1.6775 1.8592 1.9960 2.0933 2.1248

Ref. 25 1.0917 1.6775 1.8592 N/A 2.0934 2.1248
CFSC Present 0.8105 1.2467 1.3820 1.4838 1.5561 1.5794

CFFC Present 0.3253 0.5046 0.5601 0.6016 0.6306 0.6397

CFCC Present 1.0779 1.6404 1.8157 1.9488 2.0449 2.0766
CCSS Present 1.2332 1.8856 2.0883 2.2416 2.3515 2.3874

2-2-1 layer thickness ratio (soft core)

CFFF Present 0.1672 0.2642 0.2917 0.3110 0.3231 0.3263
CSSS Present 1.0919 1.7003 1.8751 2.0001 2.0819 2.1054

CFSC Present 0.8106 1.2635 1.3936 1.4865 1.5470 1.5644

CFFC Present 0.3253 0.5108 0.5637 0.6012 0.6251 0.6317

CFCC Present 1.0782 1.6652 1.8353 1.9583 2.0405 2.0650
CCSS Present 1.2335 1.9125 2.1085 2.2494 2.3426 2.3699
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load. Since no forced vibration results are available in the literature for FG sandwich

plates, our model can be simpli¯ed to isotropic plates by setting the material volume

fraction index to zero (n̂ ¼ 0) for homogeneous soft core plates. Our results can then

be validated by comparison with the results from an analytical model69 of SSSS

isotropic plates under a moving load. This analytical model is given below:

wðx; y; tÞ ¼ 4Po

ab

� �XNy

n¼1

XNx

m¼1

amn sinð!mtÞ �
!m

!mn

� �
sinð!mntÞ

� �

� sin
m�x

a

	 

sin

m�y

b

	 

;

where ð28Þ

amn ¼ sinðn�2 Þ
ðDmn � �h!2

mÞ
!mn ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Dmn

�h

s
and !m ¼ m�vp

a
Dmn

¼ Eh3

12ð1� v2Þ
m�

a

	 
2

þ n�

b

	 
2
� �

2

:

The model in Eq. (28) is used to calculate the behavior of an aluminium plate

with material properties E ¼ 70:0GPa and � ¼ 2700 kg/m3. A single load travels on

the plate along the path yðtÞ ¼ 0 with constant velocity vp (i.e. vp is the velocity of

the moving load along the x-axis), and the number of time steps is set to 400 in each

case. It can be seen from Fig. 4 that there is very good agreement between the

proposed and analytical solutions.

Fig. 2. Normalized mode shapes for simply supported FG sandwich plates ðn̂ ¼ 2; a=h ¼ 10Þ.
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After validation based on a forced vibration analysis, the proposed model was

extended to re°ect the dynamic behavior of FG sandwich plates subjected to an

arbitrary number of moving loads. The most signi¯cant parameters, such as the

velocity, phase angle and excitation frequencies of the moving loads, the layer

thickness ratio and the boundary conditions, were taken into consideration. In order

to ensure that the results were universal, a dimensionless form of the dynamic de-

°ection was derived by normalization based on the static de°ection

(D ¼ a2P0=Emh
3) of a fully aluminium plate under a single point load P0 at the

center of the plate.62 The magnitude of the moving and static loads (P0) was set to

P0 ¼ 500 kN in each case.

Fig. 3. Normalized fundamental mode shapes for FG sandwich plates with di®erent combinations of
boundary conditions ðn̂ ¼ 1; a=h ¼ 10Þ.
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Figure 5 contains a plot of the dimensionless dynamic de°ections (wðx; tÞ=D)

versus the normalized time (t� ¼ xp=a ¼ vpt=a) for FG sandwich plates with a

homogeneous soft core and SSSS boundary conditions. It can be seen that the plate

with a layer thickness ratio of 3-2-1 (the plate with the lowest percentage of the

ceramic phase) is highly °exible and yields the largest de°ection, while the 1-0-1 plate

with the highest percentage of the ceramic phase is quite strong and has the smallest

de°ection. Although the 3-2-1 plate exhibits the largest de°ection over the majority

of the time period, this drops dramatically just before the moving load leaves

the plate. This phenomenon occurs due to boundary constraints that the larger

de°ection needs to be zero faster.

Fig. 4. Comparison of the central de°ections of isotropic plates (a ¼ 1m, b ¼ 1m,h ¼ 0:03m, vp ¼ 50m/s).

Fig. 5. Dimensionless dynamic de°ections at the centre of FG sandwich plates under a single moving load

(a=h ¼ 20; n̂ ¼ 2; vp ¼ 50m/s, �i ¼ 0).
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Figure 6 shows the dynamic de°ections of FG sandwich plates under a single

moving load, with a 1-1-1 layer thickness ratio and SSSS and CCCC boundary

conditions. De°ection results for plates with homogeneous hard and soft cores are

shown in Figs. 6(a) and 6(b), respectively. Due to the constraints of the clamped

supports, the dynamic de°ection of the CCCC plate is much lower than that of the

SSSS plate throughout the time domain.

To illustrate the e®ect of the material volume fraction index (n̂Þ on the dynamic

de°ection, Fig. 7 shows a plot of the de°ections of FG sandwich plates against the

(a) (b)

Fig. 6. Dimensionless dynamic de°ections at the centre of FG sandwich plates under a single moving load,

with di®erent boundary conditions: (a) homogeneous hard core; (b) homogeneous soft core

(a=h ¼ 20; n̂ ¼ 2; vp ¼ 50m/s, �i ¼ 0).

Fig. 7. Dimensionless dynamic de°ections at the centre of FG sandwich plates under a single moving load,

with di®erent values of the material volume fraction index (a=h ¼ 20; vp ¼ 50m/s, �i ¼ 0).
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normalized time (t*). In this ¯gure, 1-1-1 plates with homogeneous soft cores are used

to illustrate the e®ect of n̂ on plates under the action of a single moving load and with

a CCCC boundary condition. The results show that increasing the value of n̂ causes

a decrease in the dynamic de°ection. This is due to the increase in the proportion of

the ceramic phase in the face sheets that occurs when the value of n̂ is increased.

Figure 8 shows the maximum dynamic de°ections of FG sandwich plates,

clamped at all edges, under a single load moving with varying velocity. Di®erent

values of the material volume fraction index (n̂) are considered for 2-2-1 plates with a

homogeneous soft core. It can be seen that the dynamic de°ection initially °uctuates

before increasing sharply to reach a peak at the critical velocity. The de°ection also

decreases with an increase in the material volume fraction index. This is because the

proportion of the ceramic phase decreases in this case as the index increases.

In order to highlight the two continuous regions of forced vibration (0 � t� � 1)

and free vibration (t� > 1) in which the moving load leaves the plates, Fig. 9 illus-

trates the dynamic behavior of FG sandwich plates under a single moving load. This

¯gure shows the results for homogeneous soft core plates with a layer thickness ratio

of 2-1-2, with both CCCC and SSSS boundary conditions. The amplitudes are mostly

related to the e®ects of the boundary conditions for all considered regions, and the

highly constrained clamped plate has a smaller and smoother amplitude than a

simply supported plate.

We now consider the action of three loads moving onto FG sandwich plates.

Figure 10 shows the dimensionless dynamic de°ections of 1-1-1 plates with a ho-

mogeneous soft core and SSSS boundary conditions. The ¯rst load is applied at the

starting point at the left edge of the plates (t ¼ 0), and the second and third loads are

then applied at the starting point at t ¼ d=vp. t ¼ 2d=vp, respectively. At t ¼ a=vp,

Fig. 8. Dimensionless maximum dynamic de°ections of FG sandwich plates under a single moving load,

for di®erent material volume fraction indices (a=h ¼ 20, �i ¼ 0).
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the ¯rst load leaves the plate, and the second and third loads leave the plates at

t ¼ ðaþ dÞ=vp and t ¼ ðaþ 2dÞ=vp, respectively. Since each load has the same

magnitude, an increase in the number of moving loads leads to a considerable in-

crease in the dynamic de°ection, as the total loading magnitude is correspondingly

higher.

Figure 11 contains a plot of the dynamic de°ections versus the velocity (vp) of

moving loads for (1-1-1) FG sandwich plates with a homogeneous hard core that are

simply supported at all edges. The change in the de°ection due to an increase in

velocity is similar for all plates subjected to di®erent numbers of loads; that is, the

maximum de°ection initially increases and °uctuates, and then dramatically

Fig. 9. Dimensionless dynamic de°ections at the centre of FG sandwich plates (a=h ¼ 20, n̂ ¼ 2,
vp ¼ 50m/s, �i ¼ 0).

Fig. 10. Dimensionless dynamic de°ections at the centre of FG sandwich plates with di®erent numbers of

moving loads (a=h ¼ 20, n̂ ¼ 2, vp ¼ 50m/s, d ¼ a=8, �i ¼ 0).
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increases to reach its peak value before dropping again. The velocity at the peak is

known as the critical velocity.

In Fig. 12, the dynamic de°ections of 1-1-1 plates with a homogeneous soft core

are considered for varying velocities. The plates are clamped at all edges and are

subjected to two moving loads with di®erent values of the equivalent distance (d). It

can be observed that a short distance (d ¼ a=8) between loads causes the de°ection

to be larger than for longer distances (d ¼ a=4 and d ¼ a=6).

To highlight the e®ect of the material volume fraction index (n̂) on the maximum

dynamic de°ection, Fig. 13 shows plots of the de°ections of FG sandwich plates for

varying values of n̂. The ¯gure shows results for 2-1-2 plates with homogeneous soft

cores, simply supported at all edges and acted on by di®erent numbers of moving

Fig. 11. Dimensionless maximum dynamic de°ections of FG sandwich plates with di®erent numbers of

moving loads (a=h ¼ 20, n̂ ¼ 2, vp ¼ 50m/s, d ¼ a=8, �i ¼ 0).

Fig. 12. Dimensionless maximum dynamic de°ections of FG sandwich plates under two moving loads

(a=h ¼ 20, n̂ ¼ 2, vp ¼ 50m/s, �i ¼ 0).
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loads. It was found that increasing the value of n̂ yields a decrease in the de°ection.

Figure 14 shows the dynamic de°ections of 3-2-1 plates with CCCC boundary con-

ditions, for varying values of n̂. As shown in Figs. 14(a) and 14(b), the de°ections of

the plates with a homogeneous hard core increased with an increase in the value of n̂,

and the reverse e®ect is seen for the plates with a homogeneous soft core. These

phenomena arise due to the changes in the proportion of ceramic in the plates: a

reduction in the total proportion of the ceramic phase causes the de°ection to in-

crease, whereas an increase in the ceramic phase causes the structures to be stronger,

with less de°ection.

Figure 15 illustrates the dynamic de°ections of 3-2-1 plates with a homogeneous

hard core (Fig. 15(a)) and a homogeneous soft core (Fig. 15(b)), under three moving

Fig. 13. Dimensionless maximum dynamic de°ections of FG sandwich plates under di®erent numbers of

moving loads (a=h ¼ 20, n̂ ¼ 2, vp ¼ 50m/s, d ¼ a=8, �i ¼ 0).

(a) Homogeneous hard core (b) Homogeneous soft core

Fig. 14. E®ect of material volume fraction index (n̂) on the maximum dynamic de°ections of FG sandwich

plates under three moving loads (a=h ¼ 20, vp ¼ 50m/s, �i ¼ 0).
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loads with di®erent velocities. The boundary conditions of the plates are SSSS. It can

be seen that the peak in the de°ections is similar for all values of the velocity. The

di®erences lie in the time period of loading, since the loads travel on the plates for

longer at lower velocities.

The investigations presented above did not consider any excitation frequency of

the moving loads (�i ¼ 0). The following experiments will therefore take into ac-

count the signi¯cant e®ect of external excitation on the dynamic behavior of FG

sandwich plates. The excitation frequency of each load was set based on the reso-

nance, i.e. the frequency of each load was equivalent to the fundamental frequency of

the plate (�i ) �1 ¼ �2 ¼ �3 ¼ !1). In general, when a structure is in a resonant

situation, serious damage or very large deformation may arise, since the system will

(a) Homogeneous hard core (b) Homogeneous soft core

Fig. 15. Dimensionless dynamic de°ections at the center of FG sandwich plates under three moving loads

(a=h ¼ 20, n̂ ¼ 2, d ¼ a=8, �i ¼ 0).

Fig. 16. Dimensionless dynamic de°ections at the centre of FG sandwich plates with di®erent numbers of

moving loads (a=h ¼ 20, n̂ ¼ 2, vp ¼ 50m/s, d ¼ a=8, �i ¼ !1).
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oscillate at a higher amplitude than when the same load is applied at a non-resonant

frequency. Figure 16 shows the e®ect of excitation frequency on the dynamic

de°ections of 2-2-1 plates with a homogeneous soft core and an SSSS boundary

condition. It can be observed that the de°ections grow dramatically as the time

approaches in¯nity.

We investigated the e®ect of the phase angles �i of the moving loads on the

dynamic response of 2-2-1 plates with a homogeneous soft core and SSSS boundary

conditions, and Fig. 17 shows the dynamic de°ections of these plates with di®erent

values of velocity. It can be seen that the phase angles can be used to reduce the

de°ection of the plates. The de°ections of plates with zero phase angles

(�1 ¼ �2 ¼ �3 ¼ 0) were much higher than those of plates with (�1 ¼ 0, �2 ¼ �,

�3 ¼ 0) and (�1 ¼ �, �2 ¼ 0, �3 ¼ �). The plates used in Fig. 17 are shown again in

Fig. 18 for varying values of the equivalent distance (d).

Figures 19 and 20 show results for plates with a homogeneous soft core subjected

to three moving loads in a situation of resonance, and the signi¯cant e®ect of the

phase angles (�1 ¼ 0, �2 ¼ �, �3 ¼ 0) can be observed. It can be seen from Fig. 19

that there is a lower dynamic response from 2-2-1 plates with SSSS boundary con-

ditions than for CCCC boundary conditions. Results for FG sandwich plates with

various layer thickness ratios under SSSS boundary conditions are shown in Fig. 20.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 17. Dimensionless dynamic de°ections at the centre of FG sandwich plates under three moving loads:
(a) vp ¼ 20m/s, (b) vp ¼ 40m/s, (c) vp ¼ 60m/s, (d) vp ¼ 80m/s (a=h ¼ 20, n̂ ¼ 2, d ¼ a=8, �i ¼ !1).
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From this ¯gure, it can be seen that the di®erent layer thickness ratios a®ect the

dynamic response of the plates only slightly in comparison with the other e®ects

studied here, and the dynamic de°ections in all cases are relatively similar to each

other throughout the travelling time.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 18. Dimensionless dynamic de°ections at the centre of FG sandwich plates under three moving loads:

(a) d ¼ a=4, (b) d ¼ a=6, (c) d ¼ a=8, (d) d ¼ a=10 (a=h ¼ 20, n̂ ¼ 2, vp ¼ 50m/s, �i ¼ !1).

Fig. 19. Dimensionless dynamic de°ections at the centre of FG sandwich plates with di®erent boundary

conditions (a=h ¼ 20, n̂ ¼ 2, d ¼ a=8, vp ¼ 50m/s, �i ¼ !1).
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5. Conclusion

The dynamic response of FG sandwich plates under an arbitrary number of harmonic

moving loads was investigated using Ritz-based Gram–Schmidt polynomials and the

Newmark method. Based on the framework of the FSDT including the e®ects of

shear deformation and rotary inertia, equations of motion were established for plates

with di®erent boundary conditions. The in°uence of parameters such as the layer

thickness ratio, boundary conditions, material volume fraction index, excitation

frequency, velocity and phase angle on the dynamic de°ections were examined and

discussed in detail.

From a free vibration analysis, it could be concluded that increasing the value of

the material volume fraction index (n̂) led to a reduction in the frequency of FG

sandwich plates with a homogeneous hard core, while this e®ect was reversed for

plates with a homogeneous soft core. Since the clamped boundary condition imposed

stricter constraints, the frequency of a plate clamped at all edges was higher than for

plates with other boundary conditions.

For forced vibration of the plates subjected to various numbers of harmonic

moving loads, the following conclusions can be drawn:

. The dynamic de°ection of an FG sandwich plate under moving loads initially

shows a °uctuating increase, and then undergoes a continuous increase until the

critical velocity is reached, before dropping down again.

. The dynamic de°ection of an FG sandwich plate subjected to moving loads with a

short equivalent distance is larger than for a longer distance.

. The dynamic de°ection of an FG sandwich plate with a homogeneous hard core

increases with an increase in the value of n̂, while this is not the case for a plate

with a homogeneous soft core.

Fig. 20. Dimensionless dynamic de°ections at the centre of FG sandwich plates with di®erent layer
thickness ratios (a=h ¼ 20, n̂ ¼ 2, d ¼ a=8, vp ¼ 50m/s, �i ¼ !1).
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. The dynamic de°ection of an FG sandwich plate is also highly a®ected by the

boundary conditions; the results for SSSS plates were much larger than for CCCC

plates.

. The phase angles can be used to reduce the dynamic de°ection of the plate.
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