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คำนำ 

 

การสร้างภาพเคลื่อนไหวเชิงฟิสิกส์เป็นศาสตร์ที่มคีวามสำคัญในการสร้างภาพยนตร์ เกม
คอมพิวเตอร์ และ โปรแกรมจำลองสถานการณต์า่งๆ เช่น การขับเครื่องบิน การหนีไฟ การใช้
เครื่องมือต่างๆ เป็นต้น ในปัจจุบันยังไม่พบว่ามีตำราหรือหนังสือภาษาไทยที่รวบรวมวธิีการที่ใช้
ในการการสร้างภาพเคลื่อนไหวเชิงฟิสิกส์ ซึ่งหากผูท้ี่มีความรู้ด้านคณติศาสตร์ และฟิสิกส์เน้ือหา
ระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย คณิตศาสตร์แคลคูลัส 1, 2 และ 3 ของระดับชั้นอุดมศึกษาปทีี ่
2  และมีความสามารถในการเขียนโปรแกรม เมื่อได้อ่านเน้ือหาภาคทฤษฎีและคำอธิบายวิธีการ
ต่างๆจากหนงัสือเล่มนี้แลว้ก็จะสามารถนำไปเขียนโปรแกรมสร้างภาพเคลื่อนไหวเชิงฟิสิกส์แบบ
เบ้ืองต้นได้ ในการเขยีนหนังสือเล่มนี้ผู้เขียนไดร้วบรวมทฤษฎีและวิธีสร้างภาพเคลื่อนไหวเชงิ
ฟิสิกส์แบบต่างๆ จากตำราต่างประเทศและงานวจิัยที่ผ่านมา ตลอดจนประสบการณ์ตรงจาก
งานวิจัยของผู้เขียนเองมาเรียบเรียงให้ผู้อ่านได้ทัง้ความรู้พื้นฐานที่จำเป็นต่อการสร้าง
ภาพเคลื่อนไหวเชิงฟิสิกสแ์ละวิธีการเขียนโปรแกรมการสร้างภาพดังกลา่วได้ หนังสือเล่มน้ีจึง
ประกอบด้วย บทที่เกี่ยวกับการทบทวนคณติศาสตร์ ระบบอนุภาค การจำลองวตัถุแกรง่ การ
จำลองทางฟิสกิส์ด้วยวิธี   ไดนามิกเชงิตำแหน่ง การจำลองทางฟิสิกส์ดว้ยตาราง การจำลองทาง
ฟิสิกส์แบบผสมตารางและอนุภาค การจำลองตวัละครด้วยฟิสิกส์ โดยมีภาพประกอบเพื่อให้
ผู้อ่านสามารถตดิตามและทำความเข้าใจวิธีการหลายๆแบบในการจำลองภาพได้งา่ยขึน้อีกท้ังยัง
สามารถเลือกได้ว่าวิธีการใดเหมาะสมกับการนำไปใช้ในกรณใีด ในบทสดุทา้ยผู้เขียนได้รวบรวม
และสังเคราะห์ข้อมูลจากงานวิจัยของผู้เขียนเองและงานวิจัยทีส่ำคัญอื่นๆ เพ่ือเป็นตัวอย่างของ
การศึกษาวิจัยค้นคว้าวิธีการสร้างภาพเคลื่อนไหวเชงิฟิสิกส์ เพ่ือให้ผู้ที่สนใจในศาสตร์นี้สามารถ
ศึกษาเนื้อหาขั้นสงูของการสร้างภาพเคลื่อนไหวเชิงฟิสิกส์ในแต่ละด้านได้อย่างหลากหลายขึ้น  
 

ในการพิมพ์ครั้งที่สองนี้ผู้เขียนไดม้ีการปรับปรงุเนื้อหาตามขอ้เสนอแนะของผูท้รงคุณวุฒิ
ที่ไดใ้ห้ความกรุณาอ่านประเมินหนังสือเล่มนี้เพื่อให้ผู้อ่านสามารถตดิตามและทำความเข้าใจได้
ง่ายขึ้น มีการเพ่ิมคำอธิบายหัวข้อต่างๆให้สมบูรณข์ึ้น แก้ไขคำที่พิมพ์ผดิ และปรับปรุงรูปเล่มให้มี
ขนาดกะทัดรัดขึ้น ผู้เขียนหวังเป็นอย่างยิง่ว่าผู้ทีไ่ด้อ่านหนังสอืเล่มนี้จะไดร้บัความรู้ทัง้ทางทฤษฎี
และทางการปฏิบตัิในการเขียนโปรแกรมการสร้างภาพเคลื่อนไหวเชิงฟิสิกส์ได้ 
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บทนำ 

ในปัจจุบันได้มีการใช้คอมพิวเตอร์ในการสร้างภาพเคล่ือนไหว (Animation) สำหรับวัตถุประสงค์ต่างๆ 

มากมายเช่น งานโฆษณา ภาพยนตร์ และเกม โดยภาพเคล่ือนไหวส่วนใหญ่จะสร้างโดยศิลปินด้วยโปรแกรมต่างๆ 

ซึ่งต้องใช้เวลา และความสามารถเฉพาะตัวสูงมาก แต่ว่ามีภาพเคล่ือนไหวบางประเภทเช่น การระเบิด กลุ่มควัน 

ไฟไหม้ น้ำ คล่ืน ตึกถล่ม การขยับของเส้ือผ้า และผม เช่นในภาพประกอบ 1 ซึ่งการเคล่ือนไหวเหล่านี้มัก

เป็นไปตามกฎทางฟิสิกส์ ซึ่งมีความซับซ้อนแต่มีกฎเกณฑ์ชัดเจน และผู้รับชมมักมีโอกาสที่จะได้เห็นเหตุการณ์ 

คล้ายกันนี้ในชีวิตประจำวัน หรือจากข่าวต่างๆอยู่บ่อยๆ ทำให้ศิลปินสร้างภาพเคล่ือนไหวประเภทนี้ 

ด้วยความยากลำบาก จึงทำให้หลายสิบปีที่ผ่านมามีการวิจัยจำนวนมากที่เกี่ยวกับการเขียนโปรแกรม

เพื่อให้คอมพิวเตอร์สามารถสร้างภาพเคลื่อนไหวประเภทนี้ได้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 1:  ตัวอย่างการเคล่ือนไหวที่เกิดจากฟิสิกส์ ระเบิดควัน ไฟ คล่ืน ตึกถล่ม เส้ือผ้า ผม เครดิต: Unsplash.com 
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ความหมายของภาพเคลือ่นไหวเชิงฟิสกิส์และศาสตร์ที่เกีย่วข้อง  

ภาพเคล่ือนไหวที่พยายามจะเลียนแบบปรากฏการณก์ารเคล่ือนไหวในเชิงฟิสิกส์ เรียกโดยรวมว่า 

ภาพเคล่ือนไหวเชิงฟิสิกส์ (Physics Based Computer Animation) ซึ่งแบ่งเป็นประเภทหลักๆ 2 

ประเภทด้วยกัน คือแบบแอคทีฟ (Active) ท่ีเป็นการเคล่ือนไหวที่มีเจตจำนงเช่นการเคล่ือนไหวของร่างกาย

ของคนและสัตว์ ซึ่งบางทีเรียกว่าการเคล่ือนที่ปฐมภูมิ (Primary Motion) และแบบพาสซีฟ (Passive) ซึ่งเป็น

การเคล่ือนที่ที่ปราศจากเจตจำนง เช่น ไฟ ควัน น้ำ หรือแม้แต่ เส้นผม เส้ือผ้า ที่ขยับตามร่างกายของคน หรือสัตว์ 

ซึ่งบางทีเรียกว่าการเคล่ือนที่ทุติยภูมิ (Secondary Motion) โดยเนื้อหาส่วนใหญ่ ของหนังสือเล่มนี้จะพูดถึง 

ภาพเคล่ือนไหวเชิงฟิสิกส์แบบพาสซีฟเป็นหลัก ในการสร้างภาพเคล่ือนไหวเชิงฟิสิกส์นั้น 

จะต้องใช้ความรู้จากศาสตร์ต่างๆหลายสาขาโดยเฉพาะคณิตศาสตร์ ฟิสิกส์ และคอมพิวเตอร์โดยความรู้เบื้องต้นท่ี

เกี่ยวข้องในแต่ละสาขามีดังนี้ 

คณิตศาสตร ์

เป็นเคร่ืองมือที่ใช้ในการคำนวณต่างๆ โดยเน ื้อหาหลักที่จำเป็นต้องมีความรู้พื้นฐานคือ เวกเตอร์ (Vector) 

เมทริกซ์ (Matrix), ควอเตอร์เนียน (Quaternion) อนุพันธ์ (Derivative) ปฏิยานุพันธ์ (Integrate) และ

วิธีเชิงตัวเลข (Numerical Method) ซึ่งจะถูกนำมาใช้ในการเขียน สมการ อสมการ สมการอนุพันธ์ 

ต่างๆจากกฎทางฟิสิกส์เพื่อทำการหาคำตอบ และนำคำตอบ มาใช้แสดงผล หรือเพื่อพิสูจน์ความถูกต้อง 

และความแม่นยำของคำตอบเป็นต้น 

ฟิสิกส ์

เป็นเคร่ืองมือในการสร้างแบบจำลอง (Model) จากปรากฏการณ ์ที่เกิดขึ้นในธรรมชาติโดยการเขียนความสัมพันธ์ 

ทางคณิตศาสตร์ของปริมาณต่างๆ เช่น มวล แรง ความเร่ง ความร้อน ความหนาแน่น เป็นต้น โดยความรู้ทาง

ฟิสิกส์ ที่มีการใช้งานอย่างแพร่หลายในการสร้างภาพเครื่องไหวเชิงฟิสิกส์ที่ได้แก่ กฎการเคล่ือนที่ของนิวตัน 

โมเมนตัม งานและพลังงาน การหมุน กลศาสตร์ของไหล และความร้อนเป็นต้น 
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คอมพิวเตอร ์

การจะสร้างภาพเคลื่อนไหวเชิงฟิสิกส์ได้นั้นจะต้องมีการคำนวณด้วยคอมพิวเตอร์ซึ่งต้องอาศัยการเขียนโปรแกรม 

การออกแบบโครงสร้างข้อมูลที่เหมาะสม การออกแบบอัลกอริทึมที่มีประสิทธิภาพ โดยโปรแกรมที่ใช้ในการ

คำนวณนั้นโดยมากจะต้องมีการคำนวณที่ซับซ้อน และทำกับปริมาณข้อมูลที่ค่อนข้างมากซึ่งทำให้จำเป็น

ที่จะต้องมีการเขียนโปรแกรมที่มีประสิทธิภาพบนเคร่ืองคอมพิวเตอร์ที่มีประสิทธิภาพสูง โดยอาจจะต้องใช้ Multi 

Threading หรือ Graphics Processing Unit (GPU) ในการคำนวณด้วย 

ตัวอย่างของภาพเคลื่อนไหวเชิงฟิสิกส์ และการประยุกต์ใช้ในด้านต่างๆ 

ภาพเคล่ือนไหวเชิงฟิสิกส์มีการใช้งานอย่างกว้างขวางในวงการภาพยนตร์ เกม และส่ือการสอนต่างๆ ดังตัวอย่าง

ในภาพประกอบท่ี 2-6 ในบทนี้ 

 
ภาพประกอบ 2: การจำลองน้ำที่ฉีดจากสายยางด้วยฟิสิกส์ของของเหลวเพื่อดับไฟ และ การจำลองวัตถุแกร่งเช่น 

หิน ซึ่งสามารถมีผลกระทบกับน้ำได้ ภาพจากเกม Sprinkle, เครดิต: ©2011 Mediocre Games 
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ภาพประกอบ 3: การจำลองกฎการเคล่ือนที่ของนิวตันของวงกลมขนาดต่างๆจำนวนมาก โดยวงกลมต่างๆ 
สามารถชนและแลกเปล่ียนโมเมนตัมกันได้ ภาพจากเกม Osmos, เครดิต: ©2009 Hemisphere Games 

 
ภาพประกอบ 4: การจำลองการแตก และการเคล่ือนที่ของวัตถุแกร่ง โดยเมื่อเกิดการชนวัตถุสามารถแตกหักได้

และวัตถุแกร่งถูกแรงโน้มถ่วงดูดให้ตกลงสู่พื้น ภาพจากเกม Smash Hit, เครดิต: ©2014 Mediocre AB 
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ภาพประกอบ 5: การจำลองวัตถุแกร่ง 2มิติเช่นกล่อง วงกลม รูปเพนกวิน รูปเฟือง รวมไปถึงวัตถุแกร่งที่มีข้อต่อ

เชื่อมต่อกันเป็นเชือก เพื่อสร้างส่ือการสอน ภาพจากโปรแกรม Physion เครดิต: ©2015 Physion 

 
ภาพประกอบ 6: การจำลองรถไถที่มีล้อสายพานผลักหน้าดิน จำลองด้วย Chrono รถไถนั้นจำลองด้วยวัตถุแกร่งที่
มีข้อต่อประเภทต่างๆ เพื่อเชื่อมเป็นสายพานและล้อ ดินนั้นจำลองด้วยระบบอนุภาคที่สามารถชนกันได้ เครดิต: 

©2018 Project Chrono 
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บทที่ 1: ทบทวนคณิตศาสตร์ 

บทนำ 

คณิตศาสตร์มีบทบาทสำคัญในการสร้างภาพเคล่ือนไหวเชิงฟิสิกส์อย่างมากทั้งในแง่การทำความเข้าใจกฎ

ทางฟิสิกส์ การแปลงกฎทางฟิสิกส์เป็น สมการ อสมการ สมการอนุพันธ์ 

รวมถึงการหาคำตอบเพื่อนำคำตอบไปแสดงผล จึงจำเป็นที่ผู้ศึกษาจะต้องมีความรู้ทางคณิตศาสตร์พื้นฐานเป็น

อย่างดี แต่ในขณะเดียวกันก็ไม่จำเป็นที่ผู้ศึกษาจะต้องมีความเข้าใจ คณิตศาสตร์ในระดับลึกซึ้งไปเสียทั้งหมด 

ดังนั้นผู้เขียนจึงจะนำเสนอเนื้อหาทางคณิตศาสตร์เบื้องต้นที่จำเป็นต้องใช้บ่อยๆ ไว้ในบทนี้ 

ส่วนเน ื้อหาทางคณิตศาสตร์ที่ซับซ้อนอื่นๆที่จำเป็นต้องใช้สำหรับเนื้อหาบางส่วนของหนังสือ ก็จะถูกกล่าวถึง 

ในส่วนนั้นๆ พร้อมกับหนังสืออ้างอิงที่ไว้ให้ผู้ศึกษาที่สนใจสามารถอ่านเพิ่มเติมได้ 

โดยเนื้อหาทางคณิตศาสตร์ที่จะกล่าวถึง ในบทนี้คือเร่ือง เวกเตอร์ (Vector)  เมทริกซ์ (Matrix) 

ควอเตอร์เนียน(Quaternion) สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ (Ordinary Differential Equation) 

สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย (Partial Differential Equation) ผู้อ่านท่ีมีความคุ้นเคยกับเนื้อหาเหล่านี้ดี สามารถข้าม

ไปยังบทต่อไปได้ 

สเกลาร์ และ เวกเตอร ์

สเกลาร์ (Scalar) เป็นจำนวนจริงที่มีขนาดแต่ไม่มีทิศทาง ในขณะที่ เวกเตอร์ (Vector) เป็นรายการของจำนวน

จริงท่ีมีท้ังขนาดและทิศทาง ตัวอย่างของปริมาณในเชิงฟิสิกส์ท่ีเป็นสเกลาร์คือ มวล (Mass) อัตราเร็ว (Speed) 

พลังงาน (Energy) ความดัน (Pressure) เป็นต้น ตัวอย่างของปริมาณในเชิงฟิสิกส์ท่ีเป็นเวกเตอร์คือ การกระจัด 

(Displacement) ความเร็ว (Velocity) ความเร่ง (Acceleration) ความเร็วเชิงมุม (Angular Velocity) แรง 

(Force) แรงบิด (Torque) และโมเมนตัม (Momentum) เป็นต้น  

 

เวกเตอร์สามารถถูกระบุได้ด้วยลูกศร โดยที่ทิศทางของลูกศรจะเป็นตัวระบุทิศทางของเวกเตอร์ 

และความยาวของลูกศรระบุขนาดของเวกเตอร์ ตัวอย่างของเวกเตอร์อยู่ในภาพประกอบ 7 
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ภาพประกอบ 7: ตัวอย่างของเวกเตอร์ ซึ่งประกอบไปด้วยทิศทางและขนาด 

ในหนังสือเล่มนี้ปริมาณที่เป็นเวกเตอร์จะถูกระบุด้วยตัวเอียงเช่น 𝑥, 𝑣, 𝑎, 𝑏 เป็นต้น โดยสามารถนำ

เวกเตอร์สองอันมาบวกกันได้เช่น 𝑎 + 𝑏 ด้วยการนำลูกศรมาต่อกันโดยไม่จำเป็นว่าจะนำอันไหนมาก่อน  

กล่าวคือ 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 ดังตัวอย่างในภาพประกอบ 8 

 
ภาพประกอบ 8:  การบวกของเวกเตอร์โดยการนำลูกศรมาต่อกัน 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 

และสามารถทำการลบเวกเตอร์ได้โดยการนำเวกเตอร์ที่ต้องการลบมากลับทิศทาง แล้วนำไปต่อกับเวกเตอร์แรก 

ตัวอย่างเช่น 𝑎 − 𝑏 ในภาพประกอบ 9 

 

𝑎 
𝑏 

𝑎 + 𝑏  
𝑎 𝑏 

𝑏 + 𝑎 

𝑎 

𝑏 

𝑐 

𝑑 
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ภาพประกอบ 9 : การลบของเวกเตอร์โดยการนำเวกเตอร์ที่ต้องการลบมากลับทิศแล้วนำมาต่อกัน 

โดยทั่วไปแล้วเวกเตอร์สามารถระบุด้วยรายการของตจำนวนจริงได้เช่น 𝑎 =  [
3
2
] โดยจำนวนจริงระบุพิกัด 

(Coordinate) เมื่อเทียบกับแกนอ้างอิง (Axis) ซึ่งโดยทั่วไปแล้วสำหรับเวกเตอร์ 2 มิติแกนอ้างอิงที่มักจะใช้คือ

แกน x และแกน y ซึ่งแกน x เป็นแกนแนวนอนที่ชี้ไปทางขวา และแกน y คือแกนแนวตั้งที่ชี้ขึ้น โดยในหนังสือ

เล่มนี้ก็ยึดถือขนบ (Convention) นี้เช่นกัน ตัวอย่างเวกเตอร์ 𝑎 =  [
3
2
] แกน x และ แกน y แสดงอยู่ใน 

ภาพประกอบ 10 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

มิติของเวกเตอร์คือความยาวของรายการของจำนวนจริงที่ใช้ระบุเวกเตอร์ โดยจะมีกี่มิติก็ได้ แต่โดยทั่วไปแล้วที่พบ

บ่อยที่สุดคือเวกเตอร์ 2 มิติ และ 3 มิติ โดยเวกเตอร์ 3 มิติจะมีแกน z เพิ่มเข้ามาซึ่งคือแกนที่พุ่งออกจากกระดาษ*

𝑎 
𝑏 𝑎 − 𝑏 

−𝑏 

4 

 

0 

 

x 

y 

0 1 2 3 4 

1

0 

2 

 

3 

 
𝑎 =  [

3
2
] 

ภาพประกอบ 10: ตัวอย่างเวกเตอร์ แกน x และ แกน y 
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และเวกเตอร์จะถูกระบุได้ด้วยรายการของจำนวนจริง 3 ตัวเช่น [
3
2
1
] ตัวอย่างของเวกเตอร์ 3 มิติดูได้จาก

ภาพประกอบ 11 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

โดยถ้าแกน x บวกช้ีไปทางขวา แกน y บวกช้ีขึ้น และแกน z ชี้ออกมา จะเรียกว่า Right Hand Coordinate 

System เนื่องจาก 𝑥 × 𝑦 = 𝑧  ด้วยนิยามการ Cross ด้วยกฎมือขวาซึ่งหนังสือเล่มนี้ใช้ แต่หนังสือและ

ซอฟต์แวร์บางตัวแกน z ท่ีเป็นบวกจะพุ่งเข้าไป 𝑥 × 𝑦 = −𝑧  ซึ่งเรียกว่า Left Hand Coordinate 

System  

 

ขนาดของเวกเตอร์ 𝑎 แทนด้วย |𝑎|  คือความยาวของเวกเตอร์ซึ่งคำนวณได้โดยนำส่วนของเวกเตอร์ในแกน

ต่างๆมายกกำสองแล้วบวกกัน จากนั้นก็นำมาหารากที่สองเช่น |[3
2
]| =  √32 + 22 = √9 + 4 =

 √13,     

4 

 

0 

 

x 

y 

0 1 2 3 4 

1

0 

2 

 

3 

 

𝑎 =  [
3
2
1
] 

ภาพประกอบ 11: ตัวอย่างเวกเตอร์ 3 มิติ แกน x แกน y และ แกน z 

z 

1 
2 

3 
4 
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|[
3
2
1
]| =  √32 + 22 + 12 = √9 + 4 + 1 =  √14  เป็นต้น โดยเรียกเวกเตอร์ที่มีขนาด

เป็น 1 ว่าเวกเตอร์หน่วย (Unit Vector) 

เวกเตอร์หน่วยที่ชี้ไปทางบวกของแกน x, y, z มักถูกเรียกว่า 𝑖 = [
1
0
0
] , 𝑗 = [

0
1
0
] , 𝑘 = [

0
0
1
] 

การเอาเวกเตอร์มาคูณกับจำนวนจริงหรือสเกลารท์ำได้โดยเอาแต่ละส่วนของเวกเตอร์มาคูณกับสเกลาร์นั้น เช่น 

7.2 [
3
2
] =  [

7.2 × 3
7.2 × 2

] = [
21.6
14.4

] เป็นต้น  

 

การคูณเวกเตอร์ด้วยเวกเตอร์มีสองแบบคือ การคูณเชิงสเกลาร์ (Dot Product) และการคูณเชิงเวกเตอร์ (Cross 

Product) การคูณเชิงสเกลาร์ (Dot Product) ของ 𝑎 และ 𝑏 แทนด้วย 𝑎 ⋅ 𝑏 นั้นคือผลบวกของการเอาแต่ละ

ส่วนของเวกเตอร์ทั้งสองอันมาคูณกันเช่น [
2
5
4
] ⋅ [

7
1
6
] = 2 × 7 + 5 × 1 + 4 × 6 = 14 +

5 + 24 = 43 เป็นต้น 

โดย 𝑎 ⋅ 𝑏 สามารถคำนวณได้อีกวิธีโดยการใช้สูตร 𝑎 ⋅ 𝑏 = |𝑎||𝑏| cos 𝜃 โดยที่ 𝜃 คือมุมระหว่างสอง

เวกเตอร์ตัวอย่างเช่นใน ภาพประกอบ 12 

 

 

 

 

 

 

 

 

การคูณเชิงสเกลาร์นั้นสามารถทำได้กับเวกเตอร์ที่มีกี่มิติก็ได้ โดยการคูณเชิงสเกลาร์มีคุณสมบัติดังนี้ 

1. 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎 

2. 𝑎 ⋅ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ⋅ 𝑏 + 𝑎 ⋅ 𝑐 

|a| = 3  
|b| = 6  

𝜃 

ภาพประกอบ 12: การคูณเชิงสเกลลาร์ (Dot Product) ของ 𝑎 และ 𝑏 โดยที่ 𝜃 = 30° ดังนั้น 

𝑎 ⋅ 𝑏 = |𝑎||𝑏| cos 𝜃 = 3 × 6 × cos 30° = 18 ×
√3

2
= 9√3 
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3. (𝑎 + 𝑏) ⋅ (𝑐 + 𝑑) =  𝑎 ⋅ 𝑐 + 𝑎 ⋅ 𝑑 + 𝑏 ⋅ 𝑐 + 𝑏 ⋅ 𝑑 

4. k(𝑎 ⋅ 𝑏) = (k𝑎) ⋅ 𝑏 = 𝑎 ⋅ (k𝑏) เมื่อ k เป็นสเกลาร์ 

5. 𝑎 ⋅ 𝑎 = |𝑎|2 

6. 𝑎 ⋅ 𝑏 = 0 ถ้า 𝑎 และ 𝑏 ตั้งฉากกัน 

7. 𝑖 ⋅ 𝑖 = 𝑗 ⋅ 𝑗 = 𝑘 ⋅ 𝑘 = 1 

8. 𝑖 ⋅ 𝑗 = 𝑖 ⋅ 𝑘 = 𝑘 ⋅ 𝑗 = 0  

 

การคูณเวกเตอร์อีกแบบคือการคูณเชิงเวกเตอร์ (Cross Product) ซึ่งนิยามกับเวกเตอร์ 3 มิติโดยเขียนได้ด้วย 

𝑎 × 𝑏 โดยนิยามด้วยสูตรดังต่อไปนี้ ถ้า 𝑎 = [

ax

ay

az

] และ 𝑏 = [

bx

by

bz

]  แล้ว 𝑎 × 𝑏 =

 [

aybz − azby

azbx − axbz

axby − aybx

] โดยการคูณเชิงเวกเตอร์มีคุณสมบัติดังต่อไปนี้ 

1. 𝑎 × 𝑏 = −𝑏 × 𝑎 

2. 𝑎 × (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 × 𝑏 + 𝑎 × 𝑐 

3. k(𝑎 × 𝑏) = (k𝑎) × 𝑏 = 𝑎 × (k𝑏) เมื่อ k เป็นสเกลาร์ 

4. 𝑎 × 0 = 0 × 𝑎 = 0 

5. 𝑎 × 𝑏 = 0 ถ้า 𝑎 และ 𝑏 ขนานกัน 

6. |𝑎 × 𝑏| = |𝑎||𝑏| sin 𝜃 เมื่อ 𝜃 คือมุมระหว่างสองเวกเตอร์ 

7. 𝑖 × 𝑖 = 𝑗 × 𝑗 = 𝑘 × 𝑘 = 0 

8. 𝑖 × 𝑗 = 𝑘, 𝑗 × 𝑘 = 𝑖, 𝑘 × 𝑖 = 𝑗 

9. 𝑗 × 𝑖 = −𝑘, 𝑘 × 𝑗 = −𝑖, 𝑖 × 𝑘 = −𝑗 

เมทริกซ์  

เมทริกซ์ (Matrix) คือตารางของจำนวนจริง ในหนังสือนี้จะเขียนโดยใช้อักษรตัวใหญ่เอียงเช่น 𝐴 =

 [
2 3 4
5 6 7

] โดยทั่วไปแล้วสามารถเขียนเมทริกซ์ที่มีขนาด m แถว n คอลัมน์ได้โดย 
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 𝐴 =  

[
 
 
 
 

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⋯

a1n

a2n

a3n

⋮ ⋱ ⋮
am1 am2 am3 ⋯ amn]

 
 
 
 

  

 

องค์ประกอบ (element) ในเมทริกซ์สามารถระบุได้ด้วย 𝑎𝑖𝑗  โดยที่ i = 1,2, . . , m ระบุแถว และ j =

1,2, . . , n ระบุคอลัมน์ ซึ่งเรียกเมทริกซ์ที่มีขนาด m แถว n คอลัมน์ว่าเป็นเมทริกซ์ขนาด m × n  

ส่วนเมทริกซ์ที่มี 1 คอลัมน์เรียกว่าเวกเตอร์คอลัมน์ (หรือเพียงเวกเตอร์เท่านั้นก็ได้) เมทริกซ์ที่มี 1 แถวเรียกว่า

เวกเตอร์แถว และเมทริกซ์ที่มีจำนวนคอลัมน์เท่ากับจำนวนแถวเรียกว่าเมทริกซ์จัตุรัส (Square Matrix)  

 

เมทริกซ์ 𝐴 และ 𝐵 จะเท่ากันก็ต่อเมื่อ 𝐴 และ 𝐵 มีขนาดเท่ากันและ ∀1≤𝑖≤m,1≤𝑗≤naij = bij 

 

และนิยามเมทริกซ์สลับเปล่ียน (Transpose) ด้วยการสลับแถวและคอลัมน์เช่นถ้า 𝐴 = [

a11 a12

a21 a22

a31 a32

]  แล้ว

 เมทริกซ์สลับเปลี่ยนของ 𝐴 คือ 𝐴𝑇 = [
a11 a21 a31

a12 a22 a32
]  โดยถ้า 𝐴 เป็นเมทริกซ์ขนาด m × n 

แล้ว 𝐴𝑇จะเป็นเมทริกซ์ขนาด n × m โดยเมทริกซ์สลับเปลี่ยน มีคุณสมบัติดังนี้ 

1. 𝐴𝑇𝑇
= 𝐴 

2. (k𝐴)𝑇 = k𝐴𝑇  เมื่อ k เป็นสเกลาร์ 

เมทริกซ์สมมาตร (Symmetric Matrix)คือเมทริกซ์ที่มีคุณสมบัติ 𝐴 = 𝐴𝑇ว่า ซึ่งจะต้องเป็นเมทริกซ์

จัตุรัสเสมอ 

 

สำหรับเมทริกซ์จัตุรัสที่ทุกๆช่องเป็น 0 นอกจากช่องบนเส้นทแยงมุมจะเรียกว่าเมทริกซ์แนวทแยง (Diagonal 

Matrix) โดยสามารถระบุเมทริกซ์ประเภทนี้ได้โดย 

diag(a1, a2, … , an) =  [

a1 0
0 a2

⋯
0
0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ an

] 
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เมทริกซ์พิเศษที่พบบ่อยๆ คือเมทริกซ์เอกลักษณ์ (Identity Matrix) ซึ่งเป็นเมทริกซ์จัตุรัส ที่มีค่า 1 ตรงช่องบน

เส้นทแยงมุมและเป็น 0 ตรงช่องที่เหลือโดยจะใช้สัญลักษณ์ 𝐼 ในการแทนเมทริกซ์เอกลักษณ์ 

𝐼 =  diag(1,1, … ,1) = [

1 0
0 1

⋯
0
0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1

] 

 

เมทริกซ์ 𝐴 และ 𝐵 ที่มีขนาดเท่ากันสามารถนำมาบวกหรือลบกันได้โดย 𝐶 = 𝐴 ± 𝐵 จะมี 𝑐𝑖𝑗 =

𝑎𝑖𝑗 ± 𝑏𝑖𝑗 

การบวกและลบของเมทริกซ์มีคุณสมบัติดังนี้ 

1. 𝐴 + 𝐵 =  𝐵 + 𝐴 

2. (𝐴 ± 𝐵) ± 𝐶 = 𝐴 ± (𝐵 ± 𝐶) 

3. (𝐴 ± 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 ± 𝐵𝑇 

 

การคูณเมทริกซ์ 

สเกลาร์กับเมทริกซ์สามารถคูณกันได้เช่น ถ้า k เป็นสเกลาร์และ 𝐴 เป็นเมทริกซ์แล้ว 𝐵 = k𝐴 คำนวณได้โดย 

𝑏𝑖𝑗 = k𝑎𝑖𝑗  

เมทริกซ์ 𝐴 และ 𝐵 สามารถนำมาคูณกันได้ก็ต่อเมื่อจำนวนคอลัมน์ของ 𝐴 เท่ากับจำนวนแถวของ 𝐵 เท่านั้น 

นั่นคือถ้า 𝐴 มีขนาด m × p และ 𝐵 มีขนาด p × n แล้ว 𝐶 = 𝐴𝐵 จะมีขนาด m × n โดย 𝐶 

สามารถคำนวณได้โดย  

cij = ∑ aikbkj

p

k=1

 

เมทริกซ์จัตุรัส 𝐴 และ 𝐵 ที่มีขนาดเท่ากันสามารถคูณกันได้เสมอแต่ว่าโดยทั่วไปแล้ว 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴  

การคูณเมทริกซ์กับเวกเตอร์นั้นเป็นกรณีพิเศษของการคูณเมทริกซ์ เช่น 
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 [1 2 3
4 5 6

] [
7
8
9
] = [

1 × 7 + 2 × 8 + 3 × 9
4 × 7 + 5 × 8 + 6 × 9

] = [
7 + 16 + 27
28 + 40 + 54

] = [
50
122

] 

เป็นตัน 

การคูณของเมทริกซ์มีคุณสมบัติดังนี้ 

1. 𝐴(𝐵𝐶) = (𝐴𝐵)𝐶 

2. (𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇 

3. 𝐶(𝐴 + 𝐵) = 𝐶𝐴 + 𝐶𝐵 

 

เมทริกซ์จัตุรัส 𝐴 บางอันสามารถหาเมทริกซ์ผกผัน (Inverse Matrix) ได้ซึ่งเมทริกซ์ผกผันสามารถเขียนได้ด้วย 

𝐴−1 

ซึ่งเมทริกซ์ผกผันมีคุณสมบัติคือ 𝐴𝐴−1 = 𝐼 แต่ไม่ใช่เมทริกซ์จัตุรัสทุกอันจะสามารถหาเมทริกซ์ผกผันได้  

เมทริกซ์ที่จะพบบ่อยในหนังสือเล่มนี้คือเมทริกซ์ขนาด 3 × 3 เนื่องจากว่าสามารถนำมาคูณกับเวกเตอร์ 3 มิติ

ได้ โดยเมทริกซ์ที่พบบ่อยคือเมทริกซ์ที่ใช้ในการหมุนเวกเตอร์รอบแกนต่างๆเช่น การหมุนรอบแกน z, x, y ท่ี

แสดงในภาพประกอบ 13 

 
ภาพประกอบ 13: การหมุนรอบแกน z, x, y  

เมทริกซ์ที่ใช้ในการหมุนเวกเตอร์รอบแกน z, x, y ด้วยมุม θ คือ 

[
cos θ −sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1
]             [

1 0 0
0 cos θ −sin θ
0 sin θ cos θ

]             [
cos θ 0 sin θ

0 1 0
−sin θ 0 cos θ

] 
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ถ้า 𝑘 = [

kx

ky

kz

] เป็นเวกเตอร์หน่วยแล้วการหมุนเวกเตอร์รอบแกน 𝑘 ด้วยมุม θ สามารถใช้เมทริกซ์  

𝑅 = 𝐼 + sin θ𝐾 + (1 − cos θ)𝐾2 โดยที่ 𝐾 = [

0 −kz ky

kz 0 −kz

−ky kz 0
]              

โดยสูตรนี้เรียกว่า Rodrigues' rotation formula 

ถ้ามีเมทริกซ์ที่ใช้ในการหมุน 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3 จะสามารถเขียนเมทริกซ์ที่ใช้คำนวณการหมุน 1 ตามด้วย 2 ตาม

ด้วย 3 ได้โดยผลคูณของเมทริกซ์ 𝑅3𝑅2𝑅1 

 

รอย (Trace) ของเมทริกซ์จัตุรัสสามารถคำนวณได้โดยนำค่าของสมาชิกบนเส้นทแยงมุมของเมทริกช์มาบวกกัน  

tr(𝐴) =  a11 + a22 + ⋯+ ann 

โดยรอยของเมทริกซ์มีคุณสมบัติดังนี้ 

1. 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵) 

2. 𝑡𝑟(k𝐴) = k 𝑡𝑟(𝐴) เมื่อ k เป็นสเกลาร์ 

3. 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇) 

4. 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴) 

5. 𝑡𝑟(𝐴𝐵𝐶) = 𝑡𝑟(𝐶𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐶𝐴) 

 

เนื้อหาของเมทริกซ์และเวกเตอร์นั้นมีมาก โดยหนังสือเล่มนี้จะมีเนื้อหาเฉพาะส่วนที่จำเป็นต่อการเข้าใจการจำลอง

ทางฟิสิกส์พื้นฐานเท่านั้น ผู้ที่สนใจสามารถศึกษาได้เพิ่มเติมจากหนังสือ [1] 

ควอเตอร์เนียน 

ควอเตอร์เนียน (Quaternion) ถูกคิดค้นโดย William Rowan Hamilton คือรายการของจำนวนจริง 4 ตัวที่มัก

เขียนด้วย 

 𝑞 = q0 + q1i + q2j + q3k โดยที่ q0, q1, q2, q3 เป็นจำนวนจริง และนิยามของสัญลักษณ์ 

i, j, k เป็นดังนี้ 

i2 = j2 = k2 = −1 
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ij = k, ji = −k 

jk = i, kj = −i 

ki = j, ik = −j 

โดยการ บวก ลบ และคูณ จะทำโดยใช้การบวก ลบ และคูณ ของจำนวนจริงร่วมกับกฎข้างบนเช่น 

(q0 + q1i + q2j + q3k) + (p0 + p1i + p2j + p3k)

= (q0 + p0) + (q1 + p1)i + (q2 + p2)j + (q3 + p3)k 

และ 

(q0 + q1i + q2j + q3k)(p0 + p1i + p2j + p3k)

= (q0p0 + q1p1i
2 + q2p2j

2 + q3p3k
2) + 

                                                    (q0p1i + q1p0i +  q2p3jk + q3p2kj) + 

                            (q0p2j + q2p0j +  q1p3ik + q3p1ki) + 

                            (q0p3k + q3p0k + q1p2ij + q2p1ji) 

           = (q0p0 − q1p1 − q2p2 − q3p3) + 

                                                    (q0p1 + q1p0 + q2p3 − q3p2)i + 

                  (q0p2 + q2p0 − q1p3 + q3p1)j + 

                  (q0p3 + q3p0 + q1p2 − q2p1)k 

 

ค่าผัน (Conjugate) ของควอเตอร์เนียน 𝑞 = q0 + q1i + q2j + q3 คือ  

                                              𝑞∗ = q0 − q1i − q2j − q3 
และขนาด (Norm) คือ   

|𝑞| =  √q0
2 + q1

2 + q2
2 + q3

2 = 𝑞𝑞∗ 

และทุกๆควอเตอร์เนียนที่ไม่ใช่ 0 มีค่าผกผัน (Inverse) เสมอซึ่งคำนวณได้โดย 

𝑞−1 =
𝑞∗

|𝑞|2
 

ซึ่งมีคุณสมบัติคือ 𝑞𝑞−1 = 1 
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ควอเตอร์เนียนสำหรับการหมุน 

เวกเตอร์ 3 มิติ 𝑎 = [

ax

ay

az

] สามารถเขียนในรูปควอเตอร์เนียนบริสุทธิ์ (pure quaternion) ได้เป็น 

 𝑞𝑎 = 0 + axi + ayj + azk ซึ่งส่วนที่เป็นจำนวนจริงมีค่าเป็น 0 และสามารถเขียนการหมุน 𝑅 ท่ี

แทนการหมุนรอบแกน 𝑟 = [

rx

ry

rz

] ที่เป็น เวกเตอร์หน่วยไป θ องศาในรูปของควอเตอร์เนียนหน่วย (unit 

quaternion) 𝑞𝑅  ซึ่งมีขนาดเป็น 1 (|𝑞𝑅| = 1) ได้โดย 𝑞𝑅 = cos
θ

2
+ sin

θ

2
(rxi + rzj +

rzk) ซึ่งจะสามารถหมุนเวกเตอร์ 𝑎 ด้วยการหมุน 𝑅 ได้ด้วย 

𝑞𝑅𝑞𝑎𝑞𝑅
∗  

โดยจะได้ผลลัพธ์เป็นควอเตอร์เนียนบริสุทธิ์เสมอ ซึ่งสามารถแปลงกลับเป็นเวกเตอร์ได้  

นอกจากนั้นควอเตอร์เนียนหน่วย 𝑞 ใดๆ จะสามารถแปลงเป็นเมทริกซ์หมุน 𝑀 ได้เสมอ ด้วยการเขียนเมทริกซ์ที่

เมื่อมาคูณกับเวกเตอร์ 𝑎 แล้วได้ผลลัพธ์เหมือนกับ 𝑞𝑞𝑎𝑞∗ ดังนี้ 

𝑀 = 2 [

q0
2 + q1

2 − 0.5 q1q2 − q0q3 q0q2 + q1q3

q0q3 + q1q2 q0
2 + q2

2 − 0.5 q2q3 − q0q1

q1q3 − q0q2 q0q1 + q2q3 q0
2 + q3

2 − 0.5

] 

และถ้ามีเมทริกซ์หมุน  

M = [

m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33

] 

 

แล้วจะสามารถหาควอเตอร์เนียนหน่วยที่แทนการหมุนนี้ได้โดยวิธีการดังต่อไปนี้ [2]  

จากรอยของเมทริกซ์  

tr(𝑀) =  m11 + m22 + m33 

                                                     = 2(3q0
2 + q1

2 + q2
2 + q3

2 − 1.5) 

                                                     = 2(3q0
2 + (1 − q0

2) − 1.5)         

                                                     = 2(2q0
2 − 0.5)                               

                                                     = 4q0
2 − 1                                        
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ดังนั้นถ้า tr(𝑀) > 0 จะสามารถหา q0, q1, q2, q3 ได้โดย 

                                                  s =  2 √tr(𝑀) + 1 

q0 = 0.25s                

q1 =
(m32 − m23)

s
 

q2 =
(m13 − m31)

s
 

q3 =
(m21 − m12)

s
 

 

ถ้า tr(𝑀) < 0 แล้วจะต้องระวังการหารด้วย 0 และระวังการหารด้วยจำนวนจริงท่ีมีค่าใกล้ 0 โดยจะต้อง

พิจารณาจากขนาดของค่า m11, m22,m33 โดยถ้าค่า m11 มีค่ามากที่สุดจะใช้สูตร 

                                                  s =  2√1 + m11 − m22 − m33 

q0 =
(m32 − m23)

s
 

 q1 = 0.25s                

q2 =
(m12 + m21)

s
 

q3 =
(m13 + m31)

s
 

 

ถ้าค่า m22มีค่ามากที่สุดจะใช้สูตร 

                                                  s =  2√1 + m22 − m11 − m33 

q0 =
(m13 − m31)

s
 

q1 =
(m12 + m21)

s
 

q2 = 0.25s                

q3 =
(m23 + m32)

s
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ถ้าค่า m33มีค่ามากที่สุดจะใช้สูตร 

                                                  s =  2√1 + m33 − m11 − m22 

q0 =
(m21 − m12)

s
 

q1 =
(m13 + m31)

s
 

q2 =
(m23 + m32)

s
 

 q3 = 0.25s                

อนุพันธ์ 

อนุพันธ ์(Derivative) ของฟังก์ชัน (Function) คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของค่าของฟังก์ชันเมื่อเทียบการ

เปลี่ยนแปลงของค่าของพารามิเตอร์ (Parameter) อนุพันธ์ของฟังก์ชัน y(t) คือ 
dy(t) 

dt
 หรือบางทีเขียนส้ันๆ

ด้วย 
dy

dt
 หรือ y′ 

นิยาม โดย 

dy(t) 

dt
=  lim

h→0

y(t + h) − y(t)

h
 

ซึ่งคือการเปล่ียนค่าของ y หารด้วยการเปล่ียนค่าของ t เมื่อการเปลี่ยนค่าของ t มีค่าใกล้ศูนย์มากๆ 

ตัวอย่างของอนุพันธ์คือ 

y(t) = tk                           

dy(t)

dt
= lim

h→0

(t + h)k − tk

h
 

                                                     = lim
h→0

∑ (
k
j
)tk−jhjk

j=0 −tk

h
 

                                                            = lim
h→0

∑ (
k
j
) tk−jhjk

j=1 + tk − tk

h
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                                                             = lim
h→0

∑ (
k
j
) tk−jhjk

j=1

h
                     

                                                             

= ktk−1 + lim
h→0

∑ (
k
j
) tk−jhjk

j=2

h
                     

                                                             = ktk−1                    

 

อีกตัวอย่างคือ 

    y(t) = et                           

dy(t)

dt
= lim

h→0

e(t+h) − et

h
 

                                                               = lim
h→0

ehet − et

h
 

                                                        = lim
h→0

(eh−1)

h
et 

                                                               = et    

จากนิยามของ e ที่ว่า e คือจำนวนจริงที่ lim
h→0

(eh − 1)

h
= 1 

คุณสมบัติของอนุพันธ์เมื่อ u, v เป็นฟังก์ชัน k เป็นค่าคงที่ 

1. (ku)′ = ku′ 

2. (u ± v)′ = u′ ± v′ 

3. (uv)′ = u′v + uv′ 

4. (
u

v
)
′
=

u′v−uv′

v2
   

5. 
 dy(x(t))

dt
=

dy(x)

dx

dx(t)

dt
  เมื่อ y เป็นฟังก์ชันของ x และ x เป็นฟังก์ชันของ t เรียกว่ากฎลูกโซ่   

(Chain Rules) 
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ถ้าฟังก์ชันใดสามารถหาค่าของอนุพันธ์ได้ทุกค่า t จะเรียกฟังก์ชันนั้นว่าฟังก์ชันที่สามารถหาอนุพันธ์ได้ 

(Differentiable Function) ส่วนฟังก์ชันที่ไม่สามารถหาอนุพันธ์ได้ทุกที่ จะเรียกว่าฟังก์ชันที่ไม่สามารถหาอนุพันธ์

ได้ (Non-Differentiable Function) 

 

สามารถนิยามอนุพันธ์ของฟังก์ชันท่ีมีค่าเป็นเวกเตอร์ (Vector Function) ได้ในลักษณะเดียวกันเช่น อนุพันธ์ของ

ฟังก์ชัน 𝑦(t) เมื่อ 𝑦(t) เป็นเวกเตอร์คือ 
d𝑦(t)

dt
 

d𝑦(t) 

dt
=  lim

h→0

𝑦(t + h) − 𝑦(t)

h
 

 

อนุพันธ์อันดับสอง (Second Order Derivative) คืออนุพันธ์ของอนุพันธ์เขียนแทนได้ด้วย 
d2y(t)

dt2
 หรือ y′′ 

ซึ่งมีค่าเป็น 

d2y(t)

dt2
 =  lim

h→0

y′(t + h) − y′(t)

h
 

โดยทั่วไปแล้วจะสามารถนิยามอนุพันธ์อันดับที่ n ซึ่งเขียนแทนด้วย 
dny(t)

dtn
 หรือ y(n)(t) (ซึ่งคืออนุพันธ์ของ

อนุพันธ์ลำดับที่ n − 1) ได้โดยวิธีคล้ายๆกัน 

 

นอกจากนี้ยังสามารถประมาณค่าของฟังก์ชันได้โดยการใช้อนุพันธ์เช่น 

y(t + a) ≈ y(t) + ay′(t) 

และถ้ารู้ค่าอนุพันธ์อันดับอื่นด้วยก็จะสามารถประมาณค่าของฟังก์ชันได้แม่นยำมากขึ้นด้วย 

y(t + a) ≈ y(t) + ay′(t) +
a2

2!
y′′(t) +

a3

3!
y(3)(t) + ⋯+

an

n!
y(n)(t) + ⋯ 

ซึ่งเรียกว่าอนุกรมเทย์เลอร์ (Taylor Series) 

ปฏิยานุพันธ ์

ปฏิยานุพันธ์ (Integral) คือตัวกระทำตรงข้าม (Inverse Operator) ของอนุพันธ์เช่นถ้าอนุพันธ์ของ y(t) คือ 

x(t) แล้วปฏิยานุพันธข์อง x(t) ก็คือ y(t) นั่นเองโดยสามารถเขียนสมการได้เป็น 
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x(t) = y′(t) 

            y(t) = ∫ x(t) dt 

โดยปฏิยานุพันธ์ด้านบนเป็นปฏิยานุพันธ์แบบไม่มีขอบเขต (Indefinite Integral)  

สามารถนิยามปฏิยานุพันธ์แบบมีขอบเขต (Definite Integral) ได้โดยการกำหนดขอบเขตขึ้นมาเช่น 

∫ x(t)dt
5

2
 โดยถ้า y(t) = ∫ x(t) dt แล้ว ∫ x(t)dt

5

2
= y(5) − y(2)  

โดยทั่วไปแล้วถ้ารู้ x(t) ก็ไม่ได้หมายความว่าจะสามารถหาปฏิยานุพันธ์แบบมีขอบเขตของ x(t) ได้เสมอแต่

สามารถประมาณค่าได้โดยใช้วิธีการเชิงตัวเลข (Numerical Method) เช่น 

∫ x(t)dt 
5

2

≈ ∑ x(2 + i∆t)∆t

n−1

i=0

 เมื่อ n เป็นจำนวนเต็มบวกและ ∆t =
5 − 2

n
 

 

โดยค่าที่ประมาณจะแม่นยำมากขึ้นเมื่อ n → ∞ ซึ่ง ∆t → 0   

และยังสามารถประมาณค่าได้อีกหลายแบบเช่น 

  

∫ x(t)dt 
5

2

≈ ∑x(2 + i∆t)∆t

n

i=1

   เมื่อ n เป็นจำนวนเต็มบวกและ ∆t =
5 − 2

n
 

หรือ 

∫ x(t)dt 
5

2

≈ ∑ x(2 + (i + 0.5)∆t)∆t

n−1

i=0

  เมื่อ n เป็นจำนวนเต็มบวกและ ∆t =
5 − 2

n
 

เนื้อหาที่เกี่ยวข้องกับอนุพันธ์และปฏิยานุพันธ์นั้นมีมาก ผู้ที่สนใจสามารถศึกษาเพ่ิมเติมได้จากหนังสือคณิตศาสตร์

แคลคูลัส (Calculus) [3] 

สมการเชิงอนพุันธ์สามญั 

สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ (Ordinary Differential Equation) คือสมการของฟังก์ชันพารามิเตอร์เดียวที่มีอนุพันธ์

อันดับต่างๆของพารามิเตอร์นั้นเข้ามาเกี่ยวข้องเช่น 

y′′(t) + y′(t) = 0 
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โดยสมการเชิงอนุพันธ์สามัญอาจจะเกี่ยวข้องกับหลายฟังก์ชันก็ได้ตราบใดที่ยังมีเพียงอนุพันธ์ของพารามิเตอร์เพียง

อันเดียวมาเกี่ยวข้องเช่น 

x′(t) + 2y′′(t) = 3 

y′(t) + x′(t) + x′(t)y′′(t) = 2 

ซึ่งสามารถเรียกสมการเชิงอนุพันธ์สามัญหลายๆอันที่จะต้องเป็นจริงพร้อมกันว่า ระบบสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ 

(System of Ordinary Differential Equations) เนื้อหาของการแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ และระบบสมการ

เชิงอนุพันธ์สามัญนั้นมีมากโดยหนังสือนี้จะกล่าวถึงเฉพาะส่วนที่เกี่ยวข้องกับการจำลองทางฟิสิกส์พื้นฐานเท่านั้น 

ผู้ที่สนใจสามารถศึกษาได้เพิ่มเติมจากหนังสือเกี่ยวกับ Differential Equation [4] 

สมการเชิงอนพุันธ์ย่อย 

ฟังก์ชันโดยทั่วไปแล้วอาจจะมีหลายพารามิเตอร์ก็ได้เช่น y(s, t) ซึ่งสามารถเขียนอนุพันธ์ของฟังก์ชันเมื่อเทียบ

กับแต่ละพารามิเตอร์ได้โดยเรียกว่าอนุพันธ์ย่อย (Partial Derivative) เช่น 
∂y(s,t)

∂𝑠
 และ 

∂y(s,t)

∂t
 และเรียก

สมการเชงิอนุพันธ์ที่ขึ้นกับอนุพันธ์ย่อยเหล่านี้ว่า สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย (Partial Differential Equation) ใน

หนังสือเล่มนี้จะกล่าวถึงเนื้อหาที่เกี่ยวข้องโดยตรงกับการจำลองทางฟิสิกส์พื้นฐานเท่านั้น ผู้ที่สนใจสามารถศึกษา

ได้เพ่ิมเติมจากหนังสือ Partial Differential Equation [5] 

บทสรุป 

เนื้อหาในบทนี้กล่าวถึงคณิตศาสตร์พ้ืนฐานต่างๆที่จำเป็นตอ่การทำความเข้าใจวิธีการในการสร้างภาพเคลื่อนไหว

เชิงฟิสิกส์โดยเนื้อหาครอบคลุมถึง เวกเตอร์ เมทริกซ์ ควอเตอร์เนียน อนุพันธ ์ปฏิยานุพันธ์ สมการเชิงอนุพันธ์

สามัญ และสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ซึ่งใช้ในการจัดเก็บคุณสมบัติทางฟิสิกส์ และการอธิบายกฎทางฟิสิกส์ด้วย

สมการและอสมการ และนำมาใช้วิธีทางตัวเลขเพื่อที่จะเขียนเป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์เพื่อใช้ในการสร้าง

ภาพเคล่ือนไหวเชิงฟิสิกส์ต่อไป โดยผู้สนใจสามารถหาศึกษาเพ่ิมเติมได้จากเอกสารอ้างอิงต่างๆ  
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บทที่ 2: ระบบอนุภาค 

การจำลองทางฟิสิกส์แบบพื้นฐานที่สุดคือการจำลองระบบอนุภาค (Particle System) ซึ่งประกอบด้วยอนุภาค 

(Particle) จำนวนมาก ซึ่งอนุภาคจะแทนส่ิงที่มีขนาดเล็กเช่น ละอองน้ำ เกล็ดหิมะ สะเก็ดไฟ เศษหิน หรือกลุ่ม

ของสสารทีป่ระมาณการว่าเคล่ือนที่ไปด้วยกันเช่นลูกไฟ กลุ่มควันขนาดเล็กเป็นต้น โดยแต่ละอนุภาคเคล่ือนที่เป็น

อิสระต่อกันและมีคุณลักษณะ (Attribute) เหมือนกัน คุณลักษณะที่พบบ่อยในระบบอนุภาคคือ 

• ตำแหน่ง (Position) ซึ่งเป็นเวกเตอร์ 3 มิติ 

• ความเร็ว (Velocity) ซึ่งเป็นเวกเตอร์ 3 มิติ 

• เวลาชีวิต (Life Time) เป็นสเกลาร์ ใช้ระบุว่าอนุภาคนี้เหลือเวลาเท่าไหร่ก่อนที่จะโดนลบ มักมีไว้เพื่อ

ไม่ให้มีจำนวนอนุภาคที่จะต้องคำนวณมากเกินไป 

• สี (Color) คือสีของอนุภาค 

• ความทึบแสง (Opacity) ใช้ในการระบุความทึบแสงของอนุภาคเพ่ือใช้ในการแสดงผล มักสัมพันธ์กับ

เวลาชีวิตโดยมากความทึบแสงจะค่อยๆลดลง (Fade Out) เมื่อเวลาชีวิตใกล้จะหมด 

• ขนาด (Size) ระบุขนาดของอนุภาคที่จะใช้ในการแสดงผล 

ระบบอนุภาคไม่จำเป็นต้องมีทุกลักษณะข้างบน และบางคุณลักษณะอาจจะสามารถคำนวณได้จากคุณลักษณะอ่ืน

โดยไม่ต้องทำการเก็บไว้ต่างถ้าเช่น ความทึบแสง และขนาดอาจจะคำนวณได้จากเวลาชีวิตเป็นต้น ในหนังสือเล่มนี้

จะกล่าวถึงอนุภาคใน 3 มิติโดยถ้าผู้อ่านต้องการใช้เพียง 2 มิติก็เพียงกำหนดให้ค่า z เป็น 0 เสมอ 

 

ระบบอนุภาคมีการใช้งานครั้งแรกๆในภาพยนตร์เร่ือง Star Trek II: The Wrath of Kahn ในปี 1983 งานวิจัยที่

กล่าวถึงระบบอนุภาคคร้ังแรกก็ตีพิมพ์ในปีเดียวกัน [6] นับแต่นั้นเป็นต้นมาระบบอนุภาคถูกใช้อย่างแพร่หลายใน

การสร้างวิชวลเอฟเฟค (Visual Effect) ต่างๆด้วยคอมพิวเตอร์ ที่มาทดแทนสเปเชี่ยลเอฟเฟค (Special Effect) 

ที่ใช้การถ่ายทำจริงของ ควัน ไฟ สะเก็ดไฟ ฝน หิมะ ละอองน้ำ และการระเบิดต่างๆ 
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ขั้นตอนการทำงานของระบบอนุภาค 

การทำงานของระบบอนุภาคประกอบด้วยขั้นตอนต่างๆ ดังภาพประกอบ 14 

 

 

 

 

 

 

 

 

โดยตัวปล่อยอนุภาค (Emitter) จะผลิตอนุภาคออกมา และกำหนดค่าเร่ิมต้นต่างๆของคุณลักษณะของอนุภาค 

จากนั้นอนุภาคแต่ละอันก็จะต้องผ่านการถูกปรับปรุง (Update) ในแต่ละขั้นตอนเวลา (Time Step) เพื่อเปลี่ยน

ตำแหน่ง ความเร็ว และลักษณะอื่นๆ รวมถึงถูกลบเมื่อเวลาชีวิตหมดไป จากนั้นก็จะทำการแสดงผล (Render) 

เพื่อให้ผู้ใช้งานมองเห็นได้ โดยจะดูรายละเอียดของแต่ละขั้นตอนในลำดับถัดไป 

ตัวปล่อยอนุภาค 

โดยทั่วไปแล้วตัวปล่อยอนุภาคจะทำหน้าที่สร้างอนุภาคออกมา โดยตำแหน่งเร่ิมต้นของอนุภาคจะอยู่ภายใน

บริเวณที่กำหนดใกล้ๆกับตำแหน่งของตัวปล่อยอนุภาค และบริเวณที่จะสร้างอนุภาคอาจจะเป็นรูปร่างต่างๆ เช่น 

ลูกบาศก์ (Cube) กล่อง (Box) ทรงกลม (Sphere) ทรงกระบอก (Cylinder) หรือโคน (Cone) โดยตำแหน่ง

เร่ิมต้นของ อนุภาคมักจะถูกสุ่มให้อยู่ในบริเวณดังกล่าว ซึ่งการสุ่มในคอมพิวเตอร์จะใช้ตัวสร้างตัวเลขสุ่มหลอก 

(Pseudo Random Number Generator)                                                                                                                                                                                                                                                                          

 

ตัวปล่อยอนุภาค (Emitter) 

การปรับปรุง (Update) 

การแสดงผล (Render) 

ภาพประกอบ 14: ขั้นตอนการทำงานของระบบอนุภาค 
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ค่าเร่ิมต้นของคุณลักษณะอ่ืนๆของอนุภาคก็จะถูกสุ่มให้อยู่ภายในช่วงที่กำหนดเช่นกัน เหตุที่ต้องอาศัยการสุ่มนั้น

มาจากการที่จะพยายามไม่ให้อนุภาคดูมีระเบียบแบบแผนมากเกินไปซึ่งจะดูไม่สวยงาม โดยคุณลักษณะที่พบบ่อย

มักจะถูกสุ่มดังนี้ 

1. ความเร็ว มักสุ่มให้มีค่าใกล้เคียงความเร็วเฉลี่ย (Average Velocity) ถ้าอนุภาคถูกยิงออกมา หรือ

สุ่มทิศทางและขนาดถ้าอนุภาคแทนการระเบิด  

2. เวลาชีวิต มักสุ่มให้มีค่าใกล้เคียงกับค่าเฉลี่ยค่าหนึ่ง 

3. สี มักสุ่มให้เป็นสีใดสีหนึ่งจากกลุ่มของสี 

4. ความทึบแสง มักสุ่มให้มีค่าใกล้เคียงกับค่าเฉล่ียค่าหนึ่ง 

5. ขนาด มักสุ่มให้มีค่าใกล้เคียงกับค่าเฉลี่ยค่าหนึ่ง 

การปรับปรุงอนุภาค 

การเปล่ียนแปลงค่าของคุณลักษณะของอนุภาคมักจะถูกปรับปรุงโดยใช้กฎทางฟิสิกส์ซึ่งกฎการเคล่ือนที่ที่ใช้อย่าง

แพร่หลายคือกฎของนิวตัน [7] [8] 

1. วัตถุที่หยุดนิ่งจะพยายามหยดุนิ่งอยู่กับที่ ตราบที่ไม่มีแรงภายนอกมากระทำ ส่วนวัตถุที่เคล่ือนที่จะ

เคล่ือนที่เป็นเส้นตรงด้วยความเร็วคงที่ ตราบที่ไม่มีแรงภายนอกมากระทำเช่นกัน 

2. ความเร่งของวัตถุจะแปรผันตามแรงที่กระทำต่อวัตถุ แต่จะแปรผกผันกับมวลของวัตถุ 

3. แรงที่วัตถุที่หนึ่งกระทำต่อวัตถุที่สองย่อมเท่ากับแรงที่วัตถุที่สองกระทำต่อวัตถุที่หนึ่ง แต่ทิศทางตรงข้าม

กัน 

ซึ่งกฎข้อที่ 2 จะเป็นข้อที่ถูกนำมาใช้บ่อยที่สุดในการจำลองทางฟิสิกส์โดยเขียนเป็นสมการทางคณิตศาสตร์ได้ดังนี้ 

𝑓 = m𝑎 

𝑓 คือแรงมีหน่วยเป็นนิวตัน (N), m คือมวลมีหน่วยเป็นกิโลกรัม (kg) และ 𝑎 คือความเร่งมีหน่วยเป็นเมตรต่อ

วินาทียกกำลังสอง (m/s2) ซึ่งความเร่ง 𝑎 คืออนุพันธ์ของความเร็ว 𝑣  ซึ่งมีหน่วยเป็นเมตรต่อวินาที (m/s) และ

ความเร็วเป็นอนุพันธ์ของการกระจัดหรือตำแหน่ง 𝑥 ซึ่งมีหน่วยเป็นเมตรดังนั้นถ้ารู้ตำแหน่งเร่ิมต้น ความเร็ว

เร่ิมต้น และรู้แรงที่กระทำกับอนุภาค ณ เวลาต่างๆ ก็จะสามารถหาความเร็ว และเวลาใดๆ ได้เสมอกล่าวคือ 

                                                  𝑎(t) =
𝑓(t)

m
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𝑣(t1) = 𝑣(t0) + ∫ 𝑎(t)
t=t1

t=t0

dt 

𝑥(t1) = 𝑥(t0) + ∫ 𝑣(t)
t=t1

t=t0

dt 

ซึ่งถ้าแรงที่กระทำเป็นค่าคงที่เช่นแรงดึงดูด (โดยประมาณ) แล้วจะสามารถหาสูตรของการคำนวณความเร็วและ

ตำแหน่ง ณ เวลาใดๆ ได้ด้วยการหาปฏิยานุพันธ์ เช่นการเคล่ือนที่แบบโพรเจกไทล ์(Projectile) แต่โดยทั่วไปแล้ว

ในการจำลองระบบอนุภาคแรงจะไม่เป็นค่าคงที่ จึงจำเป็นที่จะต้องใช้วิธีทางตัวเลขในการคำนวณ แรงที่กระทำกับ

อนุภาคมักจะประกอบด้วย แรงดึงดูด (𝑚𝑔) แรงต้านอากาศและแรงจากภายนอกอื่นๆ(𝑓ext) ที่อาจขึ้นกับ

ตำแหน่งและความเร็ว 

𝑓(𝑥, 𝑣,t) = m𝑔 + 𝑓ext(𝑥, 𝑣,t) 

ดังนั้นความเร่ง ณ เวลา t คือ  

𝑎(𝑥, 𝑣,t) = 𝑔 +
𝑓ext(𝑥, 𝑣,t)

m
 

โดยถ้ารู้ความเร็วและตำแหน่งของอนุภาค ณ เวลา t0 (𝑣(t0) และ 𝑥(t0)) แล้วต้องการหาความเร็ว และ

ตำแหน่งของอนุภาค ณ เวลา t0 +∆t ซึ่ง t0 และ ∆t มีหน่วยเป็นวินาที จะสามารถใช้วิธีการออยเลอร์แบบไป

ข้างหน้า (Forward Euler Method) ในการประมาณค่าของ 𝑣(t0  + ∆t ) และ 𝑥(t0  + ∆t ) ได้ดังนี้ 

 

𝑣(t0  + ∆t )  = 𝑣(t0) + ∆t 𝑎(𝑥(t0), 𝑣(t0), t0) 

𝑥(t0  + ∆t )  = 𝑥(t0) + ∆t 𝑣(t0) 

 

หลังจากได้ค่าของ 𝑣(t0  + ∆t ) และ 𝑥(t0  + ∆t ) แล้วก็สามารถใช้สูตรข้างต้นในการหาค่าของ

 𝑣(t0  + 2∆t ) และ 𝑥(t0  + 2∆t ) ณ เวลาต่างๆในอนาคตได้ ซึ่งถ้า ∆t มีขนาดเล็กพอแล้วก็จะได้

ค่าที่มีความแม่นยำ แต่ทว่ายิ่ง ∆t มีขนาดเล็กเท่าไหร่ ก็ยิ่งจะต้องใช้จำนวนครั้งในการคำนวณมากขึ้นเพื่อที่จะหา

ค่าของ  𝑣(t1)  และ 𝑥(t1) เนื่องจากจะต้องใช้การคำนวณ 
t1−t0

∆t 
 คร้ัง ซึ่งในทางปฏิบัติอาจจะต้องใช้เวลา

ในการคำนวณมาก จึงจำเป็นที่จะต้องใช้วิธีการประมาณที่แม่นยำกว่าวิธีการออยเลอร์แบบไปข้างหน้า ซึ่งวิธีหนึ่งที่

ทำได้ง่ายคือวิธีการออยเลอร์แบบกึ่งนัย (Semi-Implicit Euler Method) โดยการปรับเพียงเล็กน้อย 
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                        𝑣(t0  + ∆t )  = 𝑣(t0) + ∆t 𝑎(𝑥(t0), 𝑣(t0), t0)           

𝑥(t0  + ∆t )  = 𝑥(t0) + ∆t 𝑣(t0 + ∆t) 

 

และสามารถเพิ่มความแม่นยำของการคำนวณโดยใช้กฎจุดกลาง (Mid Point Rule) 

          𝑣 (t0  +
∆t

2
 )  = 𝑣(t0) +

∆t 

2
𝑎(𝑥(t0), 𝑣(t0), t0) 

          𝑥 (t0  +
∆t

2
 )  = 𝑥(t0) +

∆t 

2
𝑣 (t0 +

∆t

2
 ) 

       𝑣(t0  + ∆t )  = 𝑣(t0) + ∆t 𝑎 ( 𝑥 (t0  +
∆t

2
 ) , 𝑣 (t0  +

∆t

2
 ) , t0 +

∆t

2
) 

          𝑥(t0  + ∆t )  = 𝑥(t0) + ∆t 𝑣 (t0 +
∆t

2
 ) 

 

อีกวิธีหนึ่งที่นิยมใช้ในการปรับปรุงตำแหน่งก็คือการปฏิยานุพันธ์แบบเวอเลย์ (Verlet Integration) ซี่งใช้ในกรณีที่

ไม่เก็บความเร็วของอนุภาค แต่เก็บตำแหน่งของอนุภาคที่สองลำดับเวลาที่ติดกันแทน 𝑥(t0 − ∆t ) และ 

𝑥(t0) เพื่อที่จะคำนวณ 𝑥(t0 + ∆t ) โดยจะทำตามขั้นตอนดังนี้ 

                                𝑣̃  =   
𝑥(t0)− 𝑥(t0−∆t)

∆t
 

𝑥(t0 + ∆t ) = 2𝑥(t0) −  𝑥(t0 − ∆t ) + ∆t2 𝑎(𝑥(t0), 𝑣̃, t0)           

 

ซึ่งวิธีการประมาณการเหล่านี้แท้จริงแล้วคือการแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญของ ความเร่ง ความเร็ว และตำแหน่ง 

ของอนุภาคนั่นเอง ซึ่งจริงๆ แล้วมีวิธีการอีกมากที่สามารถทำได้ โดยผู้ที่สนใจสามารถศึกษาเพ่ิมเติมเกี่ยวกับ

วิธีการเชิงตัวเลขเหล่านั้นรวมถึง การวิเคราะห์ การพิสูจน์ความแม่นยำ และการพิสูจน์ความถูกต้องได้จากหนังสือ 

Numerical Methods for Ordinary Differential Equations [9] ในทางปฏิบัติแล้วการจำลองระบบอนุภาคมัก

ใช้วิธีการออยเลอร์แบบกึ่งนัย หรือกฎจุดกลาง หรือการปฏิยานุพันธ์แบบเวอเลย์ ในการคำนวณปรับปรุงความเร็ว 

และตำแหน่ง  

 

𝑓ext(𝑥, 𝑣,t) ซึ่งสามารถเปล่ียนความเร็วของอนุภาคที่พบในทางปฏิบัตินั้นมีหลายอย่างด้วยกัน ที่พบบ่อยๆคือ 

1. แรงลม (Wind Force)  

𝑓ext
wind(𝑥, 𝑣,t) = 𝑓wind มักมีค่าคงที่ 
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2. แรงดูด (Attractor Force) เป็นแรงที่ดูดอนุภาคให้เข้าสู่จุดจุดหนึ่ง 

𝑓ext
attract(𝑥, 𝑣,t) =

−kattract

|𝑥−𝑥attract|2+𝜀

𝑥−𝑥attract

|𝑥−𝑥attract|
  

โดย kattractและ 𝑥attract คือค่าคงที่ของแรงดูด และจุดศูนย์กลางการดูด 

3. แรงต้านอากาศ (Drag) หรือแรงหน่วง (Damping) เป็นแรงที่ทำให้อนุภาคเคล่ือนที่ช้าลง 

𝑓ext
drag(𝑥, 𝑣,t) = −k

drag𝑣 

โดย kdragคือค่าคงที่ของแรงต้านอากาศ 

 

นอกจากจะเคล่ือนที่เนื่องจากแรงต่างๆแล้ว อนุภาคยังชนกับสิ่งกีดขวาง (Collider) ต่างๆด้วย ซึ่งจะต้องปรับ

ตำแหน่ง และความเร็วของอนุภาคให้เหมาะสมเช่น ถ้าตอนเร่ิมของช่วงเวลาอนุภาคอยู่ที่ตำแหน่ง 𝑥(t0) 

หลังจากการปรับปรุงตำแหน่งและความเร็วแล้วอนุภาคอยู่ที่ตำแหน่ง 𝑥(t1) และมีความเร็ว 𝑣(t1) แต่ทว่า

ส่วนของเส้นตรง 𝑥(t0) ไปยัง 𝑥(t1) นั้นมีการผ่านส่ิงกีดขวางให้ตำแหน่ง 𝑥̅ เป็นตำแหน่งที่อนุภาคชนกับส่ิง

กีดขวางคร้ังแรก และให้ 𝑛 เป็นเวกเตอร์หน่วยที่ตั้งฉากกับผิวของส่ิงกีดขวาง ณ จุด 𝑥̅ ดังภาพประกอบ 15 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

วิธีการปรับตำแหน่ง และความเร็วของอนุภาคเพื่อให้เกิดการชนขึ้น สามารถทำได้ตามขั้นตอนดังต่อไปนี้ 

1. คำนวณเวลาชน 𝑡𝑐 ≈
|𝑥̅−𝑥0|

|𝑥1−𝑥0|
∆t + t0 

2. ให้ 𝑥(tc) = 𝑥̅ 

3. ให้ 𝑣(tc) =  −ε(𝑣(t1) ⋅ 𝑛)𝑛 + μ(𝑣(t1) − (𝑣(t1) ⋅ 𝑛)𝑛) 

𝑥(t0) 

𝑥(t1) 

𝑥̅ 

𝑛 

ภาพประกอบ 15: อนุภาคชนกับสิ่งกีดขวาง 
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4. โดยที่ 0 ≤ ε ≤ 1 คือค่าสัมประสิทธิ์การกระดอน (Restitution Coefficient) ซึ่งเป็นค่าที่ระบุ

ว่าการชนสูญเสียพลังงานขนาดไหนโดยถ้าเป็น 0 คือการชนแบบไม่ยืดหยุ่น (Inelastic Collision) 

ซึ่งสูญเสียพลังงานมากที่สุด และถ้าเป็น 1 จะเป็นการชนแบบยืดหยุ่น (Elastic Collision) ซึ่ง

สูญเสียพลังงานน้อยที่สุด และ 0 ≤ μ ≤ 1 คือค่าสัมประสิทธิ์แรงเสียดทาน 

5. ทำการปรับปรุงตำแหน่งและความเร็วจากเวลา tc ไปยังเวลา t1ด้วยวิธีปกติโดยใช้ ∆t =

t1 − t𝑐 
ถ้าใช้การปฏิยานุพันธ์แบบเวอเลย์ ก็สามารถจัดการกับการชนได้โดยคำนวณความเร็ว 𝑣(t1)  =

  
𝑥(t1)− 𝑥(t0)

∆t
 แล้วทำตามขั้นตอนที่ 1-3 ด้านบน จากนั้นปรับให้ 𝑥(tc − ∆t) =  𝑥(tc) −

∆t 𝑣(tc) แล้วทำขั้นตอนที่ 4 

 

การปรับปรุงคุณลักษณะอ่ืนๆมักทำได้โดยง่ายเช่น 

6. เวลาชีวิตของอนุภาค ทำได้โดยลบ ∆t ออกจากเวลาที่เหลือถ้าเวลาชีวิตเหลือน้อยกว่าหรือเท่ากับ 

0 ก็ให้ลบอนุภาคทิ้ง 

7. ความทึบแสงอาจจะค่อยๆเพิ่มขึ้นเร่ือยๆจนถึง 1 หรือค่อยๆลดลงเร่ือยๆจนถึง 0 หรือไม่

เปลีย่นแปลงขึ้นกับลักษณะการใช้งาน 

การแสดงผล 

อนุภาคมักถูกแสดงผลด้วยการวาดรูปขนาดเล็กที่จุดศูนย์กลางอยู่ที่ตำแหน่งของอนุภาค เรียกรูปขนาดเล็กนี้ว่าส

ไปรท ์(Sprite) ซึ่งมักจะถูกเก็บเป็นรูปเล็กหลายรูปภายในรูปใหญ่ รวมเรียกว่าแผ่นสไปรท์ (Sprite Sheet) 

ตัวอย่างของแผ่นสไปรท์ที่แทนอนุภาคระเบิดแสดงในภาพประกอบ 16  

 



31 

 

 
ภาพประกอบ 16: ตัวอย่างแผ่นสไปรท์ที่เก็บรูปที่ใช้แสดงผลอนุภาคระเบิด เครดิต: ©Explosion by Cuzco 

https://opengameart.org/content/explosion  

โดยส่วนใหญ่แล้วจะนำขนาด ความทึบแสง และสีของอนุภาคมาปรับการแสดงผลของสไปรท์ด้วย บางคร้ังอาจจะ

มีการนำความเร็วของอนุภาคมาทำการ หมุน ย่อ ยืด สไปรท์เพื่อให้แสดงผลเสมือนกับมีการมัวเนื่องจากการ

เคล่ือนที่ (Motion Blur) เช่นสะเก็ดไฟที่จะเห็นเป็นแท่งที่วางแนวตามทิศทางการเคล่ือนที่ดังแสดงใน

ภาพประกอบ 17 
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ภาพประกอบ 17:การแสดงผลอนุภาคด้วยการยืดตามทิศของความเร็วเพื่อจำลองการมัวเนื่องจากการเคล่ือนที่ 

เครดิต: ©Trond Hille, Houdini Particles RnD - Weld Sparks v05 

บทสรุป 

บทนี้กล่าวถึงการจำลองฟิสิกส์ด้วยระบบอนุภาคซึ่งสามารถทำได้ง่าย และสามารถใช้งานได้หลากหลาย โดยแต่ละ

อนุภาคเก็บคุณสมบัติทางฟิสิกส์ต่างๆ เช่นตำแหน่ง ความเร็ว ความเร่ง เวลาชีวิต เป็นต้น โดยอนุภาคจะถูกสร้าง

จากตัวปล่อยอนุภาคซึ่งจะต้องอาศัยการสุ่มเพื่อกำหนดค่าเร่ิมต้นต่างๆ จากนั้น ในแต่ละขั้นตอนเวลาคุณสมบัติ

ต่างๆของอนุภาคจะถูกปรับโดยอาศัยวิธีการการปฏิยานุพันธ์เชิงตัวเลข ตัวอย่างเช่นตำแหน่งจะถูกปรับปรุงโดย

ความเร็ว ซึ่งความเร็วจะถูกปรับปรุงโดยความเร่ง และความเร่งนั้นจะถูกคำนวณจากแรงต่างๆ ที่กระทำกับอนุภาค 

และจะต้องจัดการกับการชนด้วย หลังจากนั้นคุณสมบัติต่างๆของอนุภาคจะถูกนำมาใช้ในการแสดงผลต่อไป 
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บทที่ 3: การจำลองวัตถุแกร่ง 

ในบทที่แล้วได้กล่าวถึงการจำลองทางฟิสิกส์ด้วยอนุภาคซึ่งแต่ละอนุภาคเป็นอิสระต่อกัน และไม่มีขนาดในเชิง

ฟิสิกส์ซึ่งใช้แทนวัตถุขนาดเล็กๆ ในบทนี้จะพิจารณาวัตถุแกร่ง (Rigid Body) ซึ่งเป็นวัตถุที่มีขนาด น้ำหนัก และ

รูปร่างที่คงที่ไม่บุบไม่งอเมื่อเกิดการชนขึ้น วัตถุหลายอย่างที่พบเห็นในชีวิตประจำวันสามารถสมมุติว่าเป็นวัตถุ

แกร่งได้ในสถานการณ์ทั่วไปเช่น หิน โต๊ะ เก้าอี้ ท่อนไม้ อิฐ และอ่ืนๆ ในทางปฏิบัติแล้ววัตถุหลายอย่างที่ในโลก

ความจริงอาจจะนิ่ม เช่น รองเท้า ลูกบอล ผลไม้ ก็สามารถถูกจำลองด้วยวัตถุแกร่งได้ในเกม หรือ ภาพยนตร์ โดย

ที่ยังดูสมจริงอยู่ถ้ามองจากระยะท่ีไกลพอ 

คุณลักษณะของวัตถุแกร่งประกอบด้วย 

1. ตำแหน่ง (Position) ในเนื้อทีโ่ลก (World Space) ของวัตถุแกร่งเป็นเวกเตอร์ 3 มิติมักแทนด้วย 

𝑥(t) หน่วยเป็นเมตร (m) 

2. การวางแนว (Orientation) ในเนื้อที่โลกเป็นเมทริกซ์หมุน 3x3 มักแทนด้วย 𝑅(t) 

3. ความเร็ว (Velocity) เป็นเวกเตอร์ 3 มิติมักแทนด้วย 𝑣(t) หน่วยเป็นเมตรต่อวินาที (m/s) 

4. ความเร็วเชิงมุม (Angular Velocity) เป็นเวกเตอร์ 3 มิติมักแทนด้วย 𝜔(t) ซึ่ง 
𝜔(t)

|𝜔(t)|
 คือแกนหมุน 

และ |𝜔(t)| คือความเร็วที่หมุนหน่วยเป็นเรเดียนต่อวินาที (rad/s) 

5. มวล (Mass) ของวัตถุเป็นสเกลาร์หน่วยเป็นกิโลกรัม (kg) แทนด้วย m 

6. โมเมนต์ความเฉื่อย (Moment of Inertia) แทนด้วย 𝐼(t) เป็นเมทริกซ์ขนาด 3x3 มีหน่วยเป็น

กิโลกรัมเมตรกำลังสอง (kgm2) คือปริมาณที่ระบุความเฉื่อยของวัตถุในการที่จะรักษาความเร็วเชิงมุม

ปัจจุบันเอาไว้ ทำหน้าที่คล้ายมวลของความเร็วเชิงมุม โดยจะนิยามและเสนอวิธีคำนวณโมเมนต์ความ

เฉื่อยในภายหลัง 

 

เนื่องจากวัตถุแกร่งสามารถเคล่ือนที่และหมุนได้เท่านั้น ไม่สามารถเปลี่ยนรูปร่างได้ จึงสามารถกล่าวถึงรูปร่างของ

วัตถุแกร่งในเนื้อที่ร่างกาย (Body Space) ซึ่งคงที่ไม่เปลี่ยนแปลงได้ และเพื่อให้การคำนวณต่างๆ ทำได้ง่ายขึ้น 

จะถือว่าจุดศูนย์กลางมวล (Center of Mass) นั้นอยู่ที่พิกัด [
0
0
0
] เสมอ โดยจุดศูนย์กลางมวลนั้นคือจุดที่จะใช้
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พิจารณาการเคล่ือนที่ และการหมุนของวัตถุแกร่งเป็นการเคล่ือนที่ของจุดศูนย์กลางมวล และการหมุนรอบจุด

ศูนย์กลางมวลได้ โดยจะกล่าวถึงรายละเอียดของวิธกีารหาจุดศูนย์กลางมวลในเชิงคณิตศาสตร์ในภายหลัง 

 

จากนิยามของจุดศูนย์กลางมวล ถ้ารู้ตำแหน่งของจุด 𝑝0 บนวัตถุแกร่งในเนื้อที่ร่างกายแล้ว ก็จะสามารถ

คำนวณหาตำแหน่งของจุดนัน้ในเนื้อที่โลกได้โดย 

𝑝(t) = 𝑅(t)𝑝0 + 𝑥(t) 

ดังในภาพประกอบ 18 

 
 

 

และถ้ามีเวกเตอร์ที่อยู่ในเนื้อที่ร่างกาย 𝑠0 ก็สามารถที่จะคำนวณหาเวกเตอร์นั้นในเนื้อที่โลกได้ด้วย 

𝑠(t) = 𝑅(t)𝑠0 

เวกเตอร์ในเนื้อที่ร่างกายที่น่าสนใจเป็นพิเศษก็คือแกนอ้างอิง x ([
1
0
0
]), y ([

0
1
0
]), และ z ([

0
0
1
]) ซึ่งถ้าเมทริกซ์  

𝑹(t) = [

rxx ryx rzx

rxy ryy rzy

rxz ryz rzz

] 

 

 

 

 

  
 

 

 

 

  d      e     d     e

ภาพประกอบ 18: พิกัดในเนื้อที่ร่างกาย (Body Space) และเนื้อที่โลก (World Space) ดัดแปลงจาก [93] 
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แกนอ้างอิง x, y, z ในเนื้อที่โลกจะเป็น [
rxx

rxy

rxz

] , [

ryx

ryy

ryz

] , [

rzx

rzy

rzz

] 

ระบบสมการเชิงอนุพันธส์ามัญของการเคลื่อนไหวของวัตถุแกร่ง 

ความเร็วของจุดศูนย์กลางมวลของวัตถุแกร่งนั้น มีความสัมพันธ์กับตำแหน่งของจุดศูนย์กลางมวลของวัตถุแกร่ง

เช่นเดียวกับของอนุภาคกล่าวคือ 

𝑥′(t) = 𝑣(t) 

ส่วนความเร็วเชิงมุมนั้น มีความสัมพันธ์กับการวางแนวของวัตถุแกร่งดังนี้ [10] 

𝑅′(t) =  𝜔×(t)𝑅(t) 

โดยที่ถ้า 𝜔(t) =  [

ωx

ωy

ωz

] แล้ว 𝜔×(t) =  [

0 −ωz ωy

ωz 0 −ωx

−ωy ωx 0
] โดยถ้านำเมทริกซ์ 

𝜔×(t) มาคูณกับเวกเตอร์ใดก็ตาม จะได้ผลเหมือนกับการนำ 𝜔(t) มาคูณเชิงเวกเตอร์กับเวกเตอร์นั้น  

 

ถ้าวัตถุแกร่งอยู่ภายในปริมาตร Ω0 และ ณ ตำแหน่ง 𝑞0 มีความหนาแน่น ρ(𝑞0) กิโลกรัมต่อลูกบาศก์เมตร 

(kg/m3) จะสามารถคำนวณมวลของวัตถุแกร่ง ได้โดยใช้การปฏิยานุพันธ์ภายในปริมาตรดังนี้ 

m = ∭ ρ(𝑞0) 𝑑𝑉

𝑞0𝜖Ω0

 

และนิยามจุดศูนย์กลางมวลของวัตถุแกร่งว่าอยู่ที่ 

∭ ρ(𝑞0)𝑞0𝑞0𝜖Ω0
𝑑𝑉

𝐦
 

ซึ่งการที่ถือว่าจุดศูนย์กลางมวลอยู่ที่ [
0
0
0
] นั้นแท้จริงแล้วคือการระบุให้ 

∭ ρ(𝑞0)𝑞0𝑞0𝜖Ω0
𝑑𝑉

m
= 0 ในเนื้อที่

ร่างกายนั่นเอง ซึ่งจะทำให้จุดศูนย์กลางมวลของวัตถุแกร่งในเนื้อที่โลกนั้นอยู่ที่ 𝑥(t) เสมอ เนื่องจากจุด

ศูนย์กลางมวลของวัตถุแกร่งในเนื้อที่โลกคือ 
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∭ ρ(𝑞0)(𝑥(t) + 𝑅(t)𝑞0)𝑞0𝜖Ω0
𝑑𝑉

m

=
∭ ρ(𝑞0)𝑞0𝜖Ω0

𝑑𝑉

m
𝑥(t) + 𝑅(t)

∭ ρ(𝑞0)𝑞0𝑞0𝜖Ω0
𝑑𝑉

m
 

 

=
m

m
𝑥(t) + 𝑅(t) [

0
0
0
] = 𝑥(t) 

นั่นเอง 

โมเมนตัม (Momentum) ของอนุภาคนั้นนิยามโดย 𝑝(t) = m𝑣(t) ซึ่งโมเมนตัมของวัตถุแกร่งมีค่าเท่ากัน 

โมเมนตัมนั้นสัมพันธ์กับแรงที่กระทำกับวัตถุด้วยความสัมพันธ์ 𝑝′(t) = 𝑓(t) โดยที่ 𝑓(t) คือแรงที่กระทำ

กับวัตถุ ณ เวลา t 

โมเมนตัมเชิงมุม (Angular Momentum) ของวัตถุแกร่งนั้นมนีิยามคล้ายๆกัน โดย 𝑙(t) = 𝐼(t)𝜔(t) และ 

โมเมนตัมเชิงมุมนั้นสัมพันธ์กับแรงบิด (Torque) τ(t) ด้วยความสัมพันธ์ 𝑙′(t) = τ(t) [10] 

โดยถ้าวัตถุมีแรง (ในเนื้อที่โลก) กระทำที่ตำแหน่ง 𝑞0 (ในเนื้อทีโ่ลก) เท่ากับ 𝑓(𝑞0, t) แล้ว τ(t) จะคำนวณ

ได้โดย 

τ(t) = ∭(𝑅(t)𝑞0) × f(𝑞0, t) 𝑑𝑉

𝑞0𝜖Ω0

 โดยที่ 𝐹(t) = ∭ 𝑓(𝑞0, t) 𝑑𝑉

𝑞0𝜖Ω0

 

𝐼(t) นั้นสามารถคำนวณได้จากนิยาม 

𝐼(t) = ∭  ρ(𝑞0) [

qy
2 + qz

2 −qxqy −qxqz

−qxqy qx
2 + qz

2 −qyqz

−qxqz −qyqz qx
2 + qy

2

] 𝑑𝑉

𝑞0𝜖Ω0

 

โดยที่ 𝒒 = 𝑅(t)𝑞0 
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ซึ่งถ้านิยาม  

𝐼0 = ∭  ρ(𝑞0) [

q0y
2 + q0z

2 −q0xq0y −q0xq0z

−q0xq0y q0x
2 + q0z

2 −q0yq0z

−q0xq0z −q0yq0z q0x
2 + q0y

2

] 𝑑𝑉

𝑞0𝜖Ω0

 

ซึ่งไม่ขึ้นกับเวลาแล้ว ก็จะสามารถคำนวณหา 𝐼(t) = 𝑅(t)𝐼0𝑅
𝑇(t) [10] 

 

ตำแหน่ง การวางแนว ความเร็ว และความเร็วเชิงมุม สามารถนำมาเขียนรวมกันเป็นสถานะ (State) ของวัตถุ

แกร่งได้เป็น 

𝑌(t) = [

𝑥(t)

𝑅(t)
𝑣(t)

𝜔(t)

] 

 

และสามารถนำสมการอนุพันธ์มาเขียนรวมกันได้เป็น 

𝑌′(t) = [

𝑥(t)

𝑅(t)

𝑣(t)

𝜔(t)

]

′

=

[
 
 
 
 

𝑣(t)

𝜔×(t)𝑅(t)
1

m
𝑓(t)

𝐼−1𝜏(t) ]
 
 
 
 

 

 

โดยที่ 𝐼(t) = 𝑅(t)𝐼0𝑅
𝑇(t) และสามารถใช้วิธีการออยเลอร์แบบไปข้างหน้า หรือ วิธีการออยเลอร์แบบ

กึ่งนัย หรือ กฎจุดกลางในการที่จะคำนวณ 𝑌(t0 + ∆t) จาก 𝑌(t0) ได้อย่างตรงไปตรงมา แต่ก็จะพบ

ปัญหาหนึ่งคือ เมื่อทำการปฏิยานุพันธ์ด้วยวิธีตัวเลขไปหลายคร้ัง 𝑅(t) มักจะไม่เป็นเมทริกซ์หมุนอีกต่อไป 

เนื่องจากความผิดพลาดทางตัวเลข (Numerical Error) ซึ่งถ้านำ 𝑅(t) มาใช้ในการแสดงผลจะทำให้วัตถุแกร่ง

นั้นบิดเบี้ยว ซึ่งวิธีแก้ท่ีทำได้ก็คือปรับให้เมทริกซ์ 𝑅(t) นั้นเป็นเมทริกซ์หมุนในแต่ละขั้นตอนเวลาด้วยวิธีท่ี

อธิบายในงานวิจัย [11] ซึ่งเป็นการหาเมทริกซ์หมุนที่ใกล้ที่สุดกับเมทริกซ์ใดๆ  
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การทำให้ 𝑅(t) เป็นเมทริกซ์หมุนนั้นใช้เวลาค่อนข้างมากและซับซ้อน เราจึงสามารถใชค้วอเตอร์เนียน 𝑞(t) 

เพื่อเก็บการวางแนวแทนที่เมทริกซ์ 𝑅(t) และแทนที่สมการอนุพันธ์ 𝑅′(t) = 𝜔×(t)𝑅(t) ด้วย  

𝑞′(t) =
1

2
 𝜔𝑝(t)𝑞(t) 

[10]  โดย 𝜔𝑝(t) คือควอเตอร์เนียนบริสุทธิ์ของ 𝜔(t) และเมื่อต้องใช้ 𝑅(t) ในการคำนวณใดๆ ก็หาค่า

ของ 𝑅(t) ด้วยการแปลงจากควอเตอร์เนียน 𝑞(t) เป็นเมทริกซ์ และในทุกๆขั้นตอนเวลาจะสามารถปรับให้ 

𝑞(t) เป็นควอเตอร์เนียนที่แทนการหมุนได้ด้วยการทำให้ 𝑞(t) เป็นควอเตอร์เนียนหน่วยด้วยการ 

𝑞(t) ←
𝑞(t)

|𝑞(t)|
 

ณ ตอนนี้สามารถจำลองการเคล่ือนที่ของวัตถุแกร่งที่ไม่มีการชนกัน (Collision) ไม่มีการสัมผัสกัน (Contact) 

และไม่มีข้อจำกัด (Constraint) ต่อกันเช่นเช่ือมกันด้วยข้อต่อ (Joint) ได้แล้ว ในลำดับถัดไปจะกล่าวถึงวิธีในการ

จำลองวัตถุแกร่งที่มีการชนกัน การสัมผัสกัน และมีข้อจำกัดต่างๆ  

การชน, การสัมผัส และขอ้จำกัดต่างๆ 

ในการจำลองอนุภาคนั้น จะสามารถจัดการกับการชนระหว่างอนุภาคกับสิ่งกีดขวางด้วยการหาเวลาที่เกิดการชน

ข้ึน แล้วทำการปรับตำแหน่งและความเร็ว จากนั้นก็ทำการปฏิยานุพันธ์ในช่วงเวลาที่เหลือ ซึ่งสามารถทำได้ง่าย

และไม่ใช้เวลาในการคำนวณมากเนื่องจากแต่ละอนุภาคนั้นเป็นอิสระต่อกัน แต่สำหรับวัตถุแกร่งที่อาจมีการชน

และสัมผัสกันนั้น โดยทั่วไปแล้วถ้าหากทำการหาเวลาชน แก้ไข และปฏิยานุพันธ์ต่อนั้น จะทำให้การคำนวณใช้

เวลามหาศาลเนื่องจากในแต่ละขั้นตอนเวลานั้น อาจเกิดการชนจำนวนมาก และการแก้ไขการชน ก็อาจทำให้เกิด

การชนใหม่ขึ้นมาก็ได้  

 

ในทางปฏิบัติแล้วจึงมักใช้วิธีอื่นในการจัดการกับการชน ซึ่งจริงๆแล้วการชนเป็นเพียงหนึ่งในวิธีที่วัตถุแกร่งมี

ปฏิสัมพันธ์ต่อกัน (Interaction) เท่านั้น นอกเหนือจากการชนแล้ว วัตถุแกร่งยังสามารถสัมผัสหรือแตะกัน หรือ

อาจจะมีข้อจำกัดต่อกันเช่นเชื่อมกันด้วยข้อต่อได้ ซึ่งทำให้การจำลองวัตถุแกร่งนั้นมีความหลากหลาย และใช้

ประโยชน์ได้อย่างกว้างขวาง  
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ถ้ามองโดยผิวเผินแล้ว การชน การสัมผัส และข้อจำกัดระหว่างวัตถุแกร่ง อาจดูไม่มีความสัมพันธ์กันเท่าไหร่นัก 

แต่แท้จริงแล้วสามารถทำการจำลองส่ิงเหล่านี้ด้วยวิธีการแบบเดียวกันได้ โดยมองการชนและการสัมผัสเป็น

ข้อจำกัดแบบหนึ่ง วิธีที่จะใช้ในการจำลองวัตถุแกร่งที่มีปฏิสัมพันธ์ต่อกัน คือวิธีการดลตามลำดับ (Sequential 

Impulses) [12] 

 

วิธีการดลตามลำดับนั้นไม่รับประกันว่าวัตถุแกร่งจะไม่ทับกัน (Overlap, Intersect) หรือไม่แทรกกัน 

(Penetrate) แต่จะพยายามให้การแทรกกัน (Penetration) นั้นน้อยที่สุดเท่าที่จะทำได้ และการปฏิยานุพันธ์จะ

ทำทั้งช่วงเวลาเท่านั้น ไม่มีการแบ่งแยกย่อยช่วงเวลาเพื่อจัดการกับเหตุการณ์การชนแต่ละอันเป็นพิเศษ จึงทำให้

ประสิทธิภาพของวิธีการดลตามลำดับนั้นดี และได้ผลที่ยอมรับได้ในทางปฏิบัติ 

ในแต่ละขั้นตอนเวลานั้นวิธีการดลตามลำดับประกอบด้วยขั้นตอนหลัก 3 ขั้นกล่าวคือ 

1. ทำการรวบรวมแรงต่างๆ และทำการปฏิยานุพันธ์ความเร็ว และความเร็วเชิงมุม เพื่อให้ได้ความเร็ว และ

ความเร็วเชิงมุมชั่วคราว (Tentative) 

2. ทำการปรับแก้ความเร็ว และความเร็วเชิงมุมของวัตถุแกร่งต่างๆ ด้วยแรงดลโดยทำไปทีละข้อจำกัดและ

ทำหลายๆรอบจนกว่าจะเป็นไปตามข้อจำกัดทุกข้อ หรือจนกว่าจะพิจารณาไปครบจำนวนรอบที่กำหนด 

3. ทำการปฏิยานุพันธ์ตำแหน่ง และการวางแนวโดยใช้ความเร็วและความเร็วเชิงมุมที่ปรับแก้แล้ว 

 

ก่อนที่จะอธิบายแต่ละขั้นตอนของวิธีการดลตามลำดับอย่างละเอียดนั้น จะต้องทำความเข้าใจเกี่ยวกับข้อจำกัด

ก่อน 

ข้อจำกัดในความหมายที่พิจารณาอยู่ในที่นี้คือสเกลาร์ฟังก์ชัน (Scalar Function) c(𝑥) ของบางส่วนของ

สถานะของวัตถุแกร่งต่างๆ ที่จำลองอยู่ โดยสามารถจัดกลุ่มของข้อจำกัดได้เป็นข้อจำกัดที่เกี่ยวข้องกับตำแหน่ง 

(รวมถึงการวางแนว) และข้อจำกัดที่เกี่ยวข้องกับความเร็ว (รวมถึงความเร็วเชิงมุม) โดยในเบื้องต้นจะพิจารณา

ข้อจำกัดที่เก่ียวข้องกับตำแหน่งก่อนเช่น 

c(𝑥) = 0 
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ตัวอย่างเช่น การระบุว่าตำแหน่งจะต้องอยู่บนเส้นโค้ง (Curve) เส้นหนึ่งที่นิยามด้วยฟังก์ชันโดยนัย (Implicit 

Function) เช่น c ([
x
y
z
]) = x2 +  2 + z2 − 52 = 0 คือข้อจำกัดที่ 𝒙 จะต้องอยู่บนทรงกลมที่

จุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด [
0

0

0
] รัศมี 5  

 

ถ้า c(𝑥) = 0 ตลอดเวลาแล้ว ċ(𝑥) = 0 ด้วย (เพราะ c(𝑥) ไม่เปล่ียนค่า) โดยท่ี ċ(𝑥) คืออนุพันธ์

ของ c เมื่อเทียบกับเวลา และจากกฎลูกโซ่สามารถเขียน ċ(𝑥) =
dc

dt
=

dc

d𝑥

d𝑥

dt
=

dc

d𝑥
𝑣 = 𝑗𝑣 โดยที่ 

𝑗 =
dc

d𝑥
  เรียกว่าจาโคเบียน (Jacobian) ซึ่งเป็นเวกเตอร์แถว 3 มิติเช่นถ้า 𝑥 = [

x

 

z
] แล้ว 𝑗 =

dc

d𝑥
=

[
dc

dx

dc

d 

dc

dz
] 

สามารถมอง 𝑗𝑇 เป็นเวกเตอร์ 3 มิติได้และ 𝑗𝑇นั้นตั้งฉากกับ 𝑣 เสมอ 

ดังแสดงในภาพประกอบ 19 

 
ภาพประกอบ 19: ข้อจำกัดที่ทำให้อนุภาคอยู่บนเส้นโค้งเสมอ โดย 𝑗𝑇 จะตั้งฉากกับ 𝑣 เสมอ ดัดแปลงจาก [12] 

 

โดยการที่วัตถุแกร่งจะเคล่ือนที่ตามข้อจำกัดนี้ได้จะต้องมีแรง 𝑓𝑐 ที่กระทำกับวัตถุแกร่งและจากหลักการงาน

เสมือน (Principle of Virtual Work) ที่กล่าวว่าแรงจากข้อจำกัดจะต้องให้ไม่ก่อให้เกิดงาน (Work) หรือในทาง

คณิตศาสตร์คือ 

𝑓𝑐 ⋅ 𝑣 = 0 

ซึ่งเนื่องจากหลักการงานเสมือนจะต้องเป็นจริงไม่ว่า 𝑣 จะเป็นเท่าไรก็ตาม (ตราบใดที่ยังถูกต้องตามข้อจำกัด 

c(𝑥) = 0) 𝑓𝑐 จึงจะต้องอยู่ในรูป 𝑓𝑐 = 𝑗𝑇λ โดยที่ λ เป็นสเกลารเ์นื่องจาก  

𝑓𝑐 ⋅ 𝑣 = (𝑗𝑇λ) ⋅ 𝑣 = λ(𝑗𝑇 ⋅ 𝑣) = 0 
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และถ้ามีข้อจำกัด c1, c2, … , ck ระหว่างตำแหน่ง 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥n ก็สามารถนำมาเขียนเป็นเวกเตอร์ของ

ข้อจำกัดได้ 

𝑥 = [

x1

x2

⋮
xn

]                  𝑐(𝑥) = [

c1(x)
c2(x)

⋮
ck(x)

] 

โดยที่ 𝑐̇ = 𝐽𝑣 และ 𝑓𝑐 = 𝐽𝑇𝜆 

และ 

𝑣 = [

v1

v2

⋮
vn

]   𝜆 = [

λ1

λ2

⋮
λk

]     𝐽 =

[
 
 
 
 
 
 
 
dc1

dx1

dc1

dx2

dc2

dx1

dc2

dx2

⋯

dc1

dxn

dc2

dxn

⋮ ⋱ ⋮
dck

dx1

dck

dx2
⋯

dck

dxn]
 
 
 
 
 
 
 

 

จะเห็นได้ว่า 𝐽 ทำหน้าที่แปลงจากความเร็วในระบบของตำแหน่ง (𝑣) เป็นความเร็วในระบบของข้อจำกัด (𝑐̇) 

และ 𝐽𝑇 ทำหน้าที่แปลงจากแรงในระบบของข้อจำกัด (𝜆) เป็นแรงในระบบของตำแหน่ง (𝐹𝑐 )  

 

ตัวอย่างของข้อจำกัดเช่น ถ้าในระบบมีวัตถุแกร่ง 2 ชิ้นที่มีตำแหน่ง 𝑥1(𝑡) และ 𝑥2(𝑡) และกำหนดว่า

ข้อจำกัดคือระยะทางระหว่างวัตถุแกร่ง 2 ชิ้นนี้จะต้องเป็น   เสมอ จะสามารถเขียนข้อจำกัดได้เป็น 

c(𝑥) = c(𝑥1, 𝑥2) = ||𝑥1 − 𝑥2|| −   

ċ =
d(||𝑥1 − 𝑥2|| −  )

dt
 

ċ =
d(√(x1 − x2)

2 + ( 
1
−  

2
)
2
+ (z − z2)

2 −  )

dt
 

ċ =
1

2||𝑥1 − 𝑥2||

d((x1 − x2)
2 + ( 

1
−  

2
)
2
+ (z − z2)

2)

dt
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ċ =
((x1 − x2)(v1x − v2x) + ( 

1
−  

2
)(v1y − v2y) + (z − z2)(v1z − v2z))

||𝑥1 − 𝑥2||
 

𝑐̇ =
1

||𝑥1 − 𝑥2||
[( 1 −  2) ( 

1
− 𝑦2) ( 1 −  2) −( 1 −  2) −( 

1
− 𝑦2) −( 1 −  2)]

[
 
 
 
 
 
 1𝑥

 1𝑦

 1𝑧

 2𝑥

 2𝑦

 2𝑧]
 
 
 
 
 

 

ċ =
1

||𝑥1 − 𝑥2||
[(𝑥1 − 𝑥2)

𝑇 −(𝑥1 − 𝑥2)
𝑇] [

𝑣1

𝑣2
] 

จะเห็นได้ว่า 𝑗 =  
1

||𝑥1−𝑥2||
[(𝑥1 − 𝑥2)

𝑇 −(𝑥1 − 𝑥2)
𝑇] 

 

โดยทั่วไปแล้ว c อาจไม่ได้เป็นแต่เพียงข้อจำกัดระหว่างตำแหน่ง แต่อาจจะเป็นข้อจำกัดระหว่างการวางแนวด้วยก็

ได้ ซึ่งก็จะทำให้ความเร็วเชิงมุมนั้นปรากฏอยู่ใน ċ ด้วย และ c ก็อาจจะเป็นฟังก์ชันของเวลาได้ ยกตัวอย่างเช่น

มอเตอร์ที่ระบุให้องศาในการหมุนเพิ่มขึ้นเร่ือยๆ ซึ่ง c จะอยู่ในรูป c(𝑥, t) และสามารถเขียนให้ ċ อยู่ในรูป 

ċ = 𝑗𝑣 + b(t) โดยที ่b(t) เป็นฟังก์ชันของเวลาได้เสมอ 

 

ข้อจำกัดอาจจะไม่จำเป็นต้องอยู่ในรูปของสมการแต่อาจจะอยู่ในรูปของอสมการก็ได้เช่น 

𝑐(𝑥, t) ≥ 0 

ซึ่งก็จะสามารถทำให้ข้อจำกัดนี้เป็นจริงได้ด้วยการตรวจสอบว่า c(𝑥, t) ≤ 0 หรือไม่ ถ้าใช่ก็ใส่ข้อจำกัด 

c(𝑥, t) ≥ 0 เข้าไปในการดลตามลำดับ แต่ถ้าไม่ใช่ก็ข้ามข้อจำกัดนี้ไป  

 

นอกจากนี้ยังสามารถกำหนดขอบเขตของค่าของ λ ได้เช่น 0 ≤ λ ≤ ∞ ซึ่งจะต้องใช้ในการสร้างข้อจำกัด

ของการชนกันของวัตถุแกร่งที่ว่าแรงที่กระทำให้วัตถุแกร่งสองอันไม่ซ้อนทับกันนั้นจะต้องเป็นแรงผลักเท่านั้น 

(ห้ามดูด) หรือต้องการกำหนดให้แรงที่ข้อจำกัดสามารถกระทำได้นั้นไม่เกินกี่ λk นิวตัน (−λk ≤ λ ≤ λk) 

ซึ่งวิธีที่ทำให้ข้อกำหนดนี้เป็นจริง ก็คือเพียงปรับค่าของ λ ให้อยู่ในช่วงที่กำหนดถ้าค่าของ λ ที่แก้ออกมาได้นั้นอยู่

นอกช่วง โดยวิธีนี้เรียกว่าการยึด (Clamping) 
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ข้อจำกัดที่สำคัญมากในการจำลองวัตถุแกร่งก็คือข้อจำกัดที่ทำให้วัตถุไม่ซ้อนทับกัน โดยจะต้องสร้างข้อจำกัดของ

การชน/สัมผัสระหว่างทุกๆ คู่ของวัตถุต่างๆ ที่มีโอกาสชนกันขึ้นดังแสดงในภาพประกอบ 20 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ให้จุด 𝑝 คือจุดที่วัตถุ 1 และ 2 ใกล้กันมากที่สุด (ถ้ายังไม่ซ้อนทับกัน) หรือซ้อนทับกันมากที่สุด (ถ้าซ้อนทับกัน

แล้ว), พิกัดในเนื้อที่ร่างกายของจุด 𝑝 ในวัตถุที่ 1 คือ 𝑝1 และพิกัดในเนื้อที่ร่างกายของจุด 𝑝 ในวัตถุที่ 2 คือ 

𝑝2 และเวกเตอร์หน่วยตั้งฉากกับพื้นผิวที่ชี้จากวัตถุ 1 ไปยังวัตถุ 2 คือ 𝑛 และให้ระยะทางระหว่างวัตถุ 1 และ 

วัตถุ 2 ตามทิศทาง 𝑛 คือ d แล้ว ข้อจำกัดที่ทำให้วัตถุ 1 และ 2 ไม่ซ้อนทับกันคือ 

c(𝑥1, 𝑅1, 𝑥2, 𝑅2) = d = (𝑥2 + 𝑅2𝑝2 − 𝑥1 − 𝑅1𝑝1) ⋅ 𝑛 ≥ 0 

ċ = ḋ = (𝑣2 + 𝜔2 × (𝑅2𝑝2) − 𝑣1 − 𝜔1 × (𝑅1𝑝1)) ⋅ 𝑛 

              = (𝑣2 + 𝜔2 × (𝑝 − 𝑥2) − 𝑣1 − 𝜔1 × (𝑝 − 𝑥1)) ⋅ 𝑛 

= [−𝑛 −(𝑝 − 𝑥1) × 𝑛 𝑛 (𝑝 − 𝑥2) × 𝑛] [

𝑣1

𝜔1

𝑣2

𝜔2

] 

 

ข้อจำกัดอันนี้จะทำการปรับให้วัตถุที่ชนจนซ้อนทับกันกลับมาแตะกันพอดี ซึ่งคือการชนแบบไม่ยืดหยุ่น ซึ่งถ้า

ต้องการให้การชนนั้นยืดหยุ่น จะต้องทำการปรับ ċ จาก 

ċ = v𝑛 

เมื่อ v𝑛 คือความเร็วสัมพัทธ์ของจุด 𝑝 ของวัตถุ 1 และ 2 ในทิศทาง 𝑛 คำนวณจากความเร็วสัมพัทธ์ 𝑣𝑟𝑒𝑙 

วัตถุ 1 

วัตถุ 2 

d 

𝑥1, 𝑅1 

𝑥2, 𝑅2 

𝑝 

ภาพประกอบ 20: ข้อจำกัดที่ทำให้วัตถุไม่ซ้อนทับกัน 

𝑛 
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𝑣𝑟𝑒𝑙 = (𝑣2 + 𝜔2 × (𝑝 − 𝑥2) − 𝑣1 − 𝜔1 × (𝑝 − 𝑥1)) 

  v𝑛 = 𝑣𝑟𝑒𝑙 ⋅ 𝑛 
ให้เป็น 

𝑐̇ = v𝑛 + εv𝑛
− 

โดยที่ v𝑛
− คือ v𝑛 ที่คำนวณค่าก่อนจะเร่ิมทำการปรับ และ 0 ≤ ε ≤ 1 คือค่าสัมประสิทธิ์การกระดอนซึ่ง

เมื่อทำการดลตามลำดับแล้วจะได้แรง 0 ≤ λ𝑛 ≤ ∞ 

 

การจำลองแรงเสียดทานนั้นทำได้โดยการเลือกเวกเตอร์ที่ตั้งฉากกับ 𝑛 มาสองเวกเตอร์ และสองเวกเตอร์นั้นต้อง

ตั้งฉากกันเองด้วย 𝑡1, 𝑡2 แล้วเพิ่มข้อจำกัดให้การกระจัดสัมพัทธ์ในทิศ 𝑡1, 𝑡2 เป็น 0 แล้วจำกัดขนาดของ

แรงไม่ให้เกิน μλ𝑛 ซึ่งμ คือสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานดังนี้ 

                                    ċ𝑡1
= 𝑣𝑟𝑒𝑙 ⋅ 𝑡1                       ċ𝑡2

= 𝑣𝑟𝑒𝑙 ⋅ 𝑡2 

−μλ𝑛 ≤ λ𝑡1
≤ μλ𝑛         − μλ𝑛 ≤  λ𝑡2

≤ μλ𝑛 

 

จะสังเกตได้ว่าจะประมาณการแรงเสียดทานไม่ให้ขนาดเกิน μλ𝑛ในทิศ 𝑡1, 𝑡2 เท่านั้นซึ่งอาจทำให้แรงเสียด

ทานรวมจริงๆแล้วอาจจะมีได้มากถึง √(μλn)
2 + (μλn)

2 = √2μλn ซึ่งคือการประมาณการโคน

ของแรงเสียดทานด้วยพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมนั่นเอง ถ้าต้องการจำกัดแรงเสียดทานให้ใกล้เคียงกับ μλn มากขึ้นก็

จะต้องใช้เวกเตอร์ที่ตั้งฉากกับ n จำนวนมากขึ้นซึ่งถ้าใช้ k เวกเตอร์ที่มุมห่างกัน 
180

k
 องศาก็จะทำให้เป็นการ

ประมาณการโคนของแรงเสียดทานด้วยพีระมิดฐาน 2k เหลี่ยม แต่ก็จะทำให้การคำนวณใช้เวลามากขึ้น เนื่องจาก

มีจำนวนของข้อจำกัดมากขึ้นด้วย 

การดลตามลำดับ 

ขั้นตอนแรกของการดลตามลำดับคือการคำนวณความเร็ว และความเร็วเชิงมุมชั่วคราวซึ่งสำหรับระบบที่มีวัตถุ

แกร่งอยู่ n ชิ้น ณ เวลา t ที่มีตำแหน่ง (𝑥i)ความเร็ว (𝑣i)การวางแนว (𝑅i)ความเร็วเชิงมุม (ωi)มวล

 (mi)และโมเมนต์ความเฉื่อยในระบบพิกัดโลก(𝐼i) สำหรับ 1 ≤ i ≤ n และขนาดของขั้นตอนเวลา ∆t 

ทำได้โดยพิจารณาจากกฎข้อที่ 2 ของนิวตันโดย 

𝑣̅ = 𝑣 + ∆t𝑀−1𝑓ext 



45 

 

โดยที่ 𝑣 =  

[
 
 
 
 
 
 
𝑣1

𝜔1

𝑣2

𝜔2

⋮
𝑣n

𝜔n]
 
 
 
 
 
 

  𝑀 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
m1𝐸

3 0 0 0 0 0 0 0
0 𝐼1 0 0 0 0 0 0

0 0 m2𝐸
3 0 0 0 0 0

0 0 0 𝐼2 0 0 0 0
0 0 0 0 ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0 0
0 0 0 0 0 0 mn𝐸

3 0
0 0 0 0 0 0 0 𝐼n]

 
 
 
 
 
 
 
 

    𝑓ext =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑓

1
ext

𝜏1
ext

𝑓
2
ext

𝜏2
ext

⋮

𝑓
n
ext

𝜏n
ext]

 
 
 
 
 
 
 

 

เมื่อ 𝐸3 คือเมทริกซ์เอกลักษณ์ขนาด 3 × 3,  𝑓i
ext และ 𝜏i

ext คือแรงและแรงบิดภายนอกท่ีกระทำกับวัตถุ

แกร่ง i  

ซึ่งเนื่องจาก 𝑀 เป็นเมทริกซ์กล่องในแนวทแยง (Block Diagonal) 𝑀−1 จึงคำนวณได้ง่ายคือ  

𝑀−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

m1
𝐸3 0 0 0 0 0 0 0

0 𝐼1
−1 0 0 0 0 0 0

0 0
1

m2
𝐸3 0 0 0 0 0

0 0 0 𝐼2
−1 0 0 0 0

0 0 0 0 ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0 0

0 0 0 0 0 0
1

mn
𝐸3 0

0 0 0 0 0 0 0 𝐼n
−1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

ขั้นตอนที่สองของการดลตามลำดับ คือการหาค่าของการดลที่ทำให้ข้อจำกัดเป็นจริง ด้วยวิธีดังต่อไปนี้ 

จากการที่ 𝑓𝑐 = 𝐽𝑇𝜆 ดังนั้นข้อจำกัดคือ 𝑐̇ = 𝐽𝑣∗ + 𝑏 = 0 และ 𝑣∗ = 𝑣̅ + ∆𝑡𝑀−1𝑓𝑐 เมื่อ 

𝑣∗ คือความเร็วหลังการแก้ข้อจำกัดแล้ว จะสามารถแก้หา 𝜆 ได้โดย 

       𝐽(𝑣̅ + ∆t𝑀−1𝐽𝑇𝜆 ) + 𝑏 = 0 

          𝐽𝑣̅ + ∆t𝐽𝑀−1𝐽𝑇𝜆 + 𝑏 = 0 

                            ∆t𝐽𝑀−1𝐽𝑇𝜆 = −(𝑏 + 𝐽𝑣̅) 

                               𝜆 = −
1

∆t
(𝐽𝑀−1𝐽𝑇)−1(𝑏 + 𝐽𝑣̅) 
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หลังจากหา 𝜆 ได้แล้วก็ทำการเปลี่ยนค่าของความเร็วด้วย 𝑣∗ = 𝑣̅ + ∆t𝑀−1𝐽𝑇𝜆 และทำการปรับ 

𝑣̅ ← 𝑣∗ 
 

โดยทั่วไปแล้วถ้าพิจารณาทุกๆข้อจำกัดพร้อมๆกัน (𝐽𝑀−1𝐽𝑇)−1 จะต้องใช้เวลาในการคำนวณมากเนื่องจาก

จะต้องทำการหาเมทริกซ์ผกผันของเมทริกซ์ขนาดใหญ่ วิธีการดลตามลำดับจึงประมาณการด้วยการพิจารณาทีละ

ข้อจำกัด กล่าวคือทำการหา 𝜆 โดยเสมือนหนึ่งว่าทั้งระบบมีแค่วัตถุแกร่งที่เกี่ยวข้องกับข้อจำกัดนั้นเท่านั้น แล้วทำ

การแก้หา 𝜆 ที่เกีย่วข้อง และทำการเปลี่ยนค่าของความเร็วที่เกี่ยวข้อง ซึ่งการคำนวณจะง่ายกว่ามากเนื่องจากแต่

ละข้อจำกัดมักจะเกี่ยวข้องกับวัตถุเพียงไม่กี่ชิ้นเท่านั้น ผู้ที่สนใจสามารถดูสูตรของเมทริกซ์ผกผัน 

(𝐽𝑀−1𝐽𝑇)−1 ของข้อจำกัดที่พบบ่อยๆ รวมถึงข้อต่อแบบต่างๆพร้อมกับที่มาของสูตรไดใ้นงานวิจัย [13]  

 

โดยทั่วไปแล้วจะทำการวนพิจารณาทุกๆข้อจำกัด และดลไปหลายๆ รอบจนกว่าการดลที่แก้ได้น้อยพอ หรือ

จนกว่าจะถึงจำนวนรอบที่กำหนดก็เป็นอันจบขั้นตอนที่สองของการดลตามลำดับ 

 

ขั้นตอนที่สามของการดลตามลำดับคือการปรับตำแหน่ง และการวางแนวของวัตถุด้วยการใช้วิธีการออยเลอร์แบบ

ไปข้างหน้า พร้อมทั้งทำการปรับให้เมทริกซ์ของการวางแนวเป็นเมทริกซ์หมุน หรือทำการปรับให้ควอเตอร์เนียนที่

แทนการวางแนวเป็นควอเตอร์เนียนหน่วย 

 

การปรับปรุงการดลตามลำดับ 

ถ้าทำตามเฉพาะขั้นตอนที่กล่าวถึงในขั้นต้น จะพบว่าข้อจำกัดจะค่อยๆ ผิดอย่างช้าๆ กล่าวคือ c จะไม่เป็น 0 ทั้งนี้

เนื่องมาจากว่า แม้จะพยายามทำให้ ċ เป็น 0 แต่เนื่องจากการมีอยู่ของข้อผิดพลาด (Error) ต่างๆ เช่น

ข้อผิดพลาดทางตัวเลข (Numerical Error) การที่ไม่ได้แก้ข้อจำกัดทั้งหมดพร้อมกัน ข้อผิดพลาดจากการอินทิเก

รทในเชิงเวลาด้วยวิธีทางตัวเลข และอ่ืนๆ จึงทำให้ ċ อาจไม่เป็น 0 พอดีจึงทำให้ c ค่อยๆเปล่ียนไปช้าๆ ซึ่ง

ปรากฏการณ์นี้เรียกว่าการเล่ือน (Drifting)  
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วิธีที่นิยมใช้ในการจัดการกับการเลื่อนนี้คือวิธีการทำให้มั่นคงของบวมการ์ต (Baumgarte Stabilization) [14]  

ซึ่งคือการปรับ ċ ที่อยู่ในรูป ċ = 𝑗𝑣  (คือพจน์ 𝑏(𝑡) = 0) ให้เป็น  

ċ = 𝑗𝑣 −
β

∆t
c 

โดย 0 ≤ β ≤ 1 ซึ่งเรียกว่าสัมประสิทธิ์อคติ (Bias Coefficient) แทน โดยวิธีนี้จะดึงให้ค่า c กลับมาเป็น 0 

ถ้า c ห่างออกจาก 0 เนื่องจากว่า คำตอบของสมการอนุพันธ์ ċ = −
β

∆t
c นั้นคือ c(t) = c0e

−
β

∆t เมื่อ 

c0 คือค่าเร่ิมต้นและ e คือฐานของลอการิทึมธรรมชาติ ≈ 2.71828…  ซึ่งเป็นเอกซ์โพเนนเชียลที่มีค่า

ลดลงเร่ือยๆ (Exponential Decay) ในทางปฏิบัติแล้ววิธีในการกำหนดค่าของ β ทำได้โดยเร่ิมจาก 0 แล้วค่อยๆ

เพิ่ม β เร่ือยๆจนการจำลองไม่เสถียรจากนั้นก็ใช้ค่า β เป็นคร่ึงหนึ่งของตอนที่เร่ิมไม่เสถียร [12] 

 

ปัญหาต่อไปที่ต้องจัดการคือการจำกัดค่าของ λ ซึ่งต้องใช้ในข้อจำกัดการชน และข้อจำกัดแรงเสียดทานซึ่งส่ิงที่

อยากทำคือให้ 

 

λmin ≤ λ ≤ λmax 

 

ด้วยการยึด λ =    m (λ, λmin, λmax) แต่จะไม่สามารถทำในแต่ละขั้นตอนของการดลตามลำดับได้ 

เนื่องจาก ∆tλ ที่หาออกมาในแต่ละขั้นนั้นจริงๆ แล้วเป็นการดลที่เพิ่มขึ้นมา (Incremental Impulse) ที่แก้ไข

ความเร็วช่ัวคราว ณ ปัจจุบันให้ถูกต้องตามข้อจำกัดมากขึ้น แต่ไม่ใช่การดลทั้งหมด (Total Impulse) ซึ่งส่ิงที่ต้อง

ยึดคือการดลทั้งหมด ดังนั้นสิ่งที่ต้องทำคือให้แต่ละข้อจำกัดในตอนเร่ิมมีการดลทั้งหมด λtotal = 0 แล้วใน

การดลตามลำดับใหท้ำดังนี้ [12] 

1. คำนวณ λ แต่ยังไม่ทำการแก้ไขความเร็ว 

2. ให้ λold = λtotal  

3. ให้ λtotal =    m (λtotal + λ, λmin, λmax) 

4. ให้ λcorrected = λtotal − λold 

5. ใช้ λcorrected ในการปรับความเร็วแทน  

วิธีนี้จะทำให้การยึดการดลทำงานได้ถูกต้อง 
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อีกเรื่องที่ต้องจัดการก็คือข้อจำกัดประเภทอสมการซึ่งวิธีที่สามารถทำได้ก็คือ ในระหว่างที่พิจารณาข้อจำกัดนี้ใน

ขั้นตอนการดลตามลำดับให้ตรวจสอบว่าข้อจำกัดนี้ถูกต้องอยู่แล้วไหม ถ้าถูกต้องอยู่แล้วก็ข้ามข้อจำกัดนี้ไป แต่ถ้า

ไม่ก็คำนวณตามปกติแล้วทำการยึด λtotal ให้อยู่ในช่วง 0 ≤ λtotal ≤ ∞ และในทางปฏิบัติแล้ว สำหรับ

ข้อจำกัดของการสัมผัส (คือการชนที่ความเร็วสัมพัทธ์ในทิศตั้งฉากกับพื้นผิวต่ำ) ถ้าพยายามจะทำให้ไม่มีการทับ

เลยอาจจะทำให้เกิดการส่ัน (Jittering) ของวัตถุแกร่งได้ เนื่องจากข้อจำกัดของการสัมผัสอาจจะถูกข้ามสลับกับไม่

ข้ามในทุกๆ ลำดับเวลา ซึ่งวิธีที่จะเล่ียงปัญหานี้คือการยอมให้วัตถุมีการทับกันเล็กน้อย โดยให้ d ไม่ต่ำกว่า 

dslop < 0 โดยปรับข้อจำกัดดังนี้ 

ถ้า d <  dslop ใช้ ċ = 𝑗𝑣 +
β

∆t
(d − dslop) มิฉะนั้นใช้ ċ = 𝑗𝑣       [12] 

 ซึ่งจะทำให้การส่ันนั้นน้อยลงเพราะแรงที่จะผลักวัตถุนั้นจะค่อยๆเพิ่มขึ้นเมื่อวัตถุทับกันมากขึ้นเร่ือยๆ (ถ้าทับจน 

d < d𝑠𝑙𝑜𝑝) โดยที่ β เป็นค่าที่จะต้องปรับด้วยวิธีเดียวกับการทำให้มั่นคงของบวมการ์ต 

 

ประเด็นสุดท้ายคือการใช้ค่า λtotal จากขั้นตอนเวลาที่แล้วเพื่อประมาณค่าของการดลที่ควรจะเป็นในขั้นตอน

เวลานี้ ซึ่งจะสามารถเพิ่มความเร็วในการคำนวณการดลที่ถูกต้องเป็นอย่างมาก โดยเฉพาะในกรณีที่จำลองกอง

ซ้อนของวัตถุแกร่งเนื่องจากค่าของการดลในขั้นตอนเวลาที่แล้วนั้นใกล้เคียง หรือเหมือนกับการดลในขั้นตอนนี้ซึ่ง

ถ้านำมาใช้ ก็จะประหนึ่งว่ามีการทำการดลตามลำดับที่มีจำนวนคร้ังเพ่ิมขึ้นเร่ือยๆ ซึ่งก็คือแม่นยำขึ้นเร่ือยๆ 

นั่นเอง โดยวิธีที่จะต้องทำหลังจากคำนวณความเร็วช่ัวคราว แต่ก่อนเร่ิมทำการดลตามลำดับก็คือ 

1. นำค่าของ λtotal จากขั้นตอนเวลาที่แล้วมาทำการปรับความเร็วชั่วคราวของวัตถุแกร่ง 

2. ใช้ค่า λtotalจากขั้นตอนเวลาที่แล้วเป็นค่าเร่ิมต้นของ λtotal ของขั้นตอนเวลานี้ 

 

ประเด็นอื่นๆเกี่ยวกับการจำลองวัตถุแกร่ง 

ในการจำลองวัตถุนั้นจริงๆแล้วยังมีประเด็นต่างๆอีกมากมายที่ผู้สนใจสามารถศึกษาเพิ่มเติมได้ เช่นการตรวจสอบ

ว่าวัตถุแกร่งคู่ใดบ้างที่มีโอกาสชนกันนั้นมีหลากหลายวิธีที่ทำได้ ทั้งการตรวจแบบคร่าว (Broad Phase Collision 

Detection) ซึ่งจะพิจารณาจากปริมาตรที่ครอบวัตถุ (Bounding Volume) เช่นกล่อง หรือทรงกลม และการ

ตรวจแบบแม่นยำ (Narrow Phase Collision Detection) ซึ่งจะต้องคำนวณการชนจากรูปร่างจริงๆ ของวัตถุ
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เช่นทรงหลายเหลี่ยม (Polytope) ทรงหลายเหลี่ยมแบบป่อง (Convex Polytope) ทรงกระบอก ทรงแคปซูล 

เป็นต้น [15]  

 

วิธีการอื่นๆ ที่ใช้ในการจำลองวัตถุแกร่งรวมถึงการแทนวัตถุแกร่งที่เชื่อมต่อกันด้วยข้อต่อให้มีจำนวนพิกัดน้อยลง 

(Reduced Coordinates) มีกล่าวถึงในงานวิจัย [16] และวิธีในการใช้ข้อจำกัดเพ่ือการจำลองฟิสิกส์นั้นสามารถ

นำไปปรับเพ่ือใช้กับระบบที่ไม่ได้มีแต่เพียงวัตถุแกร่งได้เช่น ในงานวิจัย [17] ซึ่งสามารถจำลองระบบที่มีทั้งวัตถุ

แกร่งและวัตถุนิ่มที่มีการชนและแรงเสียดทานระหว่างกันโดยที่สามารถจำลองแรงเสียดทานเป็นแบบที่เป็นโคนได้ 

 

บทสรุป 

บทนี้กล่าวถึงการจำลองวัตถุแกร่งซึ่งมีคุณลักษณะทางฟิสิกส์ดังนี้ ตำแหน่ง การวางแนว ความเร็ว ความเร็วเชิงมุม 

มวล โมเมนต์ความเฉื่อย โดยมวลและโมเมนต์ความเฉื่อยสามารถคำนวณได้จากการปฏิยานุพันธ์บนปริมาตรของ

วัตถุโดยจะต้องนำความหนาแน่นมาใช้ในการคำนวณด้วย จากนั้นกล่าวถึงระบบสมการเชิงอนุพันธ์สามัญของการ

เคล่ือนไหวของวัตถุแกร่ง ตามด้วยแนวคิดการใช้ข้อจำกัดเพื่อจัดการกับการชน การสัมผัส และ แรงเสียดทาน 

ด้วยการคำนวณหาการดลจากนั้นจึงกล่าวถึงการใช้วิธีการดลตามลำดับในการหาการดลที่จะทำให้ข้อจำกัดเหล่านี้

เป็นจริง จากนั้นจึงนำเสนอวิธีในการปรับปรุงการดลตามลำดับให้ทำงานได้อย่างมีประสิทธิภาพมากขึ้น และ

สุดท้ายกล่าวถึงเอกสารอ้างอิงต่างๆ ในการที่จะทำให้จำลองวัตถุแกร่งได้มีประสิทธิภาพมากขึ้น และสมจริงขึ้น 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



50 

 

บทที่ 4: การจำลองทางฟิสิกส์ด้วยวิธไีดนามิกเชิงตำแหน่ง 

บทที่แล้วได้กล่าวถึงการจำลองวัตถุแกร่งด้วยการกำหนดข้อจำกัดต่างๆ แล้วใช้การดลตามลำดับในการทำให้

ข้อจำกัดต่างๆนั้นเป็นจริง ในบทนี้จะกล่าวถึงวิธีการจำลองทางฟิสิกส์ของวัตถุหลากหลายชนิดที่ไม่ใช่วัตถุแกร่งเช่น 

วัตถุอ่อนนุ่ม (Soft Body) และของเหลวด้วยวิธีไดนามิกเชิงตำแหน่ง (Position Based Dynamics) ที่คิดค้นโดย 

[18] ซึ่งก็จะอาศัยข้อจำกัดต่างๆ ด้วยเช่นกันแต่ความแตกต่างหลักก็คือว่าการปรับต่างๆ จะกระทำกับตำแหน่ง

โดยตรง และความเร็วจะถูกปรับให้ถูกกัน (Consistent) กับตำแหน่ง โดยข้อจำกัดที่ใช้ในการจำลอง

วิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งนั้นมีหลากหลายประเภท เช่นข้อจำกัดของระยะทางระหว่างอนุภาค (Distance 

Constraint) ข้อจำกัดการงอระหว่าง 4 อนุภาค (Bending Constraint) ข้อจำกัดของปริมาตรของรูปร่าง 

(Volume Constraint) ข้อจำกัดของความหนาแน่นของอนุภาค (Density Constraint) เป็นต้น  

พื้นฐานของการจำลองวธีิไดนามิกเชิงตำแหน่ง 

ขั้นตอนหลักของวิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งในแต่ละขั้นตอนเวลาของระบบที่ประกอบด้วยอนุภาค N อนุภาคที่มี

ตำแหน่ง 𝑥i, ความเร็ว 𝑣i, มวล mi และ  wi =
1

mi

 โดยที่ 1 ≤ i ≤ N เป็นดังนี้ 

1. สำหรับทุกๆอนุภาค  𝑣i = 𝑣i + ∆twi𝑓i
ext 

2. สำหรับทุกๆอนุภาค  𝑥i
old = 𝑥i    และ   𝑥i+= ∆t𝑣i 

3. สร้างข้อจำกัด c1, . . , cM ขึ้นมาโดยพิจารณาจาก 𝑥i โดย M คือจำนวนข้อจำกัด 

4. วนไป K รอบ, ทำการปรับให้ 𝑥1, . . , 𝑥N ให้ข้อจำกัด c1, . . , cM เป็นจริงด้วยวิธีการ        

โปรเจคลงบนเนื้อที่ของข้อจำกัด (Project Onto Constraint Manifold) 

5. สำหรับทุกๆอนุภาค 𝑣i =
(𝑥i−𝑥i

old)

∆t
   

6. ทำการปรับความเร็ว 𝑣1, . . , 𝑣N (ถ้าต้องการ) 

วิธีการโปรเจคลงบนเนื้อที่ของข้อจำกัดทำได้โดยการพิจารณาทีละข้อจำกัด c(𝑥) ถ้าเป็นข้อจำกัดประเภท 

c(𝑥) = 0 หรือ ถ้าเป็นข้อจำกัดประเภทมากกว่า c(𝑥) ≥ 0 และ ณ ปัจจุบันนั้น c(𝑥) < 0  จะทำ

การปรับ 𝑥 เพื่อให้ c(𝑥) เป็น 0 ซึ่งทำได้โดยการประมาณการ 

c(𝑥 + ∆𝑥) ≈ c(𝑥) + 𝛻c(𝑥)∆𝑥 = 0 
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โดยที่ ∇c(𝑥) = [
𝜕c

𝜕𝑥1

𝜕c

𝜕𝑥2
⋯

𝜕c

𝜕𝑥𝑁
] 

เพื่อความง่ายในการอธิบายในเบื้องต้นจะสมมุติว่า มวลของทุกอนุภาคเท่ากันหมดก่อน กล่าวคือ mi =

wi = 1 
ถ้าข้อจำกัด c(𝑥) เป็นข้อจำกัดภายใน (Internal Constraint) คือ c(𝑥) ไม่เปล่ียนถ้า 𝑥 ทั้งระบบเกิดการ

เคล่ือนที่แบบวัตถุแกร่งกล่าวคือการเล่ือนหรือการหมุนแล้วถ้ากำหนดให้ ∆𝑥 อยู่ในทิศ (∇c(𝑥))T  (และ 

|∆𝑥| → 0) แล้วก็จะไม่ทำให้โมเมนตัมและโมเมนตัมเชิงมุมเปลี่ยนเพราะ (∇c(𝑥))T  ตั้งฉากกับทิศที่ 

c(𝑥)  ไม่เปล่ียนซึ่งคือทิศที่เป็นการเคล่ือนที่แบบวัตถุแกร่ง ดังนั้นจึงให้ 

∆𝑥 = −λ(∇c(𝑥))T 

ถ้ามวลของอนุภาคไม่เท่ากันทุกอันแล้วจะสามารถปรับปรุงให้ ∆𝑥 ไม่เปล่ียนโมเมนตัมและโมเมนตัมเชิงมุม (เมื่อ  

|∆𝑥| → 0) ได้โดยให ้  

∆𝑥 = −λ𝑀−1
(∇c(𝑥))

T
 

เมื่อ 𝑀 คือเมทริกซ์ทแยงของมวลของอนุภาคต่างๆ ซึ่งสามารถนำไปใช้แก้สมการหา λ ได้โดย 

𝑐(𝑥) − λ∇c(𝑥)𝑀−1
(∇𝑐(𝑥))T = 0 

λ =  
𝑐(𝑥)

∇c(𝑥)𝑀−1
(∇𝑐(𝑥))T

 

หรือเขียนในรูปของ w𝑖 ได้เป็น 

λ =  
c(𝑥)

∑ wjj |∇𝑥j
c(𝑥)|

 

และ     

∆𝑥i = −wiλi ∇𝑥i
c(𝑥) 

โดยยังสามารถกำหนดความแข็งทื่อ (Stiffness) ของข้อกำหนดได้โดยการระบุค่า 0 ≤ k ≤ 1 ของแต่ละ

ข้อกำหนดและให้  

∆𝑥i = −kwiλi ∇𝑥i
c(𝑥) 
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การจำลองวัตถุอ่อนนุม่ดว้ยไดนามิกเชิงตำแหน่ง 

ในการจำลองวัตถุอ่อนนุ่มด้วยไดนามิกเชิงตำแหน่งนั้นจะต้องสร้างข้อจำกัดที่ระหว่างอนุภาคเพ่ือให้วัตถุคืนสภาพ

เดิมหลังจากแรงภายนอกหายไปข้อจำกัดที่พบบ่อยๆมีดังนี้ 

ข้อจำกัดการยืด 

c(𝑥1, 𝑥2) = |𝑥2 − 𝑥1| − d = 0 

โดยที่ d คือระยะห่างระหว่างอนุภาค 1 และ 2 ท่ีต้องการซึ่งมี 

∇𝑥1
c(𝑥1, 𝑥2) = 𝑛 

∇𝑥2
c(𝑥1, 𝑥2) = −𝑛 

โดยที่ 𝑛 =
𝑥2−𝑥1

|𝑥2−𝑥1|
  ซึ่งถ้าความแข็งทื่อคือ kstretch การโปรเจคลงบนเนื้อที่ของข้อจำกัดจะทำโดย 

𝑥1−= kstretch

𝑤1

𝑤1 + 𝑤2
(|𝑥2 − 𝑥1| − d)𝑛 

𝑥2+= kstretch

𝑤1

𝑤1 + 𝑤2
(|𝑥2 − 𝑥1| − d)𝑛 

ข้อจำกัดการงอ 

เป็นข้อจำกัดระหว่าง 4 อนุภาคสำหรับการจำลองผ้า หรือวัตถุที่เป็นเปลือกบางๆ (Thin Shell) โดยอนุภาคนั้น

เชื่อมต่อกันเป็นเมชสามเหลี่ยม (Triangle Mesh) ดังแสดงในภาพประกอบ 21 

 

 
ภาพประกอบ 21: ข้อจำกัดการงอระหว่าง 4 อนุภาค ดัดแปลงจาก [19] 

โดยถ้าต้องการให้มุมระหว่างสามเหลี่ยม (Dihedral Angle) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) และ (𝑥2, 𝑥1, 𝑥4) นั้นเป็น 

φ0 ซึ่งสามารถใช้ข้อจำกัด 
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c(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = cos−1(
(𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥3 − 𝑥1)

|(𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥3 − 𝑥1)|
∙

(𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥4 − 𝑥1)

|(𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥4 − 𝑥1)|
) − φ0

= 0 

 

ซึ่งถ้าความแข็งทื่อคือ kbend แล้วการโปรเจคลงบนเนื้อที่ของข้อจำกัดจะทำโดย 

𝑥i−= kbend

wi
√1 − d

2(cos−1(d) − 𝜑
0
)

∑ wj|𝑞j|
2

j
𝑞j 

โดยที่  

𝑛1 =
(𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥3 − 𝑥1)

|(𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥3 − 𝑥1)|
 

𝑛2 =
(𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥4 − 𝑥1)

|(𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥4 − 𝑥1)|
 

d = 𝑛1 ∙ 𝑛2 

𝑞2 = −
(𝑥3 − 𝑥1) × 𝑛2 + d(𝑛1 × (𝑥3 − 𝑥1))

|(𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥3 − 𝑥1)|

−
(𝑥4 − 𝑥1) × 𝑛1 + d(𝑛2 × (𝑥4 − 𝑥1))

|(𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥4 − 𝑥1)|
 

𝑞3 =
(𝑥2 − 𝑥1) × 𝑛2 + d(𝑛1 × (𝑥2 − 𝑥1))

|(𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥3 − 𝑥1)|
 

𝑞4 =
(𝑥2 − 𝑥1) × 𝑛1 + d(𝑛2 × (𝑥2 − 𝑥1))

|(𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥4 − 𝑥1)|
 

𝑞1 = −𝑞2 − 𝑞3 − 𝑞4 

ข้อจำกัดพื้นที่ของสามเหลี่ยม 

จะสามารถทำให้สามเหล่ียมรักษาพื้นที่ได้ด้วยการใช้ข้อจำกัด 

c(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =
1

2
|(𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥3 − 𝑥1)| − a0 = 0 

โดยที่ a0 คือพ้ืนที่เร่ิมต้นของสามเหลี่ยม 
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ข้อจำกัดปริมาตรของจัตุรมุข 

ถ้าอนุภาคเชื่อมต่อกันเป็นเมชของจัตุรมุข (Tetrahedral Mesh) แล้วจะสามารถสร้างข้อจำกัดให้จัตุรมุขนั้น

พยายามรักษาปริมาตรของมันไว้ได้ โดยการใช้ข้อจำกัด 

c(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) =
1

6
((𝑥2 − 𝑥1) × (𝑥3 − 𝑥1)) ∙ (𝑥2 − 𝑥1) − v0 = 0 

เมื่อ v0 คือปริมาตรเร่ิมต้นของ จัตุรมุข 

 

ข้อจำกัดของการชนระหว่างอนุภาคกับสามเหล่ียม 

ถ้าระบบอนุภาคแทนวัตถุที่มีพื้นผิวแทนด้วยเมชสามเหล่ียมแล้ว จะสามารถทำให้สามเหลี่ยมเหล่านั้นไม่ซ้อนทับ

กันด้วยการเพิ่มข้อจำกัดระหว่างอนุภาค 𝑞 ที่อาจจะชนกับสามเหลี่ยม (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)  

c(𝑞, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑞 − 𝑥1) ∙  
(𝑥3 − 𝑥1) × (𝑥2 − 𝑥1)

|(𝑥3 − 𝑥1) × (𝑥2 − 𝑥1)|
− h ≥ 0 

โดยที่ h คือความหนาของสามเหลี่ยม 

 

ข้อจำกัดของการชนระหว่างอนุภาคกับสิ่งแวดล้อม 

ถ้าส่ิงแวดล้อมที่อนุภาคสามารถชนได้ประกอบด้วยสามเหล่ียมหรือระนาบต่างๆแล้ว จะสามารถบังคับให้อนุภาค

ไม่ซ้อนทับส่ิงแวดล้อมได้ด้วยการเพิ่มข้อจำกัดสำหรับระหว่างทุกๆ คู่ของอนุภาค 𝑥 และระนาบที่มีเวกเตอร์ฉาก 

𝑛 ที่ใกล้กันดังนี้ 

c(𝑥) = 𝑛 ∙ 𝑥 − drest ≥ 0 

โดยที่ drestคือระยะห่างอย่างน้อยที่อนุภาคจะต้องห่างจากระนาบนี้ 

ข้อจำกัดของการชนระหว่างอนุภาคกับอนุภาค 

การชนระหว่างอนุภาค 𝑥i และ 𝑥j สามารถจำลองได้โดยเพิ่มข้อจำกัด 

c(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) = |𝑥𝑖 − 𝑥𝑗| − ( 𝑖 +  𝑗) ≥ 0 

โดย ri และ rj คือขนาดของอนุภาค 
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ข้อจำกัดของแรงเสียดทานระหว่างอนุภาคกับอนุภาค 

แรงเสียดทานสามารถจำลองได้โดยใช้วิธีที่นำเสนอใน [20] 

สำหรับอนุภาค i และ j ที่ชนกันสามารถคำนวณ 

∆𝑥rel = (𝑥i − 𝑥i
old) − (𝑥j − 𝑥j

old) 

𝑛 =
𝑥j − 𝑥i

|𝑥j − 𝑥i|
 

∆𝑥⊥
rel = ∆𝑥rel − (∆𝑥rel ∙ 𝑛)𝑛 

d = |𝑥i − 𝑥j| − ( i +  j) 

∆i=
wi

(wi + wj)
{

 ∆𝑥⊥
rel,                                   ถ้า |∆𝑥⊥

rel| < μsd

min (
𝜇k𝑑

|∆𝑥⊥
rel|

, 1) ∆𝑥⊥
rel,   นอกจากนั้นแล้ว           

 

โดยที่ μs และ μk คือสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานหยุดนิ่ง (Static Friction Coefficient) และ สัมประสิทธิ์แรง

เสียดทานเคล่ือนไหว (Dynamic Friction Coefficient) 

แล้วทำการปรับ  

𝑥i+= ∆i 

𝑥j−=
wj

(wi + wj)
∆i 

 

แรงเสียดทานระหว่างอนุภาคกับสิ่งแวดล้อมก็ทำได้ด้วยวิธีคล้ายๆกันโดยให้ 𝑛 เป็นเวกเตอร์ตั้งฉากกับผิวของ

ส่ิงแวดล้อมและ w ของสิ่งแวดล้อมเป็น 0 

การจำลองของเหลวดว้ยไดนามกิเชิงตำแหน่ง 

วิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งสามารถใช้ในการจำลองของเหลวได้ด้วยการสร้างข้อจำกัดระหว่างกลุ่มของอนุภาคให้มี

ความหนาแน่นประมาณเป็นค่าคงตัว [21] โดยใช้ข้อจำกัด 

𝑐𝑖(𝑥1, … , 𝑥n) =
ρi

ρ0
− 1 

โดย ρ0 คือความหนาแน่นเป้าหมายและ ρi คือความหนาแน่นในปัจจุบันซึ่งคำนวณโดย 
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ρi = ∑mjw(𝑥i − 𝑥j, h)

𝑗

 

โดยที่ w คือฟังก์ชันแก่น (Kernel) ชนิด Poly6 [22] ซึ่งมีสูตรการคำนวณดังนี้  

w(𝑟, h) =
315

64𝜋h9
{
(h2 − |𝑟|2)3 ถ้า 0 ≤ |𝑟| ≤ h

0 นอกจากนั้นแล้ว
 

โดย h คือระยะที่อนุภาคสามารถออกแรงต่อกันได้ซึ่งจะสามารถหาเกรเดียนต์ (Gradient) ของข้อจำกัดได้เป็น 

∇𝑥k
ci = {

∑∇w(𝑥i − 𝑥j, h)

j

ถ้า k = i

−∇w(𝑥i − 𝑥j, h) ถ้า k = j

 

ซึ่งสำหรับเกรเดียนต์ ∇w ในทางปฏิบัติแล้วมักจะใช้เกรเดียนต์ของฟังก์ชันแก่นชนิด Spiky เพื่อลดการเกาะกลุ่ม

ของอนุภาค [22] ซึ่งคำนวณได้โดย 

∇w(𝑟, h) = −
45

𝜋h6
(h − |𝑟|)2

𝑟

|𝑟|
 

จากนั้นทำการคำนวณ  

λ𝑖 = −
ci(𝑥1, … , 𝑥n)

∑ |∇𝑥k
ci|

2
k + ε

 

ซึ่ง ε เป็นค่าคงที่ทีท่ำให้เลีย่งการหารด้วยคา่ใกล้เคียง 0 

และเพื่อลดการเกาะกลุ่มของอนภุาคเมื่อตอนที่อนภุาคมีจำนวนอนุภาคข้างเคียงน้อย จะสามารถ

เพ่ิมแรงผลักระหว่างอนุภาคได้โดยคำนวณ 

scorr = −k(
w(𝑝𝑖 − 𝑝𝑗 ,h)

w(∆𝑞,h)
)

n

 

โดยที่ ∆𝑞 คือเวกเตอร์อะไรกไ็ด้ทีข่นาดน้อยกว่า h และ k, n เป็นค่าคงที่ โดยงานวิจัย [21] ใช้ 

0.1h≤|∆𝑞|≤0.3h, k=0.1, n=4  

 

จากนั้นก็จะสามารถคำนวณการปรับตำแหน่งไดด้้วย 

∆𝑥i =
1

𝜌0
∑(λi + λj + scorr)

j

∇w(𝑥i − 𝑥j,h) 



57 

 

หลังจากที่คำนวณ ∆𝑥i ของทุกๆอนุภาคแล้วจะสามารถทำการปรับปรุงตำแหน่งด้วย 

𝑥i+= ∆𝑥i 

บทสรุป 

บทนี้กล่าวถึงการจำลองทางฟิสิกส์ด้วยวิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งซึ่งใช้ตำแหนง่ในการเก็บสถานะของวัตถุและทำการ

ปรับแก้ข้อจำกัดต่างๆ ด้วยการแก้ไขตำแหน่งโดยตรง ส่วนความเร็วนั้นจะถูกนิยามโดยเป็นผลต่างของตำแหน่ง  

ซึ่งข้อดีคือจะไม่มกีารเล่ือน (Drift) ของข้อจำกัดต่างๆ และสามารถจำลองวัตถุได้หลากหลายชนิดเช่น วัตถุอ่อนนุ่ม 

ของเหลว ด้วยการกำหนดข้อจำกัดที่เหมาะสมจะสังเกตได้ว่าวิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งนั้นมีการใช้การคำนวณ และ

การประมาณต่างๆที่ไม่ถูกตามหลักฟิสิกส์นัก เช่นการปรับแก้ 𝑥 ในทิศ (∇c(𝑥))Tจะไม่ทำให้โมเมนตัมและ

โมเมนตัมเชิงมุมเปล่ียนเฉพาะเมื่อการปรับมีขนาดเข้าใกล้ 0 เท่านั้นซึ่งไม่จริงในทางปฏิบัติรวมถึงข้อจำกัดต่างๆที่

ใช้ และวิธีในการแก้ข้อจำกัดก็ไม่ได้มีที่มาจากกลศาสตร์ของแข็ง (Solid Mechanics) และ กลศาสตร์ของเหลว 

(Fluid Mechanics) แต่ว่าในทางปฏิบัติแล้ววิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งนั้นให้ผลการจำลองที่ดูแล้วคล้ายของจริง 

(Physically Plausible) และ เสถียร (Stable) แม้ในกรณีที ่∆t มีค่ามากรวมถึงยังทำงานได้รวดเร็ว จึงเป็นท่ี

นิยมใช้อย่างแพร่หลายทั้งในเกม และภาพยนตร์ 
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บทที่ 5: การจำลองทางฟิสิกส์ด้วยตาราง 

เนื้อหาทั้งหมดในหนังสือก่อนหน้านี้นั้นเป็นการจำลองทางฟิสิกส์โดยใช้อนุภาค หรือส่ิงที่คล้ายอนุภาคซึ่งเก็บ

ตำแหน่ง ความเร็ว และ คุณสมบัติทางฟิสิกส์อื่นๆ ที่เคล่ือนที่ไปด้วยกันกับอนุภาค หรือส่ิงที่คล้ายอนุภาค ซึ่งเรียก

รวมๆว่าเป็นการคำนวณแบบลากรางเจียน (Lagrangian) แต่อีกแนวทางหนึ่งที่สามารถใช้ในการจำลองทางฟิสิกส์

ได้ คือการการคำนวณหาการเปลี่ยนแปลงของคุณสมบัติทางฟิสิกส์ ณ ตำแหน่งคงที่โดยไม่เคล่ือนที่ไปกับอนุภาค 

ซึ่งเรียกรวมๆว่าเป็นการคำนวณแบบออยเลอเรียน (Eulerian)  

 

ความแตกต่างของการคำนวณแบบลากรางเจียน และ แบบออยเลอเรียนนั้นสามารถเปรียบได้เช่นเดียวกับการวัด

อุณหภูมิของผิวน้ำของแม่น้ำทั้งสาย การวัดแบบลากรางเจียนนั้นเปรียบได้กับการนำเทอร์โมมิเตอร์ติดกับกระทง

จำนวนมากแล้วปล่อยกระทงให้ลอยไปตามแม่น้ำแล้วรายงานอุณหภูมิ ณ ตำแหน่งที่กระทงแต่ละอันอยู่ซึ่ง

เปลี่ยนไปเร่ือยๆ ส่วนการวัดแบบออยเลอเรียนนั้นเปรียบได้กับการเอาเทอร์โมมิเตอร์ติดกับทุ่นลอยที่มีสมอถ่วงให้

อยู่กับที่แล้วคอยรายงานอุณหภูมิ ณ ตำแหน่งที่ทุ่นอยู่ซึ่งคงที่ 

พื้นฐานของการจำลองดว้ยตาราง 

การคำนวณแบบออยเลอเรียนที่ใช้อย่างแพร่หลายที่สุดในการจำลองแอนิเมชันเชิงฟิสิกส์คือการใช้ตาราง (Grid) 

โดยเป็นการแบ่งปริมาตร หรือ พื้นที่ที่ต้องการคำนวณออกเป็นช่องๆ ซึ่งการจำลองด้วยตารางแบบพื้นฐานนั้นจะ

ให้ทุกช่อง (Cell) มีขนาดเท่ากัน โดยคุณสมบัติทางฟิสิกส์ที่จะจำลองนั้นจัดเก็บอยู่ที่กลางช่อง (Cell Center) หรือ

ตรงขอบ (Edge) หรือตรงมุม (Node) หรือถ้าเป็นตารางสามมิติก็อาจจะเก็บตรงหน้าได้ (Face) 

 

การจำลองแอนิเมชันเชิงฟิสิกส์ที่มักใช้ตารางในการคำนวณก็คือการจำลองของไหล (Fluid) เนื่องจากการคำนวณ

ทำได้ไม่ยุ่งยากและได้ผลลัพธ์ที่ดี โดยก่อนที่จะทำการจำลองของไหลได้นั้น จะต้องทำความรู้จักกับสมการที่

เกี่ยวข้องกับของไหลก่อน 
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สมการของของไหล 

สมการที่ใช้อธิบายของไหลที่ใช้อย่างแพร่หลายคือสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยนาเวียร์-สโตกส์ของของไหลที่มีความหนืด

คงที่ และไม่สามารถบีบอัดได้ (Incompressible Navier-Stokes, Constant Viscosity Equations) ซึ่งกล่าวถึง

อัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็วของของไหล ณ แต่ละตำแหน่งดังนี้ 

𝜕𝑢

𝜕t
+ 𝑢 ∙ ∇𝑢 +

1

ρ
∇ = 𝑎ext + μ∇ ∙ ∇𝑢 

∇ ∙ 𝑢 = 0 

โดย 𝑢 คือความเร็วของของไหล ณ แต่ละตำแหน่งหน่วยเป็น m/s,  ρ คือความหนาแน่นหน่วยเป็น 

kg/m3,    คือความดันหน่วยเป็น N/m2 , 𝑎ext คือความเร่งจากแรงภายนอกหน่วยเป็น m/s2, μ คือ

ความหนืด (Kinematic Viscosity) หน่วยเป็น Nm−1s−1 และ 

𝑢 ∙ ∇𝑢 =

[
 
 
 
 
 ux

∂ux

∂x
+ uy

∂ux

∂z
+ uz

∂ux

∂z

ux

∂uy

∂x
+ uy

∂uy

∂z
+ uz

∂uy

∂z

ux

∂uz

∂x
+ uy

∂uz

∂z
+ uz

∂uz

∂z ]
 
 
 
 
 

,        

 

∇ ∙ ∇𝑢 =

[
 
 
 
 
 
 
∂2ux

∂x2
+

∂2ux

∂y2
+

∂2ux

∂z2

∂2uy

∂x2
+

∂2uy

∂y2
+

∂2uy

∂z2

∂2uz

∂x2
+

∂2uz

∂y2
+

∂2uz

∂z2 ]
 
 
 
 
 
 

,   ∇p =

[
 
 
 
 
 
 
∂p

∂x
∂p

∂y
∂p

∂z]
 
 
 
 
 
 

   

∇ ∙ 𝑢 =
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂z
 

เงื่อนไข ∇ ∙ 𝑢 = 0 นั้นคือไดเวอร์เจนท์ (Divergence) ของ 𝑢 จะต้องเป็น 0 ซึ่งคือเงื่อนไขที่บอกว่าปริมาตร

ของของไหลจะต้องไม่เปลี่ยนนั่นเอง เนื่องมาจากทฤษฎีบทไดเวอร์เจนท์ (Divergence Theorem) ซึ่งกล่าวว่า 
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∭∇ ∙ 𝑢 dV

𝑉

= ∯ 𝑢

𝑆

∙ 𝑛 dS 

โดยที่ V คือปริมาตร S คือผิวของปริมาตร 𝑛 คือเวกเตอร์ฉากของผิว ซึ่ง 𝑢 ∙ 𝑛 นั้นคือความเร็วในการไหลออก

ของของไหลต่อหน่วยพื้นที่ ∯ 𝑢
𝑆

∙ 𝑛 dS นั้นคือปริมาตรของของไหลที่ไหลออกจากปริมาตร V นั่นเองซึ่ง

ถ้า ∭ ∇ ∙ 𝑢 dV
𝑉

= ∭ 0 dV = 0
𝑉

 แล้วนั่นก็คือว่าสำหรับปริมาตรใดๆ ของไหลท่ีไหลเข้ามา

เท่าไหร่ก็จะต้องไหลออกไปเท่านั้นเสมอ ก็คือแปลว่าปริมาตรของของไหลนั้นไม่เปล่ียนนั่นเอง 
 

สมการของของไหลนั้นดูมีความซับซ้อนมาก แต่จริงๆแล้วมีวิธีที่จะใช้ในการจำลองของไหลแบบเบื้องต้นได้ไม่ยาก

นัก ในทางปฏิบัติแล้วการจำลองแอนิเมชันเชิงฟิสิกส์นั้น มักก่อให้เกิดความหนืดเทียม (Artificial Viscosity) มาก

อยู่แล้วจึงมักจะกำหนดให้ μ เป็น 0 ซึ่งจะทำให้สมการเหลือเพียง 
 

𝜕𝑢

𝜕t
+ 𝑢 ∙ ∇𝑢 +

1

ρ
∇ = 𝑎ext 

∇ ∙ 𝑢 = 0 

 

ซึ่งเรียกว่าสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยออยเลอร์ที่ไม่สามารถบีบอัดได้ (Incompressible Euler Equations)  

การจำลองน้ำด้วยสมการคลื่น 

วิธีพื้นฐานท่ีใช้ในการจำลองผิวน้ำในสระว่ายน้ำก็คือการจำลองน้ำด้วยสนามความสูง (Height Field) [23] ซึ่งมี

การตั้งสมมุติฐาน (Assumption) หลายอย่างเพ่ือลดรูปสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยออยเลอร์ที่ไม่สามารถบีบอัดได้ 

ดังนี้ 

1. ผิวน้ำจะต้องเป็นสนามความสูงเท่านั้น นั่นคือสำหรับแต่ละพิกัด (x, z) แล้ว ผิวน้ำจะมีความสูง

ในแกน y ได้เพียงค่าเดียว ซึ่งจะทำให้สามารถจำลองคล่ืนบนผิวน้ำที่ไม่ม้วนทับตัวเองแ ละไม่มี

ละอองหรือมวลของน้ำที่ลอยแยกออกมาจากผิว 

2. ไม่สนใจความเร็วของน้ำทางแกน y การเคล่ือนที่ของมวลน้ำทางแกน y มาจากแรงดันที่เกิดจาก

แรงภายนอกที่มีเพียงแรงโน้มถ่วงเท่านั้น  
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3. ความเร็วของน้ำทางแกน x และ z ไม่เปล่ียนตามความลึกของน้ำ 

จากสมมุติฐานทั้ง 3 ข้อจะสามารถสรุปได้ว่าความดันนั้นแปลตามความลึกของน้ำ และสามารถลดรูปสมการออย

เลอร์ที่ไม่สามารถบีบอัดได้ให้เป็นสมการของน้ำตื้น (Shallow Water Equation) [24] หน้า 170-173 เหลือเป็น 

𝜕d

𝜕t
+ 𝑢 ∙ ∇d = −d(∇ ∙ 𝑢) 

𝜕𝑢

𝜕t
+ 𝑢 ∙ ∇𝑢 = −g∇h 

ซึ่ง 𝑢 = [
ux

uz
] , d คือความลึกของน้ำ, H คือความสูงของพื้นใต้น้ำ, h = d + H, g คือขนาดของ

ความเร่งที่เกิดจากแรงโน้มถ่วง (~9.81 m/s2) สมการนี้สามารถใช้ในการจำลองน้ำได้หลากหลาย [25] 

[26] 

 

นอกจากนี้ยังสามารถลดรูปอีกได้ด้วยการตั้งข้อสมมุติเพิ่มเติมอีก กล่าวคือ 

1. สมมุติว่า d เปลี่ยนแปลงช้า นั่นคือ ∇d ≈ 0 

2. สมมุติว่า 𝑢 ∙ ∇𝑢 ≈ 0 ซึ่งคือไม่สนใจการที่ความเร็วนำพาความเร็วให้ไหลไปตามความเร็ว 

(Self Advection)  

จากสองข้อนี้จะทำให้สามารถลดรูปสมการของน้ำตื้นให้เหลือเป็น 

𝜕d

𝜕t
= −d(∇ ∙ 𝑢) 

𝜕𝑢

𝜕t
= −g∇h 

ซึ่งสามารถกำจัด 𝑢 ทิ้งได้จนเหลือเพียง 

𝜕2h

𝜕t2
= gd∇ ∙ ∇h 

และเนื่องจาก d เปลี่ยนแปลงช้าจงึสมมุติได้ว่า gd เป็นค่าคงที่ c = √gd ซึ่งจะสามารถเขียนสมการได้เป็น 

𝜕2h

𝜕t2
= c2∇ ∙ ∇h 

 

และเรียกสมการนี้เรียกว่าสมการคล่ืน (Wave Equation) โดยความเร็วของคล่ืนจะเป็นค่าคงที่เท่ากับ c m/s2  
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โดยที่ 

∇ ∙ ∇h =
𝜕2h

𝜕x2
+

𝜕2h

𝜕z2
 

 

จะสามารถจำลองสมการคล่ืนได้โดยการทำให้เป็นดิสครีต (Discretization) ซึ่งคือเก็บค่าของฟังก์ชัน (ในที่นี้คือ 

h) ณ จุดต่างๆ ด้วยตารางสองมิติในระนาบ x-z แล้วประมาณค่าของอนุพันธ์ต่างๆ ด้วยวิธีผลต่างจำกัด (Finite 

Difference Method) ซึ่งก็คอืการนำค่าของ h ในช่องที่ติดกันมาลบกันแล้วหารด้วยขนาดช่อง เพื่อประมาณค่า

ของอนุพันธ์นั่นเอง โดยจะใช้ตารางที่เก็บ h และ r =
𝜕h

𝜕t
 ดงัภาพประกอบ 22 

 

 
 

 

โดยให้แต่ละช่องของตารางกว้างและสูง ∆x และเก็บความสูงที่ตรงกลางช่องด้วย hi,k และอนุพันธ์เชิงเวลาของ

ความสูงด้วย  ri,k โดยที่ 0 ≤ i ≤ N − 1, 0 ≤ j ≤ N − 1 โดยที่ N คือจำนวนช่องทางแกน x 

และ z  

และจะสามารถแปลงสมการคล่ืนเป็นดิสครีตได้ดังนี้ 

∂h
i+

1
2
,k

∂x
≈

hi+1,k − hi,k

∆x
 

∂h
i,k+

1
2

∂z
≈

hi,k+1 − hi,k

∆x
 

∂2hi,k

∂x2
≈

∂h
i+

1
2
,k

∂z
−

∂h
i−

1
2
,k

∂z
∆x

 

h h i+1,k h i-1,k 

h i,k+1 

h 
i,k-1 

ภาพประกอบ 22: การเก็บค่าความสูงของน้ำในตารางเพื่อการจำลองสมการคล่ืน 

i,k 
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∂2hi,k

∂z2
≈

∂h
i,k+

1
2

∂z
−

∂h
i,k−

1
2

∂z
∆x

 

 

∂ri,k

∂t
≈ c2(

∂2hi,k

∂x2
+

∂2hi,k

∂z2
) 

∂hi,k

∂t
≈

∂ri,k

∂t
 

ซึ่งถ้าทำการปฏิยานุพันธ์ไปตามเวลาด้วยวิธีการออยเลอร์แบบกึ่งนัย และแทนค่าของประมาณการของอนุพันธ์

ต่างๆ แล้วก็จะสามารถปรับค่าของ ri,k และ hi,k ได้โดย 

ri,k+=
∆t c

∆x2
(hi+1,k + hi,k+1 + hi,k+1 + hi,k+1 − 4hi,k) 

hi,k+= ∆t ri,k 

 

จะสังเกตได้ว่าในการคำนวณของช่องใกล้ๆ ขอบจะมีการใช้ค่าที่อาจจะอยู่นอกตารางซึ่งถ้าต้องการให้คล่ืนสะท้อน

กับขอบก็สามารถทำได้โดยใช้ค่าในตารางที่ตำแหน่งใกล้เคียงที่สุดแทนเช่น ใช้ค่าของ hN−1,k แทนค่าของ

 hN,k เป็นต้นซึ่งเรียกขอบแบบนี้ว่าขอบปิด (Close Boundary) และถ้าอยากให้คล่ืนสามารถเคล่ือนที่ จากขวา

สุด ↔ ซ้ายสุด และจากบนสุด ↔ ล่างสุด จะสามารถทำได้โดยใช้ค่าของอีกฟากของตารางมาแทน เช่นใช้

 h0,k แทนค่าของ hN,k เป็นต้นซึ่งสามารถเรียกขอบแบบนี้ว่าขอบช้ำเป็นช่วงๆ (Periodic Boundary) 

 

ส่วนการแสดงผลนั้นจะสามารถนำ hi,k มาใช้ในการกำหนดความสูงของเมชสามมิติเพื่อนำไปวาดได้ 

 

การจำลองควัน 

ควันเป็นของไหลประเภทหนึ่งที่มีความน่าสนใจและเป็นส่วนประกอบที่พบได้มากในสเปเช่ียลเอฟเฟค โดยใน

เนื้อหาต่อไปนี้จะอธิบายวิธีการจำลองควันในสองมิติ ซึ่งจะสามารถปรับให้เป็นสามมิติทีหลังได้อย่างตรงไปตรงมา 

โดยการจำลองควันจะใช้ตาราง 2 มิติในระนาบ xy เพื่อเก็บคุณสมบัติทางฟิสิกส์ดังภาพประกอบ 23 
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pi,j คือความดัน, u
i+

1

2
,j
 คือความเร็วทางแกน x, v

i,j+
1

2

 คือความเร็วทางแกน y โดยตารางจะเป็นแบบส่าย 

(Staggered Grid) เพื่อให้การประมาณการอนุพันธ์นั้นให้ผลที่แม่นยำขึ้นคล้ายกับการประมาณค่าอนุพันธ์ของ

สมการคล่ืน แต่ต่างกันตรงที่จะต้องปรับค่าของความเร็วในทุกๆ ขั้นตอนเวลาด้วย จึงต้องเก็บข้อมูลไว้ในตาราง 

โดยจะถือว่าแต่ละช่องมีความกว้าง/ความสูง ∆𝑥 ซึ่ง pi,j เก็บ p ที่ตำแหน่ง (i∆x, j∆x), u
i+

1

2
,j
 เก็บ u 

ที่ตำแหน่ง ((i +
1

2
)∆x, j∆x) เป็นต้น 

  

โดยหลักการของการจำลองควันนั้นทำด้วยการหาความเร็ว ณ ตำแหน่งต่างๆ ในแต่ละขั้นตอนเวลา จากนั้นจะ

สามารถนำความเร็วนี้ไปขยับอนุภาค แล้วนำอนุภาคมาแสดงผลเป็นกลุ่มควัน หรือสามารถเพิ่มความเข้มของควัน

เข้าไปเป็นคุณสมบัติหนึ่งที่จะต้องถูกปรับในแต่ละขั้นตอนเวลาด้วย แล้วนำความเข้มของควันนี้มาแสดงผล โดยใน

ขั้นต้นนี้จะนำเสนอวิธีในการปรับความเร็วในแต่ละขั้นตอนเวลาเป็นหลัก ซึ่งจะใช้วิธีของไหลเสถียร (Stable 

Fluid) [27] 

 

 

x 

y 

p
i,j-1

 

p
i-1,j

 p
i+1,j

 p
i,j

 

p
i,j+1

 

v
i,j-1/2

 

v
i,j+1/2

 

u
i+1/2,j

 u
i-1/2,j

 

ภาพประกอบ 23: ตาราง 2 มิติเก็บคุณสมบัติทางฟิสิกส์สำหรับจำลองควัน 
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สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยออยเลอร์ที่ไม่สามารถบีบอัดได้  

𝜕𝑢

𝜕t
+ 𝑢 ∙ ∇𝑢 +

1

𝜌
∇ = 𝑎ext 

∇ ∙ 𝑢 = 0 

มีความซับซ้อนและไม่เป็นสมการเชิงเส้น (Non-Linear) ซึ่งถ้าแก้ด้วยการทำให้เป็นดิสครีต แล้วประมาณค่าของ

อนุพันธ์ต่างๆ ด้วยวิธีผลต่างจำกัดเช่นเดียวกับที่ทำกับสมการคล่ืนวิธีการที่ได้จะต้องใช้ ∆t ขนาดเล็กมากเพื่อ

ความเสถียรจนไม่สามารถใช้งานได้ในทางปฏิบัติ โดยพจนห์ลักที่ก่อให้เกิดปัญหาคือพจน์ 𝑢 ∙ ∇𝑢 งานวิจัย [27] 

จึงนำเสนอวิธีท่ีจะแก้สมการอนุพันธ์ของของไหลด้วยการแบ่งโอเปอเรเตอร์ (Operator Splitting) ด้วยขั้นตอน

ดังนี้ 

1. เร่ิมจาก 𝑢 แก้พจน์ 𝑢 ∙ ∇𝑢 ด้วยวิธีกึ่งลากรางเจียน (Semi-Lagrangian Method) ให้ได้ความเร็ว

ชั่วคราว 𝑢∗ 

2. เร่ิมจาก 𝑢∗แก้พจน์ 𝑎ext ด้วยการปรับความเร็วด้วยความเร่งจากภายนอกให้ได้ 𝑢∗∗ 

3. เร่ิมจาก 𝑢∗∗ แก้พจน์ 
1

ρ
∇  ด้วยการโปรเจคความดัน (Pressure Projection) ให้ได้ความเร็ว 𝑢 ที่ไม่

มีไดเวอร์เจนท์ (Divergence Free) ของลำดับเวลาถัดไป 

 

โดยรายละเอียดของแต่ละขั้นตอนเป็นดังนี้  

ในขั้นที่หนึ่งพจน์ที่จะแก้คือ 𝑢 ∙ ∇𝑢 ซึ่งคือการที่ความเร็วนำพาความเร็วให้ไหลไปตามความเร็ว วิธีที่งานวิจัย 

[27] นำเสนอให้ใช้ในการแก้พจน์นี้คือการใช้วิธีกึ่งลากรางเจียน โดยมีหลักการว่าความเร็ว ณ ตำแหน่ง 𝑥 ณ 

ขั้นตอนเวลาในลำดับถัดไปนั้น คือความเร็ว ณ ตำแหน่ง 𝑥′ ณ ขั้นตอนเวลาปัจจุบัน โดยที่ 𝑥′ คือตำแหน่งที่

สมมุติว่ามีอนุภาคที่อยู่ที่นั่นในเวลาปัจจุบัน แล้วให้อนุภาคไหลไปตามความเร็ว โดยอนุภาคจะไปอยู่ที่ตำแหน่ง 𝑥 

ในขั้นตอนเวลาในลำดับถัดไปดังแสดงในภาพประกอบ 24 
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ภาพประกอบ 24: วิธีกึ่งลากรางเจียนโดยค่า u ท่ี 𝑥 ในขั้นตอนเวลาถัดไปจะได้มาจากการประมาณค่าในช่วง ณ 

ตำแหน่ง 𝑥′ จาก ค่า u ในขั้นตอนเวลาปัจจุบันที่เก็บอยู่ที่ ตำแหน่งที่โดยวงไว้ 

ซึ่งวิธีที่สามารถใช้หาตำแหน่ง 𝑥′ นั้นทำได้โดยการปฏิยานุพันธ์เร่ิมต้นจากตำแหน่ง 𝑥 โดยใช้ผลติดลบของ

ความเร็วปัจจุบันด้วยวิธีการออยเลอร์แบบไปข้างหน้า หรือ กฎของจุดกลางพอได้ 𝑥′ แล้วก็ทำการประมาณค่า

ในช่วง (Interpolate) โดยใชค้่าที่เก็บอยู่ ณ ต าแหน่งสี่ต  าแหน่งที่อยู่รอบ 𝑥′มาท า Bilinear Interpolation ซึ่ง

มีรหสัเทียมดงันี ้

 

BilinearInterpolation_u(x, y): 

ir =
x

∆x
−

1

2
 

jr =
y

∆x
 

i = ⌊ir⌋ 

j = ⌊jr⌋ 

fx = ir − i 

fy = jr − j 

return (1 − fy)((1 − fx)ui+
1

2
,j
+ (fx)ui+1+

1

2
,j
) + fy((1 − fx)ui+

1

2
,j+1

+ (fx)ui+1+
1

2
,j+1

) 
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BilinearInterpolation_v(x, y): 

ir =
x

∆x
 

jr =
y

∆x
−

1

2
 

i = ⌊ir⌋ 

j = ⌊jr⌋ 

fx = ir − i 

fy = jr − j 

return (1 − fy)((1 − fx)vi,j+
1

2
+ (fx)vi+1,j+

1

2
) + fy((1 − fx)vi,j+1+

1

2
+ (fx)vi+1,j+1+

1

2
) 

รหัสเทียมของขั้นตอนของวิธีกึ่งลากรางเจียน(แบบที่ใช้วิธีการออยเลอร์แบบไปข้างหน้าในการหา 𝑥′ สามารถ

เขียนได้ดังนี้ 

SemiLagrangian_u: 

 for all 𝑖, 𝑗: 
  vx = u

i+
1

2
,j
 

                        vy =
1

4
(v

i,j−1+
1

2

+ v
i,j+

1

2

+ v
i+1,j−1+

1

2

+ v
i+1,j+

1

2

) 

  𝑥′ = [
(i +

1

2
) ∆x − vx∆t

j∆x − vy∆t
] 

  u∗
i+

1

2
,j
= BilinearInterpolation_u(x′x, x′y): 

 

SemiLagrangian_v: 

 for all i, j: 

  vx =
1

4
(u

i−1+
1

2
,j
+ u

i+
1

2
,j
+ u

i−1+
1

2
,j+1

+ v
i+

1

2
,j+1

) 

                        vy = v
i,j+

1

2

 

  𝑥′ = [
i∆x − vx∆t

(j +
1

2
)∆x − vy∆t

] 

  v∗
i,j+

1

2

= BilinearInterpolation_v(x′x, x′y): 
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ในขั้นที่สองจะนำความเร่งจากแรงภายนอกมาปรับความเร็วซึ่งสามารถใช้วิธีการออยเลอร์แบบไปข้างหน้าได้ดังนี้ 

u∗∗
i+

1
2
,j
= u∗

i+
1
2
,j
+ ∆t ax

ext
i+

1
2
,j
 

v∗∗
i,j+

1
2

= v∗
i,j+

1
2
+ ∆t ay

ext
i,j+

1
2

 

 

ในขั้นที่สามจะทำการโปรเจคความดันโดยจะต้องหา   ที่เมื่อนำมาปรับสนามความเร็วแล้วสนามความเร็วจะมีได

เวอร์เจนท์เป็น 0 หรือทางคณิตศาสตร์คือ 

∇ ∙ (u∗∗ −
∆t

ρ
∇ ) = 0 

∆t

ρ
∇2p = ∇ ∙ u∗∗ 

∇2p =
ρ

∆t
∇ ∙ u∗∗ 

 

ซึ่งสามารถทำการแปลงเป็นดิสครีตด้วยวิธีผลต่างจำกัดได้ดังนี้ 

(pi+1,j + pi−1,j + pi,j+1 + pi,j−1 − 4pi,j)

∆x2
=

ρ

∆t

(u∗∗
i+

1
2
,j
− u∗∗

i−1+
1
2
,j
+ v∗∗

i,j+
1
2
− v∗∗

i,j−1+
1
2
)

∆x
 

 

(pi+1,j + pi−1,j + pi,j+1 + pi,j−1 − 4pi,j) =
ρ∆x

∆t
(u∗∗

i+
1
2
,j
− u∗∗

i−1+
1
2
,j
+ v∗∗

i,j+
1
2
− v∗∗

i,j−1+
1
2
) 

 

4pi,j − pi+1,j − pi−1,j − pi,j+1 − pi,j−1 = bi,j 

 

โดยที่ bi,j = −
ρ∆x

∆t
(u∗∗

i+
1

2
,j
− u∗∗

i−1+
1

2
,j
+ v∗∗

i,j+
1

2

− v∗∗
i,j−1+

1

2

)  และสามารถเขียน

เป็นระบบสมการเชิงเส้นของ pi,j ได้ซึ่งถ้าทำการแก้แล้วก็จะสามารถนำมาใช้ในการหา u ในขั้นตอนเวลาถัดไป

ได้ดังนี ้

u
𝑖+

1
2
,𝑗

= u∗∗
𝑖+

1
2
,𝑗

−
∆t

𝜌∆𝑥
(p𝑖+1,𝑗 − p𝑖,𝑗) 

v
𝑖,𝑗+

1
2

= v∗∗
𝑖,𝑗+

1
2
−

∆t

𝜌∆𝑥
(p𝑖,𝑗+1 − p𝑖,𝑗) 
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เป็นอันเสร็จสิ้นขั้นตอนในการจำลองของไหล 

ระบบสมการเชิงเส้นเชิงเส้นของ pi,j นั้นมีรายละเอียดปลีกย่อยในการจัดการกับขอบคือเมื่อต้องอ้างอิงถึง (i, j) 

ที่อยู่นอกตารางนั้นโดยมากจะสามารถทำได้สองแบบ แบบแรกคือถ้าขอบนั้นเป็นส่ิงกีดขวาง (Closed Boundary) 

ก็จะใช้ความดันของช่องที่อยู่ในตารางที่ใกล้ที่สุดมาแทนที่เช่นใช้ pN−1,j แทน pN,j แบบที่สองคือถ้าขอบนั้นเป็น

ที่เปิด (Open Boundary) จะใช้ค่า 0 แทนเช่นใช้ 0 แทน pN,j 

 

วิธีในการแก้ระบบสมการเชิงเส้นของ pi,j นั้นมีหลากหลายวิธี วิธีที่ได้รับความนิยมและมีประสิทธิภาพในทาง

ปฏิบัติคือวิธี Pre-Conditioned Conjugated Gradient [24] ซึ่งสามารถแก้ระบบที่มีจำนวนช่องมากๆ ได้ แต่วิธี

ที่เขียนโปรแกรมได้ง่ายมากและทำงานได้ดีพอสมควรในกรณีของการจำลองควันคือวิธี Jacobi Iteration ซึ่งมี

ขั้นตอนดังนี้ 

Loop K times: 

 for all i, j: p′i,j =
bi,j+pi+1,j+pi−1,j+pi,j+1+pi,j−1

4
 

 for all i, j: pi,j = p′i,j 

ซึ่งคือการเดาค่าของ p𝐢,𝐣 จากค่าของช่องรอบๆ แล้ววนไป K รอบเพ่ือหวังว่า p𝐢,𝐣 จะเข้าใกล้ค่าที่ถูกต้องมากขึ้น

เร่ือยๆ ซึ่งในกรณีของระบบสมการเชิงเส้นของความดันนี้ ถ้า K → ∞ ก็จะได้คำตอบที่ถูกต้อง แต่ในทางปฏิบัติ

สำหรับการจำลองควันอาจใช้เพียง K ประมาณ 40 - 100 รอบก็มักได้ผลลัพธ์ที่ยอมรับได้ 

บทสรุป 

บทนี้กล่าวถึงการจำลองทางฟิสิกส์ด้วยตาราง ซึ่งมักใช้กับของไหลโดยเร่ิมจากสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยนาเวียร์-

สโตกส์ของของไหลที่มีความหนืดคงที่ และไม่สามารถบีบอัดได้ แล้วใช้การทำให้เป็นดิสครีตและเก็บสถานะของ

ระบบไว้ด้วยตาราง จากนั้นจึงทำการแก้พจนต์่างๆ ของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ด้วยการใช้วิธีผลต่างจำกัดเพื่อ

ประมาณค่าของอนุพันธ์ หรือวิธีอื่นเช่นวิธีกึ่งลากรางเจียน โดยแสดงการจำลองน้ำด้วยสมการคล่ืนซึ่งลดรูปจาก

สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยนาเวียร์-สโตกส์ จากนั้นจึงกล่าวถึงการจำลองควัน ซึ่งจะต้องใช้การแก้สมการเชิงเส้นในการ

หาความดัน การจำลองโดยใช้ตารางนั้นเหมาะใช้กับการจำลองในพื้นที่ที่มีขอบเขตตายตัว ในแง่การเขียน

โปรแกรมนั้นการเก็บข้อมูลในตารางมีรูปแบบคงที่จึงทำใหก้ารอ่านเขียนหน่วยความจำสามารถทำได้อย่างมี

ประสิทธิภาพ  



70 

 

บทที่ 6: การจำลองทางฟิสิกส์แบบผสมตารางและอนุภาค 

บทที่แล้วกล่าวถึงวิธีการจำลองของไหลด้วยตาราง ซึ่งสำหรับการจำลองน้ำนั้นจะพิจารณาเฉพาะน้ำที่เป็นสนาม

ความสูงเท่านั้นซึ่งไม่สามารถจำลองน้ำที่กระเซ็นขึ้นมาหรือม้วนตัวได้ ในบทนี้จะกล่าวถึงวิธีการจำลองน้ำโดยการ

นำข้อดีของตารางและอนุภาคมาใช้เพื่อให้ได้ผลลัพธ์ที่ดีขึ้น  

วิธ ีFluid-Implicit Particle (FLIP) 

วิธีการจำลองน้ำแบบผสมตารางและอนุภาคที่ได้รับความนิยม และมีความสมจริงเป็นอย่างมากคือวิธี FLIP 

(Fluid-Implicit-Particle) [28] ซึ่งถูกนำมาใช้ในการจำลองน้ำและทรายในคอมพิวเตอร์กราฟฟิกในงานวิจัย [29] 

หลักการสำคัญของวิธี FLIP คือการใช้ตารางในการโปรเจคความดัน ซึ่งได้ผลดีมากในการทำให้สนามความเร็วไม่มี

ไดเวอร์เจนท์ และใช้อนุภาคในการเก็บความเร็วแทนตารางเพ่ือแก้พจน์ 𝑢 ∙ 𝛻𝑢 แทนวิธีกึ่งลากรางเจียนเพื่อลด

ความหนืดเทียมและก็ใช้อนุภาคเป็นตัวบอกว่าในบริเวณไหนมีน้ำอยู่บ้าง เพื่อนำไปใช้สร้างระบบสมการเชิงเส้น

ของความดัน และใช้ในการแสดงผลด้วยดังตัวอย่างที่แสดงใน ภาพประกอบ 25  

 
ภาพประกอบ 25: ตัวอย่างการจำลองน้ำด้วยวิธี FLIP เครดิต Copyright (c) 2016 Ryan L. Guy 

https://github.com/rlguy/GridFluidSim3D 

วิธี FLIP นั้นจะใช้อนุภาคเป็นหลักในการเก็บสถานะของระบบ โดยแต่ละอนุภาคจะเก็บตำแหน่งและความเร็ว

เอาไว้ และจะใช้ตารางแบบส่ายชั่วคราวในแต่ละขั้นตอนเวลา เพื่อช่วยในการโปรเจคความดัน โดยจะต้องใช้ 

ความดัน (pi,j) ความเร็วทางแกน x (u
i+

1

2
,j
) ความเร็วทางแกน y (v

i,j+
1

2

)  
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ขั้นตอนของวิธี FLIP ในการจำลองน้ำเป็นดังนี้ 

1. กำหนดตำแหน่งเร่ิมต้น และความเร็วเริ่มต้นของอนุภาคต่างๆ 

2. สำหรับแต่ละขั้นตอนเวลา 

a) ใช้การประมาณค่าในช่วงเพื่อหา u
i+

1

2
,j
 และ v

i,j+
1

2

 จากความเร็วที่เก็บบนอนุภาค 

b) แก้พจน์ 𝑎ext ด้วยการปรับความเร็วด้วยความเร่งจากภายนอกให้ได้ u∗
i+

1

2
,j
, 

v∗
i,j+

1

2

 

c) แก้พจน์ 
1

ρ
∇  ด้วยการโปรเจคความดัน (Pressure Projection) ให้ได้ความเร็ว

 u∗∗
i+

1

2
,j
, v∗∗

i,j+
1

2

 ที่ไม่มีไดเวอร์เจนท์ (Divergence Free) ของลำดับเวลาถัดไป 

d) สำหรับแต่ละอนุภาค ใช้การประมาณค่าในช่วงเพื่อหาผลต่างของความเร็วจาก 

 u∗∗
i+

1

2
,j
− u

i+
1

2
,j
  

e) และ v∗∗
i,j+

1

2

 -v
i,j+

1

2

 แล้วนำมาบวกกับความเร็วปัจจุบันของอนุภาค 

f) เคล่ือนที่อนุภาคด้วยการปฏิยานุพันธเ์ชิงเวลา โดยใช้กฎจุดกลางหรือวิธีอ่ืนโดยใช้สนาม

ความเร็ว  u∗∗
i+

1

2
,j
, v∗∗

i,j+
1

2

 

 

โดยรายละเอียดแต่ละขั้นตอนเป็นดังนี้ 

ในขั้นตอนที่ 1 ใช้การสุ่มตำแหน่งของอนุภาคภายในแต่ละช่องที่เป็นของเหลวโดยแบ่งแต่ละช่องเป็นตาราง

ย่อย (Sub Grid) ขนาด 2 × 2 (ใน 2 มิติ) หรือ 2 × 2 × 2 (ใน 3 มิติ) โดยสุ่มตำแหน่งของอนุภาค 1 

อนุภาคภายในแต่ละช่องของตารางย่อย วิธีนี้จะทำให้มีจำนวนอนุภาคไม่น้อยไปและไม่มากไป  

ในขั้นตอน 2a ใช้การประมาณค่าในช่วงเพื่อหาสนามความเร็วจากอนุภาคโดยใช้น้ำหนักจาก Bilinear 

Interpolation ดังนี้ 

Splat_u(x, y, vx): 

ir =
x

∆x
−

1

2
 

jr =
y

∆x
 

i = ⌊ir⌋ 
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j = ⌊jr⌋ 

fx = ir − i 

fy = jr − j 

            uw
i+

1
2
,j
+= (1 − fx)(1 − fy) 

            u
i+

1
2
,j
+= (1 − fx)(1 − fy)vx 

            uw
i+1+

1
2
,j
+= fx(1 − fy) 

            u
i+1+

1
2
,j
+= fx(1 − fy)vx 

            uw
i+

1
2
,j+1

+= (1 − fx)fy 

            u
i+

1
2
,j+1

+= (1 − fx)fyvx 

            uw
i+1+

1
2
,j+1

+= fxfy 

            u
i+1+

1
2
,j+1

+= fxfyvx 

 

Splat_v(x, y, vy): 

ir =
x

∆x
 

jr =
y

∆x
−

1

2
 

i = ⌊ir⌋ 

j = ⌊jr⌋ 

fx = ir − i 

fy = jr − j 

            vw
i,j+

1
2
+= (1 − fx)(1 − fy) 

            v
i,j+

1
2
+= (1 − fx)(1 − fy)vy 

            vw
i+1,j+

1
2
+= fx(1 − fy) 

            v
i+1,j+

1
2
+= fx(1 − fy)vy 
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            vw
i,j+1+

1
2
+= (1 − fx)fy 

            v
i,j+1+

1
2
+= (1 − fx)fyvy 

            vw
i+1,j+1+

1
2
+= fxfy 

            v
i+1,j+1+

1
2
+= fxfyvy 

 

กำหนดค่าทุกๆ u
i+

1

2
,j
, uw

i+
1

2
,j
, v

i,j+
1

2

, vw
i,j+

1

2

 เป็น 0 

สำหรับแต่ละอนุภาค i: 

 Splat_u(xix, xiy, vix) 

 Splat_v(xix, xiy, viy) 

กำหนดค่าทุกๆ u
i+

1

2
,j
/= uw

i+
1

2
,j
 และ v

i,j+
1

2

/= vw
i,j+

1

2

 

 

ขั้นตอน 2b นั้นทำเหมือนควันในบทที่แล้วกล่าวคือ 

              u∗
i+

1
2
,j
= u

i+
1
2
,j
+ ∆t ax

ext
i+

1
2
,j
 

              v∗
i,j+

1
2

= v
i,j+

1
2
+ ∆t ay

ext
i,j+

1
2
 

 

ขั้นตอน 2c จะถือว่าช่องที่มีอนุภาคอย่างน้อย 1 อนุภาคเป็นบริเวณน้ำ และจะต้องคำนวณหาความดันโดยจะต้อง

ทำการขยาย (Extrapolate) สนามความเร็วเข้าไปในบริเวณที่เป็นอากาศ 1 ช่องด้วยเนื่องจากจะต้องใช้ในการ

คำนวณได้เวอร์เจนส์ ซึ่งทำได้โดยดูแต่ละ u∗
i+

1

2
,j
และ v∗

i,j+
1

2

 ท่ีเป็นอากาศว่ามีความเร็วที่ติดกันอันไหนบ้างที่

เป็นบริเวณน้ำ แล้วนำค่าเฉล่ียมาใช้ 

สำหรับบริเวณที่เป็นของแข็งก็นำความเร็วของของแข็งมาใช้ แล้วก็ทำการโปรเจคความดันเหมือนกับในบทที่แล้ว 

(แต่อาจจะต้องแก้ระบบสมการเชิงเส้นให้มีความแม่นยำสูงโดยการใช้จำนวนรอบของ Jacobi Iteration มากๆ 

หรือวิธี Conjugated Gradient เพื่อให้น้ำไม่สูญเสียปริมาตร) ให้ได้ความเร็ว u∗∗
i+

1

2
,j
และ v∗∗

i,j+
1

2

 จากนั้น

ก็ทำการขยายความเร็วเข้าไปในบริเวณอากาศ 4-5 ช่องด้วยวิธีที่อธิบายไปก่อนหน้านี้ 4-5 รอบโดยแต่ละรอบหา
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ค่า u∗∗
i+

1

2
,j
และ v∗∗

i,j+
1

2

  ของช่องที่เป็นอากาศโดยเฉลี่ยจากเฉพาะช่องที่เป็นน้ำ หรือช่องที่เป็นอากาศที่หา

ความเร็วได้จากรอบที่แล้ว 

 

ขั้นตอน 2d นั้นก็ใช้ Bilinear Interpolation ในการหา  u∗∗
i+

1

2
,j
− u

i+
1

2
,j
 และ v∗∗

i,j+
1

2

 − v
i,j+

1

2

  

ณ แต่ละตำแหน่งของอนุภาคแล้วนำมาบวกเข้าไปที่ vi 

 

ขั้นตอน 2e ก็คือการเคล่ือนที่อนุภาคด้วยการปฏิยานุพันธ์เชิงเวลาโดยใช้กฎจุดกลาง หรือวิธีอื่นโดยการหา

ความเร็วที่ต้องใช้ด้วยการทำ Bilinear Interpolation จากสนามความเร็ว  u∗∗
i+

1

2
,j
, v∗∗

i,j+
1

2

 เป็นอันจบ

การทำงานในขั้นตอนเวลานี้ 

บทสรุป 

บทนี้กล่าวถึงการจำลองฟิสิกส์ด้วยตารางผสมอนุภาคซึ่งนำข้อดีของตารางซึ่งคิอการที่ทำให้ของเหลวไม่บีบอัดได้ดี 

และข้อดีของอนุภาคซึ่งคือการที่สามารถหดความหนืดเทียมของการนำพาความเร็วให้ไหลไปตามความเร็วและการ

ที่สามารถกำหนดบริเวณที่มีของเหลวอยู่ได้อย่างแม่นยำ มาประสานกันเพื่อจำลองของเหลวให้ได้ผลที่สมจริงอย่าง

มีประสิทธิภาพ โดยผู้ที่สนใจสามารถนำวิธีปรับแก้สมการความดันให้นำตำแหนง่ของผิวของของเหลว [30] และ

รูปร่างของของแข็ง [31] มาใช้ในกำหนดสมการเพื่อให้ได้ผลที่มีความสมจริงขึ้นโดยที่ไม่ต้องใช้เวลาในการคำนวณ

มากขึ้นเท่าไรนัก 
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บทที่ 7: การจำลองตัวละครด้วยฟิสิกส์ 

การสร้างแอนิเมช่ันของตัวละครนั้น มีความสำคัญอย่างยิ่งทั้งในภาพยนตร์และเกม เนื่องจากตัวละครเป็นตัว

เดินเร่ืองและสามารถส่ือสารกับผู้ชมได้เป็นอย่างดี ซึ่งการสร้างแอนิเมชั่นของตัวละครที่มีคุณภาพสูงนั้นมักมีความ

ซับซ้อนมาก ด้วยเพราะมนุษย์นั้นเห็นการเคล่ือนไหวต่างๆของคนและสัตว์ในชีวิตประจำวันบ่อยๆ จึงทำให้การ

เคล่ือนไหวที่ดูไม่เป็นธรรมชาตินั้นจะสะดุดตาผู้ชมได้ง่าย โดยมากแล้วการสร้างแอนิเมชั่นของตัวละครจะทำโดย

นักสร้างภาพเคล่ือนไหว (Animator) โดยอาจจะใช้การวาดลงกระดาษเป็น 2 มิติ หรือใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์

เพื่อสร้างตัวละครและกำหนดท่าทางต่างๆ เป็น 2 มิติหรือ 3 มิติก็ได้โดยในปัจจุบันการสร้างตัวละครเป็น 3 มิตินั้น

เป็นที่นิยมเนื่องจากขนาด สัดส่วน และท่าทางต่างๆ จะสามารถอ้างอิงจากโลกความจริงได้ง่าย สามารถเปลี่ยน

มุมมองได้ สามารถที่จะปรับแก้ไขได้ง่าย และยังสามารถแสดงผลให้ดูเหมือนวาดเป็น 2 มิติได้อีกด้วย ดังนั้น

หนังสือเล่มนี้จึงจะกล่าวถึงพื้นฐานของการสร้างแอนิเมชั่นของตัวละคร 3 มิติเท่านั้น โดยเร่ิมจากเนื้อหาที่เกี่ยวข้อง

กับแอนิเมช่ันของตัวละครแบบไม่ใช้ฟิสิกส์ จากนั้นจะเป็นพื้นฐานของโมชั่นแคบเจอร์ จากนั้นจึงเป็นการจำลองตัว

ละครด้วยฟิสิกส์ต่อไป 

แอนิเมชั่นของตัวละครแบบพื้นฐานโดยไม่ใช้ฟสิิกส ์

ในการสร้างตัวละครแบบไม่ใช้ฟิสิกส์นั้น โดยทั่วไปแล้วศิลปินจะสามารถใช้ซอฟต์แวร์ต่างๆ เช่น Autodesk 3D 

Studio Max, Autodesk Maya หรือ Blender หรือภายในสตูดิโอช้ันนำเช่น Pixar, Dreamworks ก็จะมี

ซอฟต์แวร์เฉพาะเป็นของตัวเอง แต่ในเบื้องต้น หลักการในการสร้างแอนิเมช่ันของตัวละครนั้นมีความคล้ายคลึงกัน 

โดยตัวละครมักจะถูกเก็บด้วยเมชโพลีกอน (Polygon Mesh) หรือตัวแทนของรูปทรงสามมิติอื่นๆ (3D 

Geometry Representation) เช่น Subdivision Surface, NURBS Surface (Non-Uniform Rational B-

Spline Surface) และมักมีพ้ืนผิว (Texture) ที่ถูกนำมาใช้ในการแสดงผล โดยเมชโพลีกอน หรือตัวแทนของ

รูปทรงสามมิติอื่นๆ นั้นจะมีข้อมูลตำแหน่งอยู่ เช่นในกรณีของเมชโพลีกอนนั้นจะเป็นตำแหน่งของ จุดยอด 

(Vertex) และตำแหน่งของจดุยอดนั้นจะถูกควบคุมด้วยกระดูก (Bone) ซึ่งกระดูกแต่ละท่อนจะเก็บตำแหน่งและ

การวางแนวดังแสดงในภาพประกอบ 26  
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ภาพประกอบ 26: การ Skinning ซึ่งคือการที่ตำแหน่งของจุดยอดของเมชโพลีกอนของตัวละครถูกคำนวณจาก

ตำแหน่งและการวางแนวของกระดูก ดัดแปลงจาก [32] โมเดลคนจาก Turbosquid 

ซึ่งการคำนวณตำแหน่งของจุดยอดจากกระดูกนั้นเรียกว่าการสกินนิ่ง (Skinning) ซึ่งมักจะทำดัวยวิธี Linear 

Blend Skinning (LBS) โดยถา้ ณ เวลา t กระดูก i มีตำแหน่ง 𝑝i(t) และการวางแนว 𝑅i(t)แล้ว และจุดยอด 

j  มีพิกัดในเนื้อที่ร่างกายของกระดูก i  เป็น 𝑞ij  และกระดูก i  มีความสำคัญกับจุดยอด j  เป็นค่า wij  (ศิลปิน

จะต้องระบุค่าของ wij ด้วยการระบาย หรือไม่ก็ใช้การคำนวณทางคณิตศาสตร์ เช่นตามระยะห่างระหว่างกระดูก

กับจุดยอด) โดยที่ ∑ wiji = 1 แล้วจะสามารถคำนวณตำแหน่งของจุดยอด j ได้โดย 

∑wij

i

(𝑝i(t) + 𝑅i(t)𝑞ij) 

ในความเป็นจริงแล้ว การสกินนิ่งนั้นสามารถใช้วิธีซับซ้อนกว่านี้ได้เช่น Dual Quaternion [33] ซึ่งอาจได้ผลที่มี

ความต่อเนื่องมากขึ้น แต่ว่าการสกินนิ่งด้วย Linear Blend Skinning นั้นก็ยังคงถูกใช้อย่างแพร่หลาย  
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การสร้างภาพเคลื่อนไหวของตัวละครในเบื้องต้นนั้นก็คือการระบุค่าของ 𝑝i(t) และ 𝑅i(t) ณ เวลาต่างๆ 

นั่นเอง ซึ่งในทางปฏิบัติแล้วศิลปินจะใช้โปรแกรม 3 มิติเพ่ือระบุค่าของ  𝑝i(t) และ 𝑅i(t) ผ่านทางส่วนต่อ

ประสานกับผู้ใช้ (User Interface) และมักจะระบุเพียงค่าที่ ณ จุดเวลาที่สำคัญๆเท่านั้นซึ่งเรียกว่า คีย์เฟรม (Key 

Frame) สมมุติว่าจุดเวลาท่ีศิลปินกำหนดค่าคือ t0 < t1 < ⋯ < t𝑚−1 แล้วค่าของ 𝑝i(t) และ 

𝑅i(t) ณ เวลา t0 < t < t𝑚−1 ใดๆจะหาได้จากการประมาณค่าในช่วงจากค่าของ 𝑝i(tk) และ 

𝑅i(tk) ด้วยวิธีการประมาณค่าต่างๆ เช่น การประมาณค่าในช่วงเชิงเส้น (Linear Interpolation) สำหรับ  𝑝i 

และการประมาณค่าในช่วงเชิงเส้นทรงกลม (Spherical Linear Interpolation, SLERP) สำหรับ  𝑅i ดงันี ้

ส าหรบัค่า tk < t < tk+1นัน้คือ 

  𝑝i(t) ≈ (1 − f) 𝑝i(tk) + f𝑝i(tk+1) 

   𝑞i(t) ≈
sin((1−f)𝜔)

sin(𝜔)
 𝑞i(tk) +

sin(f𝜔)

sin(𝜔)
 𝑞i(tk+1) 

เมื่อ f =
t − t𝐤

t𝐤+𝟏−t𝐤
 และ 𝑞i(tk) คือควอเตอรเ์นียนของ 𝑅i(tk) และ ω = acos(𝑞i(tk) ⋅

𝑞i(tk+1)) 

โดยถ้า 𝑞i(tk) ⋅ 𝑞i(tk+1) < 0 จะต้องปรับ 𝑞i(tk+1) ← −𝑞i(tk+1) ก่อน หลังจากนั้นก็

คำนวณค่า 𝑅i(t) ซึ่งเป็นเมทริกซ์หมุนของ 𝑞i(t) จากนั้นก็สามารถใช้การสกินนิ่ง เพื่อคำนวณหาตำแหน่งของ

จุดยอดต่างๆ ของเมชโพลีกอน ณ เวลา t ได้และนำไปแสดงผล ซึ่งขั้นตอนการประมาณค่าในช่วงนี้จะทำหน้าที่

เดียวกับการวาดภาพระหว่างคีย์เฟรม (Inbetweening) ซึ่งเป็นงานที่ต้องทำซ้ำ และมีปริมาณมากของ

ภาพเคล่ือนไหวที่สร้างโดยไม่ใช้คอมพิวเตอร์ 

 

การกำหนดค่าของ 𝑝i(t) และ 𝑅i(t) ณ เวลาต่างๆ เพื่อสร้างภาพเคล่ือนไหวนั้นอาจจะไม่จำเป็นตอ้งอาศัย

ศิลปินเสมอไป แต่สามารถที่จะให้คนแสดงแล้วทำการถ่ายทำเพื่อนำมาใช้ในคอมพิวเตอร์ได้ ซึ่งเรียกว่า โมชั่นแคบ

เจอร์ (Motion Capture) 
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พื้นฐานของโมชั่นแคบเจอร์ 

โมชัน่แคบเจอร์คือกระบวนการในการบันทึกการเคล่ือนไหวของคน สัตว ์หรือส่ิงของเพ่ือนำเข้ามาในคอมพิวเตอร์ 

ซึ่งโดยมากแล้วจะใช้เพื่อการนำการเคล่ือนไหวของนักแสดงมาใช้กับตัวละครในคอมพิวเตอร์ โดยมีวิธีที่ใชใ้นการ

บันทึกหลากหลายแบบ กล่าวคือ 

โมชั่นแคบเจอร์แบบแม่เหล็ก (Magnetic Motion Capture) 

ใช้เซ็นเซอร์สนามแม่เหล็ก (Magnetic Sensor) ในการวัดความเข้มสัมพัทธ์ของสนามแม่เหล็กที่ตั้งฉากกันในสาม

แกน ซึ่งจะทำให้ได้ข้อมูลทั้งตำแหน่ง และการวางแนวของแต่ละกระดูกที่แม่นยำใน ณ แต่ละจุดเวลา โดยนักแสดง

จะสวมชุดที่มีเซ็นเซอร์อยู่ใกล้ข้อต่อต่างๆ โดยข้อดีของโมชั่นแคบเจอร์แบบแม่เหล็กคือ สามารถบันทึกข้อมูลได้ใน

เวลาจริง ไม่จำเป็นต้องใช้ที่มาก ได้ข้อมูลทั้งตำแหน่งและการวางแนว และราคาไม่สูงมาก ข้อเสียคือ มีน้ำหนักมาก 

มีสายระโยงระยาง และอาจถูกรบกวนจากโลหะได้ (เช่นคานเหล็ก หรือ เสา) จึงอาจต้องใช้งานบนเวทีท่ีไม่มีโลหะ

เป็นส่วนประกอบ 

โมชั่นแคบเจอร์แบบกล (Mechanics Motion Capture) 

ในการใช้โมช่ันแคบเจอร์แบบกลนั้น นักแสดงจะสวมอุปกรณ์ที่เป็นเหมือนโครงกระดูกที่มีข้อต่ออยู่ให้แนบกับหลัง 

และแขนขา โดยแต่ละข้อต่อจะวัดการหมุนสัมพัทธ์ โดยก่อนใช้งานจะต้องทำการปรับเทียบ (Calibrate) ก่อน

เพื่อให้ได้ค่าเฉพาะตัวของนักแสดงแต่ละคน ข้อดีของโมชั่นแคบเจอร์แบบกล คือจะไม่มีการรบกวนจากแสง หรือ

สนามแม่เหล็ก และไม่จำเป็นต้องอยู่ในบริเวณจำกัด แต่ข้อเสียคือข้อมูลที่ได้เป็นเพียงมุมของแต่ละข้อต่อเท่านั้น 

และไม่มีตำแหน่งสัมบูรณ์ (Absolute Position) การเคล่ือนไหวของนักแสดงอาจไม่เป็นธรรมชาติ และข้อมูลที่ได้

อาจมีข้อผิดพลาดสะสม (Accumulated Error) เมื่อใช้อุปกรณ์เป็นเวลานานจึงอาจต้องทำการปรับเทียบบ่อย 

โมชั่นแคบเจอร์แบบแสง (Optical Motion Capture) 

โมชั่นแคบเจอร์แบบแสงนั้นเป็นวิธีที่ใช้แพร่หลายที่สุดโดยหลักการคือจะติดมาร์คเกอร์ (Marker) ซึ่งมีลักษณะเป็น

ทรงกลมซึ่งอาจมีแสงในตัวเองหรือไม่ก็ได้ท่ีตำแหน่งต่างๆ บนตัวนักแสดง (โดยมากมักจะติดบนชุดบอดี้สูท) และ

ใช้กล้องสองตัวหรือมากกว่าในการถ่ายการเคล่ือนไหวของนักแสดง ซึ่งจะสามารถคำนวณตำแหน่งใน 3 มิติของ

มาร์คเกอร์ได้จากตำแหน่ง 2 มิติของมาร์คเกอร์ในวีดีทัศน์ที่ถ่ายจากกล้องต่างๆ ได้ โดยข้อดีของโมชั่นแคบเจอร์
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แบบแสงก็คือ ชุดบอดี้สูทและมาร์คเกอร์นั้นมีน้ำหนักเบาไม่เทอะทะ นักแสดงสามารถแสดงได้เต็มที่ในพื้นที่กว้าง

และข้อมูลมีความถูกต้องสูง ส่วนข้อเสียก็คือ ราคาที่ค่อนข้างแพง ในบางมุมกล้องมาร์คเกอร์อาจโดนบังโดย

นักแสดงหรือส่ิงของต่างได้ และอาจถูกรบกวนจากแสงภายนอกได้ 

 

โดยข้อมูลที่ได้จากโมชั่นแคบเจอร์ในรูปแบบต่างๆ จะถูกนำมาคำนวณหา 𝑝i(t) และ 𝑅i(t) ณ เวลาต่างๆ 

แล้วนำไปใช้สกินนิ่งเพื่อให้ได้ตำแหน่งจุดยอดเพ่ือนำไปแสดงผลต่อไป 

 

ในเกมคอมพิวเตอร์นั้นไม่ว่าจะเป็น ภาพเคล่ือนไหวที่กำหนดโดยศิลปินก็ดี หรือการใช้โมชั่นแคปเจอร์ก็ดี ก็จะมี

จำนวนจำกัดและอาจไม่สามารถครอบคลุมทุกการใช้งานได้ ซึ่งวิธีที่ใช้แก้ปัญหานี้อย่างแพร่หลายคือการทำโมชั่น

แมชช่ิง (Motion Matching) ซึ่งก็คือการเลือกว่าจะทำการเปล่ียนผ่าน (Transition) จากภาพเคล่ือนไหวปัจจุบัน 

ณ เฟรมใดไปยังภาพเคล่ือนไหวใด ณ ที่เฟรมไหน ถึงจะมคีวามต่อเนื่องเหมาะสม ซึ่งจะพิจารณาด้วยคะแนนความ

เข้ากันได้ (Matching Score) โดยจะต้องนำ ตำแหน่ง การวางแนว ความเร็ว และความเร็วเชิงมุมของกระดูก

ต่างๆ มาใช้ในการพิจารณา จากนั้นจึงทำการประมาณค่าในช่วงเพ่ือผสาน (Blend) ส่วนของภาพเคลื่อนไหวสอง

อันนี้เข้าด้วยกัน ตัวอย่างของงานวิจัยที่กล่าวถึงเร่ืองนี้คือ Motion Graphs [34] ซึ่งทำการแบ่งภาพเคล่ือนไหว

เป็นช่วงสั้นๆ แล้วทำการคำนวณหาว่าภาพเคล่ือนไหวส่วนไหนเหมาะสมที่จะเปล่ียนผ่านไปเป็นภาพเคล่ือนไหว

ไหนบ้าง ณ ช่วงเวลาไหนบ้าง ซึ่งสามารถที่จะสร้างภาพเคล่ือนไหวที่มีความยาวมากๆ ได้ 

 

อย่างไรก็ดีการสร้างภาพเคล่ือนไหวด้วยโมชั่นแคบเจอร์ หรือที่ศิลปินสร้างก็มขี้อจำกัดว่าการเคล่ือนไหวของตัว

ละครจะไม่สามารถตอบสนองกับส่ิงแวดล้อมได้ เช่นถ้ามีหินตกใส่ตัวละครก็จะทะลุตัวละครไป หรือตัวละครเดิน

ออกจากระเบียงก็จะลอยบนอากาศ หรือตัวละครเดินชนหินก็จะทะลุไม่สะดุด นอกเสียจากได้มีการสร้าง

ภาพเคล่ือนไหวที่เหมาะสมเอาไว้ล่วงหน้าเท่านั้น ซึ่งกล่าวรวมๆ คือตัวละครจะไม่เคล่ือนที่ตามกฎฟิสิกส์นั่นเอง ใน

ปัจจุบันจงึได้มีการนำการจำลองทางฟิสิกส์มาใช้ในการคำนวณการเคล่ือนไหวของตัวละครด้วย เพื่อเพิ่มความ

สมจริง 



80 

 

พื้นฐานของการจำลองตวัละครดว้ยฟสิิกส ์

การใช้ฟิสิกส์ในการจำลองตัวละครที่พบบ่อยที่สุดนั้นคือ การจำลองตุ๊กตาผ้า (Ragdoll Simulation) ซึ่งคือการใช้

วัตถุแกร่งแทนอวัยวะต่างๆ เช่น แขน ขา หัว ลำตัว แล้วใช้ข้อต่อเชื่อมอวัยวะส่วนต่างๆ เข้าด้วยกันดังใน

ภาพประกอบ 27 จากนั้นจึงจำลองด้วยการจำลองวัตถุแกร่งแบบมีข้อต่อให้หล่นลงมาชนกับส่ิงกีดขวางต่างๆ ซึ่ง

การจำลองตุ๊กตาผ้านั้นมักใช้ในการสร้างการเคล่ือนไหวของตัวละครขณะตกบันได หรือถูกแรงกระแทกมากๆ เช่น 

รถชน เป็นต้น 

 
ภาพประกอบ 27 ตัวอย่างการจำลองตุ๊กตาผ้า (Ragdoll Simulation) เครดิต: http://www.animats.com/ 

การเคล่ือนที่ขณะตกจากที่สูง ขณะล้มลง หรือขณะกระเด็นนั้นเกิดขึ้นในเวลาอันรวดเร็วจนเกือบจะไม่มีเวลาใน

การใชเ้จตจำนงในการเคล่ือนไหว ซึ่งการทีป่ระมาณว่าเป็นการเคล่ือนที่ตามกฎฟิสิกส์ของวัตถุแกร่งที่เชื่อมด้วยข้อ

ต่อนั้น เป็นการประมาณการท่ีได้ผลค่อนข้างจะสมจริง  

 

ส่วนการจำลองตัวละครด้วยฟิสิกส์ที่ตัวละครเคล่ือนไหวตามเจตจำนงเช่น เดิน วิ่ง คลานที่สามารถตอบสนองกับ

ส่ิงแวดล้อมภายนอกโดยใช้ฟิสิกส์นั้นมีความซับซ้อนค่อนข้างมาก และยังเป็นหัวข้อที่ยังคงมีผู้วิจัยอยู่ในปัจจุบัน

เนื่องจากเกี่ยวข้องกับการใช้ปัญญาประดิษฐ์ค่อนข้างมาก ในบทนี้จึงจะกล่าวถึงการควบคุมการเคล่ือนที่ของตัว

ละครอย่างง่ายเท่านั้น 

 

http://www.animats.com/


81 

 

สมมุติว่าตัวละครของแทนด้วยวัตถุแกร่งที่เชื่อมกันด้วยข้อต่อ การที่ตัวละครจะเคล่ือนไหวตามกฎของฟิสิกส์นั้น 

โมเมนตัมและโมเมนตัมเชิงมุมที่เกิดจากแรงภายในของตัวละครจะต้องเป็นศูนย์เสมอ เนื่องจากแรงที่เกิดจาก

ภายในระบบไม่สามารถทำให้เกิดงานได้ ดังนั้นแรงบิดที่กระทำกับวัตถุแกร่งสองอันที่เชื่อมด้วยข้อต่อใดๆ จะต้อง

หักล้างกันพอดี ดังนั้นที่ตัวละครจะเคล่ือนที่ได้นั้นจะต้องเกิดจากการถ่ายเปลี่ยนโมเมนตัมกับวัตถุภายนอกเสมอ 

ตัวอย่างเช่นตอนมนุษย์เดินไปข้างหน้า เท้าก็ไปผลักพื้นให้ไปข้างหลังผ่านแรงเสียดทาน แต่เนื่องจากมวลของโลก

เยอะกว่ามนุษย์มากผู้สังเกตภายนอกจึงเพียงเห็นว่ามนุษย์เคล่ือนไปข้างหน้าเท่านั้น และอีกข้อสังเกตคือมนุษย์จะ

เดินบนพื้นมีสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานต่ำมากๆ เช่นพื้นน้ำแข็ง ได้ด้วยความยากลำบาก เนื่องจากการถ่ายเปล่ียน

โมเมนตัมผ่านแรงเสียดทานทำได้ไม่สะดวกนั่นเอง  

 

โดยทั่วไปแล้วการควบคุมตัวละครในเชิงฟิสิกส์นั้นจะใช้ตัวควบคุมอนุพันธ์ตามสัดส่วน (Proportional Derivative 

(PD) Controller) ซึ่งจะสร้างแรงบิดที่มีขนาดเท่ากันแต่กลับทิศกับวัตถุแกร่งที่เชื่อมด้วยข้อต่อแบบบานพับเท่ากับ 

τ = kp(θd − θ) − kdθ̇ 

ซึ่งเปรียบเสมือนมีสปริง และแดมเปอร์เชิงมุมอยู่ที่ข้อต่อนั้น โดย θ คือมุมสัมพัทธ์ของวัตถุแกร่งที่เชื่อมด้วยข้อต่อ, 

θ̇ คือความเร็วเชิงมุมสัมพัทธ์, θd คือมุมสัมพัทธ์ที่สปริงพยายามจะดึงให้เป็น, kp คือค่าคงที่ความแข็งของ

สปริง และ kd คือค่าคงที่ความหนืดของแดมเปอร์ โดยการกำหนดค่าของ θd นั้นจะทำคล้ายๆ กับการกำหนด

คีย์เฟรมเพื่อให้ตัวละครอยู่ในท่าทางที่เหมาะสมนั่นเอง และอาจมีเวลาที่กำหนดหรือเงื่อนไขที่จะเปลี่ยน θd 

ตัวอย่างเช่นในภาพประกอบ 28 จากงานวิจัย [35] นั้นจะเปล่ียน θd ตามก้าวของการเดินเช่น จากจังหวะที่เท้า

ซ้ายแตะพื้นจะเร่ิมก้าวไป 0.3 วินาที แล้วเปลี่ยนท่า และเมื่อเท้าขวาแตะพื้นจึงเปลี่ยนท่าอีกเป็นต้น  



82 

 

 
ภาพประกอบ 28:การควบคุมตัวละครด้วยวิธ ีSIMBICON ดัดแปลงจาก [35] 

ซึ่งในงานวิจยั [35] จะจัดการกับข้อต่อที่เชื่อมระหว่างเอวกับขาที่เท้าเหยียบพื้น (Stance Hip) และข้อต่อที่เชื่อม

ระหว่างเอวกับขาที่แกว่ง (Swing Hip) เป็นพิเศษ โดยจะคำนวณแรงบิดที่เกิดขึ้นโดยใช้มุมที่นิยามในพิกัดโลก 

เพื่อให้ทรงตัวได้ไม่ล้ม โดยแรงบิดที่เอว τTorsoและแรงบิดของขาที่แกว่ง τB จะคำนวณดังในภาพประกอบ 29 

 
 

ภาพประกอบ 29: การคำนวณแรงบิดของข้อต่อระหว่างขากับเอว (a) และการคำนวณมุมเป้าหมายของขาที่แกว่ง

โดยใช้ผลกระทบ (Feedback) จากระยะทางระหว่างข้อเท้าที่วางไปยังจุดศูนย์กลางมวลดัดแปลงจาก [35]  
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โดยคำนวณ θd ของขาที่แกว่งด้วยวิธีพิเศษดังนี้ 

θd = θd0 + cdd + cvv 

โดยที่ θd0 คือมุมเป้าหมายเร่ิมต้น d คือระหว่างข้อเท้าที่วางไปยังจุดศูนย์กลางมวล v คือความเร็วของจุด

ศูนย์กลางมวลทางทิศที่เคล่ือนที่ไป cd และ cv เป็นค่าคงที่ จากนั้น แรงบิดของขาที่เท้าเหยียบพื้น, τA, จะ

คำนวณโดย τA = −τTorso − τB 

บทสรุป 

บทนี้กล่าวถึงการสร้างแอนิเมชั่นของตัวละครโดยเร่ิมจากการสร้างแอนิเมชั่นของตัวละครแบบพื้นฐานโดยไม่ใช้

ฟิสิกส์ ด้วยการกำหนดคีย์เฟรมซึ่งเป็นวิธีที่ใช้อย่างแพร่หลาย จากนั้นจึงกล่าวถึงพื้นฐานของโมชั่นแคบเจอร์ซึ่งเป็น

การนำการแสดงของนักแสดงเข้าไปใช้ในแอนิเมช่ัน และ พื้นฐานของการจำลองตัวละครด้วยฟิสิกส์โดยใช้การ

จำลองวัตถุแกร่งแบบมีข้อต่อ ซึ่งทำให้สามารถสร้างการเคล่ือนที่ของตัวละครท่ีตอบสนองกับวัตถุอื่นที่มาชนได้  
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บทที่ 8: คอมพิวเตอรแ์อนิเมชันเชิงฟิสิกส์ขั้นสูง 

บทนี้จะกล่าวถึงงานวิจัยที่เกี่ยวกับแอนิเมชันเชิงฟิสิกส์ที่เกี่ยวข้องกับเนื้อหาในบทก่อนๆ เพื่อให้ผู้ที่มีความสนใจ

เป็นพิเศษในหัวข้อต่างๆ สามารถใช้เป็นจุดเร่ิมต้นในการศึกษาเพ่ิมเติมได้ 

ระบบอนุภาคขั้นสูง 

ในการสร้างแอนิเมชันของระบบอนุภาคนั้นการที่จะได้ผลลัพธ์ที่สมจริงจะต้องใช้อนุภาคเป็นจำนวนมาก ซึ่งใน

ปัจจุบันมักใช้ Compute Shader หรือ CUDA ในการคำนวณบน GPU ซึ่งประเด็นต่างๆ เช่นการเรียงลำดับ

อนุภาคจากหลังมาหน้า เพื่อให้การแสดงผลดีมีความโปร่งแสงถูกต้อง การชนกับวัตถุในฉาก การวาดอย่างมี

ประสิทธิภาพ [36] ส่วนการเขียนโปรแกรมสำหรับระบบอนุภาคด้วย CUDA ให้มีประสิทธิภาพนั้นมีรายละเอียด

ระบุใน บทความ [37] 

การจำลองวัตถุแกร่งขั้นสูง 

งานวิจัยที่สำคัญเกี่ยวกับการจำลองวัตถุแกร่งจนถึงปี 2012 นั้นมีการรวบรวมใน [38] ซึ่งมีการกล่าวถึงแนว

ทางการประยุกต์ใช้การจำลองวัตถุแกร่งในด้านต่างๆ โมเดลของแรงเสียดทาน การสร้างและแก้ระบบสมการ และ

ข้อจำกัดแบบต่างๆ การตรวจสอบการชน และการแก้ไขการชน รวมถึงกระบวนการในการเปรียบเทียบคุณภาพ

ของอัลกอริทึมต่างๆ ท่ีใช้ในการจำลองวัตถุแกร่ง ในส่วนของผู้เขียนเองได้มีส่วนร่วมในงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการ

จำลองวัตถุแกร่งขั้นสูงดังนี้  
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งานวิจัย Real time dynamic fracture with volumetric approximate convex decompositions [39] 

แบ่งวัตถุแกร่งเป็นทรงหลายเหลี่ยมแบบป่องหลายๆ อันที่เชื่อมกัน โดยสามารถจำลองการแตกหักของวัตถุได้โดย

ทำลายการเชื่อมต่อเหล่านั้นดังในภาพประกอบ 30  

  
ภาพประกอบ 30: การแตกหักของวัตถุแกร่ง เครดิต: [39] 

งานวิจัย Simulating Visual Geometry [40] นำเสนอการใช้ไดนามิกเชิงตำแหน่งในการจำลองวัตถุแกร่ง โดยแต่

ละวัตถุแกร่งจะแทนด้วยตำแหน่งและการวางแนว และรูปร่างของวัตถุจะเป็นรูปหลายเหลี่ยมแบบป่องเท่านั้นเพ่ือ

ความรวดเร็วในการคำนวณ โดยงานวิจัยนีน้ำเสนอวิธีในการสร้างวัตถุแกร่งเหล่านี้จากเมชหลายเหลี่ยมใดๆ โดย

สามารถจำลองข้อต่อ การบุบ และการแตกหักของวัตถุได้ด้วยดังตัวอย่างในภาพประกอบ 31 

 
ภาพประกอบ 31 การจำลองเมชหลายเหล่ียมใดๆด้วยการแทนด้วยวัตถุแกร่งหลายชิ้นโดยอัตโนมัติ เครดิต: [40] 
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งานวิจัย Long range constraints for rigid body simulations [41] นำเสนอการใช้ข้อจำกัดระยะไกลในการ

ลดจำนวนรอบที่ต้องใช้ในการแก้ข้อจำกัดไปได้อย่างมาก เพื่อให้ได้ผลที่สมจริงของการจำลองวัตถุแกร่งที่มีการ

เชื่อมต่อระหว่างวัตถุแกร่งที่มวลต่างกันมากๆ หรือมีการเชื่อมต่อหลายๆ ท่อน เช่น รถกระเช้าไฟฟ้าที่ขึ้นลงภูเขา 

หรือสะพานไม้ดังแสดงในภาพประกอบ 32  

 
ภาพประกอบ 32: รถกระเช้าไฟฟา้ที่ขึ้นลงภูเขาและสะพานไม้ จำลองอย่างมีประสิทธิภาพด้วยข้อจำกัดระยะไกล เครดิต: [41] 

งานวิจัย Cable Joints [42] นำเสนอข้อต่อระหว่างวัตถุแกร่งแบบใหม่ ท่ีทำหน้าที่เป็นรอกระหว่างคู่ของวัตถุแกร่ง 

หรือวัตถุแกร่งที่ถูกร้อยเข้าด้วยกันก็ได้ ซึ่งทำให้การจำลองระบบท่ีมีสายเคเบิลสามารถทำได้เร็ว โดยสามารถใช้

จำลองปรากฏการณ์เช่น สายสลิงในเคร่ืองออกกำลังกาย คันธนู รอกต่างๆ รวมถึงเส้นเอ็นที่ใช้ควบคุมมือหุ่นยนต์ 

ได้ดังในภาพประกอบ 33 

 
ภาพประกอบ 33: คันธนู, รอก, มือหุ่นยนต์ที่คุมด้วยเอ็นจำลองด้วยข้อต่อประเภทสายเคเบิล เครดิต: [42] 

 

งานวิจัย Detailed Rigid Body Simulation with Extended Position Based Dynamics [43] นำเสนอการ

จำลองวัตถุแกร่งด้วยการอินทิเกรตเชิงเวลาแบบใหม่ และใช้ทิศทางล่าสุดของเกรเดียนต์ของข้อจำกัดในการ
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คำนวณเสมอในทุกๆ รอบจึงทำให้สามารถจำลองการเคล่ือนที่ของวัตถุแกร่งที่เคล่ือนที่เร็วและชนกับรางโค้งได้

เหมือนจริง ดังในภาพประกอบ 34 

  
ภาพประกอบ 34: ลูกแก้วเคล่ือนบนรางเหล็กโค้ง เครดิต: [43] 

งานวิจัย Non-smooth Newton Methods for Deformable Multi-body Dynamics [44] นำเสนอวิธีการ

จำลองวัตถุแกร่ง และวัตถุที่ยืดหยุ่นได้ที่สามารถชนและสัมผัสกันได้ โดยมีแรงเสียดทานระหว่างกัน โดยสามารถ

ทำการคำนวณได้อย่างมีประสิทธิภาพด้วย GPU และการคำนวณมีความแม่นยำสมจริงตามหลักฟิสิกส์ รวมถึงยัง

สามารถนำมาใช้จำลองหุ่นยนต์เพื่อหาวิธีการบังคับเพื่อให้บรรลุวัตถุประสงค์ที่ต้องการได้ตามตัวอย่างท่ีแสดงใน

ภาพประกอบ 35 

 
ภาพประกอบ 35: แขนและมือหุ่นยนต์จำลองด้วยวิธี Non-Smooth Newton เครดิต: [44] 

 

 

งานวิจัย Primal/Dual Descent Methods for Dynamics [45] ใช้การตั้งปัญหาแบบ Primal ซึ่งตัวแปรที่

จะต้องคำนวณจะเป็นตำแหน่ง ความเร็ว แรง ซึ่งต่างจากวิธี Dual ที่พบบ่อยกว่าที่ตัวแปรที่แก้คือ Lagrange 

Multiplier ของแต่ละข้อจำกัด (เช่นวิธีในบทของการจำลองวัตถุแกร่งในหนังสือเล่มนี้) โดยวิธีที่นำเสนอสามารถ
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จัดการกับกรณีที่มีวัตถุวางทับกันได้มาก และสามารถคำนวณได้อย่างมีประสิทธิภาพบน GPU โดยวิธี Primal นั้น

สามารถคำนวณหาค่าของอนุพันธ์ต่างๆ ได้ง่ายด้วย โดยตัวอย่างของฉากที่จำลองด้วยวิธีที่นำเสนอในงานวิจัยนี้

แสดงอยู่ในภาพประกอบ 36 

 
ภาพประกอบ 36: ชามจำนวนมากช้อนกัน และ กรวดจำนวนมากที่โดนทับดัวยเหล็กทรงกระบอกจำลองด้วยวิธี 

Primal Descent เครดิต: [45] 

การจำลองทางฟิสกิสด์้วยวิธีไดนามกิเชิงตำแหนง่ขั้นสูง 

การจำลองทางฟิสิกส์ด้วยวิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งนั้นได้รับความนิยมในวงกว้างในการจำลองฟิสิกส์ในเกม และแอป

พลิเคชัน อินเทอร์แอกทีฟต่างๆที่ ต้องการแสดงผลด้วยความเร็วสูงเนื่องจากสามารถมั่นใจได้ว่าผลลัพธ์ที่ได้จะ

ยังคงเสถียรอยู่ โดยถูกใช้งานในทั้ง Unity และ Unreal Engine ซึ่งเป็นเกมเอนจินสองอันดับแรก ที่ได้รับความ

นิยมสูงสุด ณ ปี 2019 จากการสำรวจของเว็บไซน์เกี่ยวกับการสร้างเกมชื่อดัง Gamasutra [46] และยังได้มีการใช้

งานในการสร้างวิชวลเอฟเฟคในภาพยนตร์หลากหลายเร่ืองอีกด้วยโดยใช้งานได้ในเฟรมเวิร์ค Vellum ของ

โปรแกรม Houdini จากบริษัท SideFX [47]  

 

งานวิจัยสำคัญๆที่เกี่ยวข้องกับการจำลองทางฟิสิกส์ด้วยวิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งได้ถูกรวบรวมไว้ที่ [19] พร้อมทั้ง

รหัสต้นฉบับของหลากหลายอัลกอริทึมเพื่อให้ผู้สนใจได้ศึกษาเพ่ิมเติมได้ ในส่วนของผู้เขียนได้มีส่วนร่วมในงานวิจัย

ทางด้านการ การจำลองทางฟิสิกส์ด้วยวิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งดังนี้  

 

งานวิจัย Wrinkle Meshes [48] ได้ใช้วิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งในการจำลองผ้าที่ความละเอียดต่ำ จากนั้นใช้วิธีการ

ไดนามิกเชิงตำแหน่งที่ลดรูป และไม่สนใจความเร็วและการชนกับวัตถุอื่นๆ เพื่อคำนวณตำแหน่งของผ้าที่ความ

ละเอียดสูงที่มีรอยพับรอยย่นอย่างรวดเร็วบน GPU โดยตัวอย่างของผลลัพธ์ที่ได้แสดงในภาพประกอบ 37 
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ภาพประกอบ 37: ผ้า, ชุดเส้ือกระโปรง, เส้ือแขนยาว จำลองด้วย Wrinkle Mesh เครดิต: [48] 

งานวิจัย Solid simulation with oriented particles [49] นำเสนอให้เพิ่มการวางแนวในวิธีไดนามิกเชิง

ตำแหน่ง และแทนรูปร่างของอนุภาคด้วยรูปทรงรี ซึ่งทำให้สามารถแทนที่รูปทรงที่ซับซ้อนด้วยอนุภาคจำนวนน้อย

ได้ พร้อมทั้งนำเสนอวิธีในการสร้างอนุภาคและข้อจำกัดจากเมชสามเหลี่ยมใดๆ ให้ได้โดยง่าย โดยสามารถจำลอง

ฉากที่มีความซับซ้อนได้ด้วยความเร็วสูงดังตัวอย่างในภาพประกอบ 38   

 
ภาพประกอบ 38: การจำลองวัตถุยืดหยุ่นได้ด้วยอนุภาคที่มีการวางแนว เครดิต: [49] 

 

 

 

งานวิจัย Adding Physics to Animated Characters with Oriented Particles [50] เป็นการนำอนุภาคที่มี

การวางแนวมาใช้ในการจำลองเส้ือผ้า และกลุ่มของผมให้กับตัวละครที่เคล่ือนไหวอย่างซับซ้อนได้ โดยสามารถ

ประมวลผลได้ด้วยความเร็วสูงดังตัวอย่างในภาพประกอบ 39 
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ภาพประกอบ 39: การใช้อนุภาคที่มีการวางแนวในการจำลองผมและเส้ือผ้าให้กับตัวละคร เครดิต: [50] 

งานวิจัย Fast Simulation of Inextensible Hair and Fur [51] นำเสนอวิธ ี“ตามผู้นำ” ในการจำลองเส้นผมท่ี

สามารถรับประกันว่าเส้นผมจะไม่มีการยืดหรือหด แม้ว่าจะใช้จำนวนรอบในการแก้ข้อจำกัดเพียงคร้ังเดียวก็ตาม 

โดยแลกกับการที่โมเมนตัมของระบบอาจจะลดลงได้มาก แต่เนื่องจากผมมักจะเชื่อมต่อกับตัวละครที่ขยับไปมาอยู่

แล้วจึงทำให้ไมเ่ป็นปัญหามากนักในทางปฏิบัติ โดยตัวอย่างของผลลัพธ์แสดงอยู่ในภาพประกอบ 40 

 
ภาพประกอบ 40: การจำลองผมด้วยวิธี “ตามผู้นำ”ใช้จำลองผมทรงต่างๆ เครดิต: [51] 

งานวิจัย Long Range Attachments - A Method to Simulate Inextensible Clothing in Computer 

Games [52]นำเสนอข้อจำกัดแบบใหม่สำหรับวิธีไดนามิกเชิงตำแหน่ง โดยระบุว่าระยะทางระหว่างอนุภาคใดๆ 

จะต้องไม่มากกว่าระยะทางเร่ิมต้นของอนุภาคนั้นไปยังอนุภาคที่ยึดอยู่กับวัตถุแกร่ง เช่นถ้าเป็นเส้นผมก็คือระยะ

ทางตรงไปยังรากผม ถ้าเป็นผ้าคลุมก็เป็นระยะทางตรงไปยังหมุดยึดผ้า ซึ่งข้อจำกัดนี้ทำให้สามารถจำลองผ้า และ 

ผมที่ไม่ยืดได้ แม้ว่าจะใชจ้ำนวนรอบในการแก้ข้อจำกัดน้อยมากก็ตาม โดยตัวอย่างฉากที่ใช้วิธีนี้แสดงใน

ภาพประกอบ 41 
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ภาพประกอบ 41: ผ้าและชุดเดรสจำลองได้อย่างสมจริงแม้ใช้จำนวนรอบในการแก้ข้อจำกัดน้อยมากด้วยการใช้

ข้อจำกัดระยะไกล เครดิต: [52] 

งานวิจัย Strain Based Dynamics [53] นำเสนอการสร้างข้อจำกัดของวิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งโดยใช้ Strain 

Tensor ซึ่งมีรากฐานจากฟิสิกส์ได้โดยตรง และสามารถกำหนดความยืดหยุ่นและสัมประสิทธิ์ของแรงหน่วงในแต่

ละแกนในสามมิติไดอ้ิสระต่อกัน และไม่ขึ้นกับเมชที่ใช้ในการจำลอง โดยตัวอย่างของการใช้งานแสดงใน

ภาพประกอบ 42 

 

 
ภาพประกอบ 42: ชุดเดรส, ผ้า และรูปทรงโดนัทจำลองด้วย Strain Based Dynamics เครดิต: [53] 

งานวิจัย Unified particle physics for real-time applications [20] นำเสนอข้อจำกัดหลากหลายแบบเพื่อให้

การจำลองทางฟิสิกส์ด้วยวิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งสามารถจำลอง ของแข็ง ของเหลว และแก๊สในระบบเดียวกันได้ 

พร้อมทั้งทำเสนอวิธีการจัดการกับแรงเสียดทาน และอัลกอริทึมที่สามารถคำนวณบน GPU ได้อย่างมี

ประสิทธิภาพดังตัวอย่างในภาพประกอบ 43 

 
ภาพประกอบ 43: การจำลองของแข็ง ของเหลว และ แก๊สในระบบเดียวกัน เครดิต: [20] 
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งานวิจัย Air meshes for robust collision handling [54] นำเสนอวิธีการสร้างเมชของอากาศรอบของแข็งเพื่อ

ใช้ในการจัดการกับการชนได้อย่างมีประสิทธิภาพ และสามารถคืนรูปให้กับวัตถุหลากหลายชิ้นที่ซ้อนกันอยู่ได้

ถูกต้องตามลำดับบนล่างได้แม้ว่าวัตถุทั้งหลายจะโดนบี้จนแบนเป็นแผน่ และสามารถใช้ในการจำลองชุดที่มีหลาย

ชั้นซ้อนกันให้ไม่ทะลุกันได้อย่างมีประสิทธิภาพก็ตามโดยตัวอย่างแสดงในภาพประกอบ 44 

   
ภาพประกอบ 44: วัตถุรูปสัตว์ซ้อนกันหลายๆชั้น และชุดแต่งงานที่มีหลายชั้น จำลองด้วยวิธีการ Air Mesh 

เครดิต: [54] 

งานวิจัย Real-time simulation of large elasto-plastic deformation with shape matching [55] 

นำเสนอการจำลองวัตถุที่เปลี่ยนรูปร่างอย่างถาวร ซึ่งวิธีที่นำเสนอจะทำการเก็บและปรับปรุงค่าส่วนของเมทริกซ์ท่ี

เก็บการเปลี่ยนแปลงรูปร่างในทุกๆ ขั้นตอนเวลา พร้อมทั้งทำการเพิ่มและลบอนุภาค เพื่อให้เหมาะสมกับรูปร่างที่

อาจเปลี่ยนได้อย่างมากระหว่างการจำลอง ตัวอย่างของฉากที่ใช้วิธีนี่จำลองแสดงอยู่ในภาพประกอบ 45 

   
ภาพประกอบ 45: การจำลองวัตถุที่เปลี่ยนแปลงรูปร่างอย่างถาวรได้ เครดิต: [55] 
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งานวิจัย A robust method to extract the rotational part of deformations [11] นำเสนอวิธีการหาเมท

ริกซ์หมุนที่ใกล้เคียงกับเมทริกซ์ 3 × 3 ใดๆ ก็ตาม ซึ่งการคำนวณนี้ใช้ในการจำลองทางฟิสิกส์หลากหลายชนิด

รวมถึงข้อจำกัดบางชนิดของวิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งด้วย ซึ่งวิธีที่ใช้อย่างแพร่หลายอาจจะไม่สามารถหาเมทริกซ์

หมุนที่เหมาะสมได้เสมอไป ซึ่งทำให้ในบางกรณีผลลัพธ์ที่ได้จะไม่ถูกต้อง โดยวิธีที่งานวิจัยนี้นำเสนอสามารถ

คำนวณเมทริกซ์หมุนที่เหมาะสมได้ในทุกกรณี ตัวอย่างของเมทริกซ์หมุน (แทนโดยลูกศรเขียว) ที่คำนวณจากเมท

ริกซ์ขาเข้า (แทนด้วยลูกศรแดง) และตัวอย่างการใช้งานจำลองมังกรที่สุ่มตำแหน่งของจุดยอดเร่ิมต้นแต่ก็ยัง

สามารถคืนรูปจนกลับสภาพเดิมได้แสดงในภาพประกอบ 46  

  
ภาพประกอบ 46: ซ้าย) เมทริกซ์หมุน (แทนโดยลูกศรเขียว) ที่คำนวณจากเมทริกซ์ขาเข้า (แทนด้วยลูกศรแดง) 
ขวา) การจำลองมังกรโดยสุ่มตำแหน่งของจุดยอดเร่ิมต้นแต่ก็ยังสามารถคืนรูปจนกลับสภาพเดิมได ้เครดิต: [11] 

งานวิจัย XPBD: position-based simulation of compliant constrained dynamics [56] นำเสนอวิธีการ

แก้ไขปัญหาสำคัญของวิธีไดนามิกเชิงตำแหน่งที่วา่ผลลัพธ์ที่ได้ขึ้นกับจำนวนรอบในการแก้ข้อจำกัดที่ใช้ โดยยิ่งใช้

รอบมากวัตถุก็จะยิ่งยืดหยุ่นนอ้ยลงเร่ือยๆ โดยงานวิจัยนี้นำเสนอวิธีแก้ปัญหานี้อย่างได้ผลและใช้เวลาในการ

คำนวณเพิ่มข้ึนเพียงเล็กน้อยเท่านั้นโดยผลของ PBD แสดงในแถวบน และ ผลของ XPBD แสดงในแถวล่างของ

ภาพประกอบ 47 

 
ภาพประกอบ 47: บน PBD, ล่าง XPBD ที่ใช้ 20, 40, 80, 160 รอบในการแก้ข้อจำกัด จะเห็นได้ว่า XPBD ได้ผล

ที่ใกล้เคียงกันมาก เครดิต: [56] 
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งานวิจัย Small steps in physics simulation [57] พิจารณา และทดลองเก่ียวกับปัญหาในการจัดสรร

ทรัพยากรในการคำนวณของวิธีไดนามิกเชิงตำแหน่ง ว่าควรจะใช้แบ่งขั้นตอนเวลาเป็นช่วงจำนวนน้อยแต่ใช้

จำนวนคร้ังในการแก้ข้อจำกัดมาก หรือ แบ่งขั้นตอนเวลาเป็นช่วงจำนวนมากแต่ใช้จำนวนคร้ังในการแก้ข้อจำกัด

น้อย ซึ่งใช้เวลาในการคำนวณรวมกันแล้วเท่ากัน ซึ่งงานวิจัยชิ้นนี้ก็พบว่าควรจะแบ่งขั้นตอนเวลาเป็นช่วงจำนวน

มากที่สุด แต่ใช้จำนวนครั้งในการแก้ข้อจำกัดน้อยที่สุด (1 คร้ัง) ซึ่งจะได้ผลดีกว่า ดังแสดงในด้านขวาของแต่ละ

ภาพย่อยในภาพประกอบ 48 

  
ภาพประกอบ 48: ภาพย่อยซ้าย 1 ขั้นตอนเวลาย่อย, 100 คร้ังในการแก้ข้อจำกัด เทียบกับภาพย่อยขวา 100 

ขั้นตอนเวลาย่อย, 1 คร้ังในการแก้ข้อจำกัด ซึ่งอย่างหลังได้ผลดีกว่าอย่างเห็นได้ชัด (ผ้าไม่ยืด, กองซ้อนไม่ทลาย) 
เครดิต: [57] 

การจำลองทางฟิสกิสด์้วยตารางขั้นสูง และ การจำลองทางฟิสิกส์แบบผสมตารางและอนุภาค

ขั้นสูง 

การจำลองฟิสิกส์ด้วยตารางและการจำลองทางฟิสิกส์แบบผสมตารางและอนุภาคนั้นโดยมากจะใช้กับการจำลอง

ของไหล (ก๊าซ และ ของเหลว) มีการใช้งานอย่างกว้างขวางในวงการภาพยนตร์เพื่อสร้างวิชวลเอฟเฟคของ ควัน 

ไฟ และ น้ำ โดยหนังสือ 

[58] กล่าวถึงอัลกอริทึมและงานวิจัยที่มีการใชง้านมากในทางปฏิบัติ และ เร็วๆ นี้มีงานวิจัยสำรวจเก่ียวกับการ

จำลองของไหลที่มีการปฏิสัมพันธ์กันซึ่งส่วนใหญ่ใช้ตารางใน [59] 

 

ไม่กี่ปีที่ผ่านมานี้ได้มีการนำวิธี Material Point Method (MPM) [60] ซึ่งเป็นวิธีแบบผสมตารางและอนุภาคขั้น

สูงมาใช้ในคอมพิวเตอร์กราฟิกเพื่อการจำลองหิมะในงาน [61] หลังจากนั้นได้มีการนำ MPM มาใช้ในการจำลอง

วัตถุที่มีคุณสมบัติของทั้งของเหลวและของแข็งอื่นๆ เช่น ทราย  โคลน ลาวา ในงานวิจัย [62] [63] [64] และ [65]  
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โดยในส่วนของผู้เขียนเองได้มีส่วนร่วมในงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการจำลองทางฟิสิกส์ด้วยตารางและการจำลอง

ทางฟิสิกส์แบบผสมตารางและอนุภาคขั้นสูงดังนี้ 

 

งานวิจัย Fluid animation with dynamic meshes [66] นำเสนอการใช้เมชจัตุรมุข (Tetrahedral Mesh) ซึ่ง

เป็นตารางประเภทที่รูปร่างไม่คงตัวและสามารถปรับให้เหมาะสมกับรูปร่างของปริมาตรที่ต้องการจำลองได้ พร้อม

ทั้งนำเสนอวิธีในการจำลองของไหลร่วมกับวัตถุแกร่ง โดยของไหลและวัตถุแกร่งสามารถออกแรงกระทำต่อกันและ

กันได้ ดังตัวอย่างใน 

 
ภาพประกอบ 49: การจำลองควันดัวยเมชจตุรมุขที่เปล่ียนรูปร่างได้ในระหว่างการทำงาน เครดิต: [66] 

งานวิจัย Simultaneous coupling of fluids and deformable bodies [67] นำเสนอการจำลองควัน หรือ

ของเหลวพร้อมๆ กับของแข็งที่ยืดหยุ่นได้ เช่นผ้า หรือวัตถุที่ทำจากยางเป็นต้น โดยควัน/ของเหลว และ ของแข็ง

สามารถออกแรงกระทำซึ่งกันและกันได้ โดยสามารถใช้ขั้นตอนเวลาที่ค่อนข้างใหญ่ โดยระบบยังคงความเสถียรอยู่ 

ดังตัวอย่างในภาพประกอบ 50 

  
ภาพประกอบ 50: การจำลองแรงที่กระทำระหว่างของไหลและของแข็งโดยการแก้ระบบสมการเดียว เครดิต: [67] 
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งานวิจัย Liquid simulation on lattice-based tetrahedral meshes [68] นำเสนอวิธีการจำลองของเหลว

โดยใช้เมชจัตุรมุขซึ่งจะถูกสร้างใหม่ในทุกๆ ข้ันตอนเวลาจากปริมาตรของของเหลว ณ ปัจจุบัน ดัวยการย้าย

ปริมาณทางฟิสิกส์ต่างๆ เช่นความเร็วจากเมชในขั้นตอนเวลาปัจจุบันไปยังขั้นตอนเวลาถัดไป โดยไม่ต้องใช้ขั้นตอน

การประมาณค่าในช่วงนอกเหนือจากที่ใช้ในวิธีกึ่งลากรางเจียน โดยสามารถจำลองของเหลวในภาชนะที่มีรูปร่าง

ซับซ้อนได้  ดังตัวอย่างในภาพประกอบ 51 

 

 
ภาพประกอบ 51: การจำลองของเหลวโดยใช้เมชจัตุรมุขที่เปลี่ยนรูปร่างตามของเหลว [68] 

งานวิจัย Real-time Eulerian water simulation using a restricted tall cell grid [69] นำเสนอการใช้

ตารางแบบที่ช่องด้านล่างสุดสามารถยืดหดให้สูงหรือเตี้ยได้และสามารถกำหนดความสูงของพื้นใต้น้ำได้ ซึ่งทำให้

สามารถจำลองน้ำที่ลึกได้โดยใช้หน่วยความจำและเวลาในการคำนวณไม่มาก พร้อมยังสามารถจำลองบน GPU ได้

อย่างมีประสิทธิภาพด้วยการแก้สมการของความดันด้วยวิธีพหุตาราง (Multigrid) ซึ่งใช้เวลา O(n) เมื่อ n คือ

จำนวนช่องในตารางโดยตัวอย่างแสดงในภาพประกอบ 52

 
ภาพประกอบ 52: การจำลองน้ำด้วยการใช้ตารางที่มีช่องสูง เครดิต: [69] 
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งานวิจัย Mass-Conserving Eulerian Liquid Simulation [70] นำเสนอการใช้ตารางในการจำลองของเหลวโดย

ไม่อาศัยอนุภาค โดยวิธีการที่นำเสนอจะรับประกันว่าของเหลวจะมีมวลคงที่เสมอและปริมาตรเกือบจะคงที่ โดยใช้

การเก็บความหนาแน่นของของเหลวในแต่ละช่อง พร้อมกับการทำให้บริเวณที่เปล่ียนระหว่างของเหลวไปยัง

อากาศแคบที่สุดเท่าที่ทำได้ โดยที่สามารถคำนวณได้อย่างมีประสิทธิภาพด้วย GPU ดังตัวอย่างในภาพประกอบ 

53 

 
ภาพประกอบ 53: การจำลองน้ำโดยที่มวลในระบบคงที่และปริมาตรเกือบคงที่เสมอ เครดิต: [70] 

งานวิจัย A Multigrid Fluid Pressure Solver Handling Separating Solid Boundary Conditions [71] 

นำเสนอวิธีพหุตารางในการแก้อสมการของความดันที่อยู่ในรูป Linear Complementarity Problem ที่เกิดขึ้น

จากการที่กำหนดให้ของเหลวสามารถแยกตัวออกจากของแข็งได้โดยอิสระดังรูปขวาสุดในภาพประกอบ 54 

 
ภาพประกอบ 54: ซ้าย) สถานะเร่ิมต้น กลาง) สถานะหลังจากที่น้ำไหลลงมาและติดกับภาชนะไม่สามารถแยก

ออกได้โดยอิสระ ขวา) สถานะหลังจากที่น้ำไหลลงมาและแยกออกจากภาชนะได้อย่างอิสระ เครดิต: [71] 
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งานวิจัย Real-time Simulation of Large Bodies of Water with Small Scale Details [72] นำเสนอการใช้

ตารางสองมิติในการจำลองระบบสมการน้ำตื้น (Shallow Water Equations) โดยมีการนำเสนอกระบวนการ

หลายอย่างเพ่ือให้การจำลองเสถียรแม้ในสถานการณ์ที่น้ำเคล่ือนที่เร็ว และความสูงของพื้นใต้น้ำมีความชันมาก 

พร้อมนำเสนอวิธีที่แปลงระหว่างอนุภาค และตารางในการจำลองน้ำตก และนำเสนอวิธีในการสร้างอนุภาคที่แทน

ละอองน้ำ และโฟมบนผิวน้ำ ดังในภาพประกอบ 55  

  
ภาพประกอบ 55: การจำลองน้ำโดยใช้ระบบสมการน้ำตื้นและใช้อนุภาคประเภทต่างๆในการเสริมความสมจริง 

เครดิต: [72] 

งานวิจัย Coupling 3D Eulerian, Heightfield and Particle Methods for Interactive Simulation of 

Large Scale Liquid Phenomena [73] นำเสนอการใช้ตารางสามมิติในการจำลองน้ำลึกร่วมกับอนุภาคในการ

จำลองบริเวณผิวน้ำที่ใกล้กล้อง และก้อนน้ำที่กระเด็นลอยขึ้นมาในอากาศ ร่วมกับการใช้ตารางสองมิติในการ

จำลองน้ำลึกที่อยู่ห่างกล้อง โดยสามารถใช้จำลองฉากขนาดใหญ่เช่น ปลาวาฬกระโจนขึ้นมาจากน้ำ โดยที่ผิวน้ำ

แยกออกจากกัน และบางส่วนค้างบนตัวปลาวาฬก่อนที่จะไหลลงผิวน้ำในเวลาจริง (Real-time) โดยการคำนวณ

ใช้ GPU ดังในภาพประกอบ 56 

 
ภาพประกอบ 56: ปลาวาฬกระโจนจากน้ำแล้วหล่นกระแทกผิวน้ำ เครดิต: [73] 
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งานวิจัย Fast grid-free surface tracking [74] นำเสนอการติดตามผิว (Surface Tracking) ของน้ำโดยใช้เม

ชสามเหล่ียมโดยทำการขยับจุดยอดของเมชตามความเร็วของน้ำแล้วทำการแก้ไขให้เมชไม่มีการตัดกัน และทำการ

ปรับปรุงคุณภาพของเมชให้มีสามเหลี่ยมที่ไม่มีมุมแคบหรือกว้างเกินไป และมีขนาดไม่เล็กไม่ใหญ่เกินไป ซึ่งทำให้

สามารถติดตามผิวน้ำที่มีรายละเอียดมากๆ ได้ โดยที่ใช้หน่วยความจำแปรผันตรงกับพื้นที่ผิว (แทนที่จะแปรผัน

ตรงตามปริมาตรเหมือนเทคนิคอื่นๆ) ดังตัวอย่างในภาพประกอบ 57 

 
ภาพประกอบ 57: ลูกโป่งน้ำถูกกระสุนยิงแล้วระเบิดออกมาทำใหเ้กดิการกระจายของน้ำที่สวยงามและมีความซับซ้อน เครดิต: [74] 

งานวิจัย Grid-Free Surface Tracking on the GPU [75] ปรับปรุงวิธีติดตามพื้นผิวให้สามารถคำนวณด้วย GPU 

ได้อย่างมีประสิทธิภาพโดยที่ได้คุณภาพใกล้เคียงเดิมแต่ประมวลผลเร็วกว่าประมาณ 30 เท่าดังในภาพประกอบ 

58 (บน ใช้ GPU, ล่างใช้ CPU)  

 
ภาพประกอบ 58: น้ำพจุำลอง บน) ติดตามผิวน้ำด้วย GPU ล่าง) ติดตามผิวน้ำด้วย CPU ซึ่งได้ผลใกล้เคียงกัน เครดิต: [75] 
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งานวิจัย Water surface wavelets [76] นำเสนอการใช้การแปลงเวฟเล็ต (Wavelet Transform) แบบใหม่ ท่ี

แทนคลื่นน้ำโดยอธิบายด้วยฟังก์ชันที่แปลตามตำแหน่ง ความถี่ และทิศทางของคล่ืน ซึ่งทำให้สามารถแทนคลื่นน้ำ

ที่มีรายละเอียดสูงมากโดยใช้ตารางที่ความละเอียดไม่สูงได้ ตัวอย่างเช่นคล่ืนน้ำในทะเลที่มีคล่ืนที่เกิดจากเรือ

หลายๆ ลำ ดังตัวอย่างในภาพประกอบ 59 

 
ภาพประกอบ 59: คล่ืนน้ำที่มีรายละเอียดมากๆซึ่งแทนที่ด้วยการแปลงเวฟเล็ต เครดิต: [76] 

งานวิจัย Making Procedural Water Waves Boundary-aware [77] นำเสนอการปรับปรุงวิธีการสร้าง

ภาพเคล่ือนไหวของคล่ืนน้ำแบบวิธีการขั้นตอน (Procedural Method) ซึ่งโดยปกติแล้วใช้กับการจำลองคล่ืน

กลางทะเลเปิดได้เสมือนจริงมาก แต่ว่าไม่สามารถจำลองผิวน้ำใกล้ๆ ชายฝ่ังได้เนื่องจากไม่ได้อยู่ในแบบจำลอง 

งานวิจัยนี้นำเสนอวิธีการใส่ชายฝ่ังเข้าไปในแบบจำลองและนำเสนอเงื่อนไชในการสร้างอนุภาคที่แทนคล่ืนที่แตก

กระจาย (Breaking Wave) เป็นละอองน้ำและโฟมที่ลอยอยู่บนผิวน้ำใกล้ๆ ชายฝ่ังด้วยทำให้สามารถจำลองฉากที่

เป็นชายฝ่ังขนาดใหญ่ได้สมจริงและแสดงผลได้ในเวลาจริง  ดังตัวอย่างในภาพประกอบ 60 

 

 
ภาพประกอบ 60) ชายฝ่ังทะเลจำลองดัวยการปรับวิธีการขั้นตอนให้พิจารณาชายฝ่ัง เครดิต: [77] 
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การจำลองตัวละครดว้ยฟิสิกส์ขั้นสูง 

การทบทวนวรรณกรรมที่มีเนื้อหาครอบคลุมเกี่ยวกับการจำลองตัวละครด้วยฟิสิกส์สำหรับตัวละครที่มีสองขา 

(Biped) คือ [78] และสำหรับตัวละครทั่วๆ ไปคือ [79] โดยทั้งสองงานนี้มีกล่าวถึงวิธีการตั้งแต่พื้นฐานจนถึงวิธีที่มี

ความซับซ้อนมาก แต่จะยังไม่รวมถึงงานวิจัยใหม่ๆ ที่ใช้การเรียนรู้จากการลองผิดลองถูกเชิงลึก (Deep 

Reinforcement Learning) ซึ่งได้รับความนิยมและได้ผลลัพธ์ท่ีดีอย่างมากตั้งแต่ปี 2017 เป็นต้นมาซึ่งงานวิจัย

เหล่านี้ถูกรวบรวมไว้ท่ี [80] ในส่วนของผู้เขียนได้มีส่วนร่วมในงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการจำลองตัวละครด้วยฟิสิกส์

ชั้นสูงดังนี้  

 

งานวิจัย Physics-based motion capture imitation with deep reinforcement learning 

[81] นำเสนอวิธีการใช้การลองผิดลองถูกเชิงลึกในการเทรนโครงข่ายประสาทเทียม (Neural Network) ท่ีควบคุม

ตัวละครให้เคล่ือนที่เลียนแบบโมชั่นแคบเจอร์ โดยที่ยังมีความถูกต้องทางฟิสิกส์อยู่ เช่น แรงและแรงบิดภายในที่

กระทำจะต้องมีผลรวมเป็นศูนย์ และแรงและแรงบิดที่ใชส้ำหรับแต่ละข้อต่อจะต้องไม่เกินค่าที่กำหนด (ซึ่งเป็นการ

ประมาณการแรงที่กล้ามเนื้อแต่ละส่วนของตัวละครออกแรงได้) ซึ่งโมชั่นแคบเจอร์อาจจะมีข้อผิดพลาดหรือมี

สัญญานรบกวน (noise) ได้และอาจจะไม่ได้มาจากตัวละครเดียวกันกับที่ใช้จำลองในคอมพิวเตอร์ ทำให้การ

เคล่ือนไหวซึ่งมาจากโมชั่นแคบเจอร์อาจจะไม่ถูกต้องทางฟิสิกส์เสมอไป ซึ่งวิธีที่นำเสนอในงานวิจัยนี้ต้องเรียนรู้ที่

จะไม่สนใจข้อมูลจากโมชั่นแคบเจอร์บางส่วน เพื่อที่จะยังคงเคล่ือนไหวต่อไปโดยไม่ล้มลง ในขณะที่ในภาพรวม

แล้วการเคล่ือนที่ยังคงคล้ายกับโมชั่นแคบเจอร์อยู่ ดังตัวอย่างในภาพประกอบ 61 

 
ภาพประกอบ 61: การควบคุมใหตั้วละครเคลื่อนที่อยากถูกต้องทางฟิสิกส์ (สีน้ำตาล) ที่เลียนแบบโมชั่นแคบเจอร์ (สีเขยีว) เครดิต: 

[81] 
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งานวิจัย GPU-Accelerated Robotic Simulation for Distributed Reinforcement Learning 

[82] นำเสนอการวิธีการจำลองฟิสิกส์ของตัวละครพร้อมทั้งอัลกอริทึมสำหรับการลองผิดลองถูกเชิงลึกที่ใช้ในการ

เทรนโครงข่ายประสาทเทียม เพื่อควบคุมการเคล่ือนที่ของตัวละครให้ทำตามวัตถุประสงค์ที่กำหนดเช่น เดินไปใน

ทิศท่ีกำหนดดว้ยความเร็วที่กำหนด โดยเร่ิมจากสถานะไหนก็ได้ โดยที่ในฉากอาจะมีพ้ืนขรุขระหรือส่ิงกีดขวาง 

และขั้นตอนทั้งหมดคำนวณใน GPU โดยสามารถประมวลผลได้เร็วกว่าใช้ CPU มาก ดังตัวอย่างในภาพประกอบ 

62 

  
ภาพประกอบ 62) ตัวละครที่คล้ายมนุษย์และตัวละครที่คล้ายแมลงเคล่ือนที่ตามหลักฟิสิกส์และควบคุมด้วย

โครงข่ายประสาทเทียม เพื่อเคลื่อนที่ไปยังทิศและความเร็วที่กำหนด เครดิต: [82] 

การใช้ปญัญาประดิษฐ์ในคอมพิวเตอร์แอนิเมชันเชิงฟิสิกส์ขั้นสูง 

ไม่กี่ปีที่ผ่านมาได้มีการนำปัญญาประดิษฐ์ (Artificial Intelligence) มาใช้ในการสร้างภาพเคล่ือนไหวเชิงฟิสิกส์

มากขึ้นเร่ือยๆ โดยเฉพาะการใช้การเรียนรู้เชิงลึก (Deep Learning) อาทิเช่นการจำลองการแพร่กระจายของไฟ 

[83] การจำลองควัน [84], [85] การจำลองน้ำกระเซ็น [86] จำลองวัตถุที่ยืดหยุ่นได้ [87] เป็นต้น รวมถึงการนำ

การจำลองฟิสิกส์ที่สามารถคำนวณหาอนุพันธ์ได้ (Differentiable Physics Simulation) มาใชเ้ป็นส่วนหนึ่งของ

การเรียนรู้เชิงลึกเพื่อควบคุมการจำลองฟิกส์ใหเ้ป็นไปตามเป้าที่ต้องการได้เช่น ให้แกว่งเชือกให้ปลายมาชนกับ

เป้าหมายในงาน [88] ให้ควันก่อตัวเป็นรูปที่ต้องการและคล่ืนน้ำเป็นดังภาพท่ีกำหนดในงาน [89] เป็นต้น รวมถึง

การใช้การเรียนรู้เชิงลึกเพื่อเพิ่มรายละเอียดของการจำลองทางฟิสิกส์ให้ได้ผลใกล้เคียงกับโลกความจริงมากขึ้นเช่น

เพิ่มการไหลแบบปั่นป่วน (Turbulent Flow) ในการจำลองของไหลในงาน [90] เป็นต้น โดยผู้เขียนมีส่วนร่วมใน

งานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการใช้ปัญญาประดิษฐ์ในคอมพิวเตอร์แอนิเมชันเชิงฟิสิกส์ขั้นสูงดังนี้ 
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งานวิจัย Cloth and Skin Deformation with a Triangle Mesh Based Convolutional Neural Network 

[91] นำเสนอโครงข่ายประสาทเทียมรูปแบบใหม่ทีทำงานบนเมชสามเหลี่ยมที่การเชื่อมต่อคงที่ (แต่ตำแหน่งของ

จุดยอดเปลี่ยนแปลง) ซึ่งสามารถใช้ในการแทนที่ผ้า เส้ือผ้า ผิวหนังได้ และนำเสนอตัวอย่างการใช้แก้ปัญหาที่

เกี่ยวข้องกับการจำลองฟิสิกส์แบบต่างๆ เช่น การเพิ่มความละเอียด (Upsampling) ของเส้ือผ้าที่จำลองด้วย

ฟิสิกส์ที่ความละเอียดต่ำให้มีรอยยับรอยย่นเหมือนกับเส้ือผ้าที่จำลองด้วยความละเอียดสูง การหาฟังก์ชันท่ีแปลง

ตำแหน่งและการวางแนวของส่วนต่างๆ ของร่างกายของตัวละครไปเป็นการขยับและย่นของผ้าเพ่ือใช้แทนการ

จำลองทางฟิสิกส์ การหาฟังก์ชันท่ีแปลงมุมของข้อต่อต่างๆ ของมือไปยังการขยับของผิวหนังของมือ โดยทั้งหมดนี้

เรียนรู้จากผลของการจำลองทางฟิสิกส์ที่ความละเอียดสูงที่ใช้เวลาการคำนวณมาก โดยโครงข่ายประสาทเทียม

สามารถคำนวณได้รวดเร็วกว่าหลายสิบถึงหลายร้อยเท่า ดังตัวอย่างในภาพประกอบ 63 

   
ภาพประกอบ 63) การใช้โครงข่ายประสาทเทียมทีทำงานบนเมชสามเหลี่ยมในการ ซ้าย) เพิ่มความละเอียดของผ้า 
กลาง) แทนที่การจำลองผ้าด้วยฟิสิกส์ ขวา) แทนที่การจำลองผิวหนังของมือที่ขยับด้วยเนื้อที่ขยับเนื่องจากกระดูก

ขยับ เครดิต: [91] 
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งานวิจัย Tranquil Clouds: Neural Networks for Learning Temporally Coherent Features in Point 

Clouds [92] นำเสนอโครงข่ายประสาทเทียมที่ทำงานบนกลุ่มจุดโดยนำข้อมูลทั้งตำแหน่งและเวลามาใช้ในการ

เพิ่มจำนวนจุดให้มีมากขึ้นเพื่อเพิ่มรายละเอียดโดยมีการคำนึงถึงความต่อเนื่องเชิงเวลา (Temporal Coherence) 

ด้วยซึ่งสามารถนำมาใช้เพิ่มความละเอียดให้กับภาพเคลื่อนไหวของกลุ่มจุด และภาพเคล่ือนไหวของของเหลวที่

แทนด้วยอนุภาคด้วย ดังตัวอย่างในภาพประกอบ 64 

  
ภาพประกอบ 64) การเพิ่มจำนวนจุดด้วยการใช้โครงข่ายประสาทเทียมโดยคำนึงถึงความต่อเนื่องเชิงเวลา เครดิต: 

[92] 

บทสรุป 

บทนี้กล่าวถึงงานวิจัยและเอกสารอ้างอิงอื่นๆ สำหรับให้ผู้ที่มีความสนใจในการสร้างแอนิเมช่ันเชิงฟิสิกส์ขั้นสูง 

สามารถศึกษาต่อยอดจากเนื้อหาในแต่ละบทของหนังสือเล่มนี้ได้ โดยมีการอ้างอิงถึงงานวิจัยที่ผู้เขียนมีส่วนร่วมใน

การวิจัยด้วย นอกเหนือจากงานวิจัยที่กล่าวถึงในบทนี้แล้ว ผู้ที่สนใจยังสามารถติดตามงานวิจัยชั้นนำที่เกี่ยวกับการ

สร้างแอนิเมชั่นเชิงฟิสิกส์ได้จากวารสารชั้นนำระดับนานาชาติดังต่อไปนี้ 

1. ACM Transactions on Graphics (TOG) 

2. IEEE Transactions on Visualization and Computer Graphics (TVCG) 

3. Computer Graphics Forum (CGF) 

4. An International Journal of Systems & Applications in Computer Graphics 

5. Computer Animation and Virtual Worlds 
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และการประชุมนานาชาติดังต่อไปนี้ 

1. ACM SIGGRAPH 

2. ACM SIGGRAPH / Eurographics Symposium on Computer Animation 

3. Pacific Conference on Computer Graphics and Applications 

4. Eurographics 

5. Motion, Interaction, and Games (MIG) 

6. ACM SIGGRAPH Symposium on Interactive 3D Graphics and Games 

7. VRIPHYS: Virtual Reality Interactions and Physical Simulations 
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