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 The cut locus pC  of any point p  on a surface M  is defined  as the set of all 

the cut points q  along a minimal geodesic   emanating from p  on the surface. In this 
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บทท่ี 1 

บทน า 
 

1.1 ความเป็นมาและความส าคัญของปัญหา 
 วอน แมนโกลด์ (H. von Mangoldt) [5] ได้ท าการก าหนดลักษณะจุดสองจุดใดๆบนพ้ืนผิวโดย
พิจารณาจากลักษณะสมบัติของจีออเดซิก (geodesic) ที่ผ่านจุดสองจุดนั้น 
 ถ้าทุกๆ จีออเดซิกที่ผ่านจุดสองจุดที่ก าหนดเป็นเส้นที่สั้นที่สุดทุกเส้นจะเรียกจุดสองจุดนั้นว่า จุด
จีออเดซิกรูปแบบที่หนึ่ง มิฉะนั้นจะเรียกจุดสองจุดนั้นว่า จุดจีออเดซิกรูปแบบที่สอง 
 แมนโกลด์ได้แสดงให้เห็นว่าจุดทุกจุดบนพ้ืนผิวที่มีค่าความโค้งเป็นบวกจะมีจีออเดซิกรูปแบบที่
สอง และในกรณีนี้ถ้ามีจุดจีออเดซิกรูปแบบที่หนึ่งบนพ้ืนผิวด้วยแล้วเส้นจีออเดซิกจะไม่เป็นเส้นปิด และ
จุดทุกจุดจะอยู่ ในบริเวณที่จ ากัด ซึ่งบริเวณดังกล่าวนี้ ได้น าเสนอโดยแมนโกลด์ และบรานมันต์ 
(Brannmuhl) ส าหรับพื้นผิวที่มีดีกรีสอง ที่มีค่าความโค้งเป็นบวก 
 เนื่องจากพ้ืนผิวของการหมุนรอบ (surface of revolution) มีสมบัติสมมาตร (symmetry) เมื่อ
เทียบกับระนาบที่ผ่านแกนหมุน ดังนั้นจะมีจีออเดซิกสองเส้นที่แตกต่างกัน แต่มีความยาวเท่ากันที่เชื่อม
จุดสองจุดที่อยู่ตรงข้ามกัน (Antipodal) บนพื้นผิว ซึ่งคลิงเกนเบิร์ก (Klingenberg) ได้พิสูจน์ว่า ถ้ามีกรณี
เช่นนี้แล้วจุดสองจุดนี้จะเป็นคัทพอยท์ซึ่งกันและกัน คัทโลกัสของจุดใดๆบนพ้ืนผิว จะนิยามโดยเซตของ
ทุกคัทพอยท์ เมื่อพิจารณาบนจีออเดซิกที่สั้นที่สุดบนพื้นผิวนั้น 
 อ็องรี ปวงกาเร (H. Poincare) [4] เป็นคนแรกที่น าเสนอทฤษฏีเกี่ยวกับคัทโลกัสบนแมนิโฟลด์
แบบรีมันน์ (Riemannian manifold) หลังจากการน าเสนอของปวงกาเร ได้มีงานวิจัยของ ซัมเนอร์      
ไบรอน ไมเออร์ (S. B. Myer) [15] จอห์น เฮนรี่ คอนสแตนติน ไวท์เฮด (J. H. C. Whitehead) [7] และ 
เจมส์ ฮีบดา (J. hebda) [6] แต่เป็นเรื่องยากมากที่จะพิจารณาโครงสร้างของคัทโลกัสบนแมนนิโฟล์ 
หลังจาก ดั๊ก อีเลอราท (D. Elerath) [3] ได้น าเสนอโครงสร้างของคัทโลกัสบนพาราโบลอยด์ 
(paraboloid) และทรงไฮเปอร์โบลาแบบสองแผ่น (hyperboloid of two sheet) แล้วโรเบิร์ต ซินแคลร์
ร่วมกับมิโนรุ ทานากะ (R.Sinclair and M. Tanaka) [14] และ จินอิชิ อิโตะร่วมกับคาซูโยชิ คิโยฮาระ  
(J. Itoh and K.Kiyohara) [8] ได้เสนอคัทโลกัสบนทรงรีทั้งแบบแบนข้าง (prolate) และแบบแบนขั้ว 
(oblate) ภัคคินี ชิตสกุล (P. Chitsakul) [12],[13] ได้น าเสนอทฤษฎีโครงสร้างของคัทโลกัสบนบาง
พ้ืนผิวของการหมุนรอบ จากงานวิจัยบนพื้นผิวก าลังสอง (Quadratic Surfaces) ดังกล่าวนี้ผู้วิจัยจึงสนใจ
ที่จะศึกษาสมบัติบางประการของคัทโลกัสบนทรงกระบอกกลม ทรงห่วงยางตรง และกรวยกลมตรง ซึ่ง
เป็นพื้นผิวของการหมุนรอบที่สมานสัณฐาน (Homeomorphic) กับระนาบ (plane) 
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1.2  ความมุ่งหมายและวตัถุประสงค์ของการศึกษา 
 ผู้วิจัยต้องการศึกษาลักษณะสมบัติของคัทโลกัสบนพ้ืนผิวของการหมุนรอบโดยการพิจารณา 
สมบัติและลักษณะของจีออเดซิกบนแต่ละพ้ืนผิวนั้นๆ ซึ่งจะน าไปใช้อธิบายลักษณะสมบัติของคัทโลกัส 
ผู้วิจัยต้องการน าเสนอแนวคิดต่างๆ เพ่ือที่จะใช้อธิบายลักษณะของจีออเดซิกและคัทโลกัส ทั้งยังจะแสดง
ให้เห็นความสัมพันธ์ระหว่างจีออเดซิกและคัทโลกัสเมื่อพ้ืนผิวของการหมุนรอบสมานสัณฐานกับระนาบ 
 

1.3 สมมติฐานของการศึกษา 
 ในการศึกษาผู้วิจัยตั้งสมมติฐานว่าสามารถน าความรู้ในเรื่องแคลคูลัสของการแปรผันมาอธิบาย
ลักษณะสมบัติของจีออเดซิกและความรู้ทางเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์มาอธิบายคัทโลกัสบนพ้ืนผิวการ
หมุนรอบ นอกจากนี้จะสามารถหาความสัมพันธ์ของเส้นบนพื้นผิวการหมุนรอบที่สามารถแสดงบนระนาบ 
โดยใช้แนวคิดการผสมผสานระหว่างแคลคูลัสของการแปรผันและเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ 
 

1.4  ทฤษฎีหรือแนวความคิดที่ใช้ในการวิจัย 
ในงานวิจัยนี้ผู้วิจัยจะศึกษาทฤษฎีทางแคลคูลัสของการแปรผัน การหาค่าสุดขีดของฟังชันก์นอล 

เรขาคณิตเชิงอนุพันธ์บนพ้ืนผิวของการหมุนรอบ ทฤษฎีจีออเดซิก คัทพอยท์และคัทโลกัส ซึ่งจะเป็น
ความรู้พื้นฐานที่จะน าไปสู่การศึกษาลักษณะสมบัติของจีออเดซิกและคัทโลกัสบนพื้นผิวของการหมุนรอบ 

 
 

1.5  ขอบเขตการวิจัย 
ในงานวิจัยนี้จะศึกษาจีออเดซิกและคัทโลกัสบนพ้ืนผิวใน 3  ที่มีลักษณะเป็นพ้ืนผิวเรียบ 

(smooth) แทนด้วย  ,f u v  ที่สามารถหาอนุพันธ์ได้ทุกอันดับ และศึกษาเฉพาะพ้ืนผิวของการ

หมุนรอบ ที่มกีารหมุนรอบแกน z  เท่านั้น และทุกพ้ืนผิวจัดอยู่ในรูปแบบของสมการอิงตัวแปรเสริม ดังนี้ 

        , cos , sin ,f u v r v u r v u z v  

เมื่อ ,u v  เป็นพารามิเตอร์ของพ้ืนผิวใดๆ และ  r v  เป็นรัศมีของการหมุนรอบ 

 

1.6  นตอนการด าเนินงานวิจัย 
 ขั้นตอนที่ 1 ค้นคว้าเอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวข้องกับเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์และทฤษฎีจีออเดซิก 
เพ่ือเป็นแนวทางในการท าวิจัย 
 ขั้นตอนที่ 2 ศึกษาเอกสาร ทฤษฎีบท และข้อมูลที่เก่ียวข้องกับการท าวิจัย 
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 ขั้นตอนที่ 3 รวบรวมบทนิยามและการพิสูจน์ทฤษฎีบทเกี่ยวกับการหาจีออเดซิกและคัทโลกัสบน
พ้ืนผิว 
 ขั้นตอนที่ 4 พิสูจน์และแสดงการหาจีออเดซิกและคัทโลกัสบนพื้นผิวของการหมุนรอบ  
 ขั้นตอนที่ 5 สรุปผลการวิจัย 
 ขั้นตอนที่ 6 เขียนวิทยานิพนธ์



 

 

บทท่ี 2 

ทฤษฎีบทที่เกี่ยวขอ้ง 
 

2.1  สมานสัญฐาน (Homeomorphic) 
ให้ :f X Y เป็นฟังก์ชัน ระหว่างสองปริภูมิโทโพโลยี (topological space) X และY จะ

เรียกว่าสมานสัณฐานซึ่งกันและกันถ้า f มีสมบัติดังต่อไปนี้ 

1. f เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งแบบทั่วถึง 

2. f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง 

3. ฟังก์ชันผกผันของ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง 

ตัวอย่าง 2.1  ทรงกระบอก (cylinder) สมานสัญฐานกับทรงห่วงยาง (torus) 

พิสูจน์ 

รูปแบบอิงพารามิเตอร์ของทรงกระบอก คือ    , cos ,sin ,X u v u u v เมื่อ 0 2u   และ 0 2v    

และรูปแบบอิงพารามิเตอร์ของทรงห่วงยาง คือ       , 1 cos cos , 1 cos sin ,sinY t t t t     เมื่อ

0 2t   และ 0 2    

พิจารณา :f X Y และ 

      cos ,sin , 1 cos cos , 1 cos sin ,sinf u u v v u v u v    

ก าหนดให้    cos ,sin , cos ,sin ,f u u v f u u v    

นั่นคือ          1 cos cos , 1 cos sin ,sin 1 cos cos , 1 cos sin ,sinv u v u v v u v u v          

จะได้ว่า



5 

 

   1 cos cos 1 cos cosv u v u     

   1 cos sin 1 cos sinv u v u     

sin sinv v  

เนื่องจาก 0 2v    และ sin sinv v  จะได้ว่า  

v v  

ดังนั้น    1 cos cos 1 cos cosv u v u    นั่นคือ cos cosu u  เนื่องจาก 0 2u    จะได้ว่า 

u u  

จะได้ว่า    cos ,sin , cos ,sin ,u u v u u v    ดังนั้น f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

และส าหรับทุกๆ      1 cos cos , 1 cos sin ,sint t t Y    จะมี  cos ,sin ,t X   ซึ่งท าให้ 

      cos ,sin , 1 cos cos , 1 cos sin ,sinf t t t t       

นั่นคือ f  เป็นฟังก์ชันทั่วถึง 

พิจารณา       cos ,sin , 1 cos cos , 1 cos sin ,sinf u u v v u v u v    เนื่องจาก 

   
        

0 0
0 0 0 0 0 0 0

, ,
lim cos ,sin , cos ,sin , 1 cos cos , 1 cos sin ,sin

u v u v
f u u v f u u v v u v u v


     

ดังนั้น f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง 

ส าหรับฟังก์ชันผกผัน 1 :f Y X   

ก าหนด       1 1 cos cos , 1 cos sin ,sin cos ,sin ,f v u v u v u u v    เนื่องจาก 

    
         

0 0

1 1

0 0 0 0
, ,
lim 1 cos cos , 1 cos sin ,sin 1 cos cos , 1 cos sin ,sin

u v u v
f v u v u v f v u v u v 


      

                                                                 0 0 0cos ,sin ,u u v  

ดังนั้น 1f 

 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง         
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ตัวอย่าง 2.2  ทรงกระบอกสมานสัญฐานกับระนาบ (plane) 

พิสูจน์ 

รูปแบบอิงพารามิเตอร์ของระนาบคือ    0 1 1 0 2 2 0 3 3, , ,X s t x a s b t y a s b t z a s b t       เมื่อ ,s t R  

รูปแบบอิงพารามิเตอร์ของทรงกระบอก คือ    , cos ,sin ,Y u v u u v  เมื่อ ,u v  

พิจารณา :f X Y  โดยที่  

   0 1 1 0 2 2 0 3 3cos ,sin , , ,f u u v x a u b v y a u b v z a u b v        

ก าหนดให้    cos ,sin , cos ,sin ,f u u v f u u v    นั่นคือ  

   0 1 1 0 2 2 0 3 3 0 1 1 0 2 2 0 3 3, , , ,x a u b v y a u b v z a u b v x a u b v y a u b v z a u b v                   

จะได้ว่า 

0 1 1 0 1 1x a u b v x a u b v       

0 2 2 0 2 2y a u b v y a u b v       

0 3 3 0 3 3z a u b v z a u b v       

โดยการเทียบสัมประสิทธิ์จะได้ว่า 

,u u v v    

จะได้ว่า    cos ,sin , cos ,sin ,u u v u u v    ดังนั้น f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

และส าหรับทุกๆ   0 1 1 0 2 2 0 3 3, ,x a s b t y a s b t z a s b t X       จะมี  cos ,sin ,s s t Y  ซึ่งท าให้ 

   0 1 1 0 2 2 0 3 3cos ,sin , , ,f s s t x a s b t y a s b t z a s b t        

นั่นคือ f  เป็นฟังก์ชันทั่วถึง และเนื่องจาก 

     
   

0 0

0 0 0
, ,
lim cos ,sin , cos ,sin ,

u v u v
f u u v f u u v


  



7 

 

      0 1 0 1 0 0 2 0 2 0 0 3 0 3 0, ,x a u b v y a u b v z a u b v        

ดังนั้น f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง ส าหรับฟังก์ชันผกผัน 1 :f Y X   ก าหนด  

   1

0 1 1 0 2 2 0 3 3, , cos ,sin ,f x a u b v y a u b v z a u b v u u v         

เนื่องจาก 

    
 

0 0

1

0 1 1 0 2 2 0 3 3
, ,
lim , ,

u v u v
f x a u b v y a u b v z a u b v


       

      1

0 1 0 1 0 0 2 0 2 0 0 3 0 3 0, ,f x a u b v y a u b v z a u b v        

      0 0 0cos ,sin ,u u v  

ดังนั้น 1f 

 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง         

 

2.2  พื้นผิว (Surface) 

 จากความรู้ ในเรื่องแคลคูลัส เป็นที่ทราบกันดีว่าพ้ืนผิวคือกราฟของฟังก์ชันสองตัวแปร 
 ,z f x y  และในกรณี  , ,f x y z c  จะเรียกว่า พื้นผิวระดับ (level surface) เช่น 

2 2 2x y z c    

นิยาม 2.1 พื้นผิวอิงพารามิเตอร์แบบต่อเนื่อง (Parametrized continuous surface) ใน 3  เป็น
การส่งแบบต่อเนื่อง 3:X U   เมื่อ 2U   ไม่ใช่เซตว่างและเป็นเซตเปิด 

 

 

 

 

รูปที่ 2.1 การส่งแบบต่อเนื่อง 
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นิยาม 2.2  สับเซต 3S   เป็นพื้นผิวปรกติ (regular surface) ถ้าส าหรับแต่ละ p S  จะมีย่าน
ใกล้เคียง V  ใน 3  และการส่ง :U V S    ของเซตเปิด 2U   ทั่วถึง 3U S   ที่ท าให้ 

)i  สามารถหาอนุพันธ์ได้ หมายความ ว่าถ้าเขียนอยู่ในรูป 

          , , , , , , , ,u v x u v y u v z u v u v U    

แล้วฟังก์ชัน    , , ,x u v y u v  และ  ,z u v  มีอนุพันธ์ย่อยต่อเนื่องทุกอันดับใน U  

)ii  เป็นสมานสัณฐาน เนื่องจาก   ต่อเนื่องจากเงื่อนไขท่ี )i  หมายความว่า   มีการส่งแบบผกผัน
1 :V S U   ซึ่งต่อเนื่องเช่นกัน  

)iii  (เงื่อนไขของความสม่ าเสมอ) ส าหรับแต่ละ q U เชิงอนุพันธ์ 2 3:qd  เป็นแบบหนึ่งต่อหนึ่ง 

 

 

รูปที่ 2.2 พ้ืนผิวปรกติ 

 

2.3  นอร์ม (Norm) 

 ก าหนดปริภูมิเวกเตอร์ V  บนฟีลด์ย่อย (subfield) F  ของจ านวนเชิงซ้อน (complex 
number) นอร์มบน V  เป็นฟังก์ชัน :p V   ซึ่งมีสมบติดังนี้ 

ส าหรับทุกๆ a F  และทุกๆ ,u v V , 

1.    p av a p v  

2.      p u v p u p v    

3. ถ้า   0p v   แล้ว v  เป็นเวกเตอร์ศูนย ์(zero vector) 
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2.4  ปริภูมิแบบยุคลิด (Euclidean space) 

นิยาม 2.3  ให้ n เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ แล้วปริภูมิของจ านวนจริงที่มี n  มิติ จะเขียนแทนด้วย
สัญลักษณ์ n  หมายถึงเซตของจุดต่างๆ ที่อยู่ในรูปของ  1 2 3, , ,..., nx x x x เมื่อ 1 2 3, , ,..., nx x x x  เป็น

จ านวนจริง และจะเรียก n  เป็นปริภูมิแบบยุคลิด n  มิติ (n - dimensional Euclidean space) 

นิยาม 2.4  ถ้า  1 2 3, , ,..., nu u u u u  และ  1 2 3, , ,..., nv v v v v  เป็นเวกเตอร์ใดๆ ใน n  แล้วผลคูณ

ภายในแบบยุคลิด(Euclidean inner product) นิยามโดย 

1 1 2 2 3 3 ... n nu v u v u v u v u v       

และนอร์ม (Norm)ของเวกเตอร์ u ใน n คือ 

2 2 2 2

1 2 3 ... nu u u u u u u u         

 

2.5  ระนาบสัมผัส (Tangent plane) 

นิยาม 2.5  ให้ S เป็นพ้ืนผิวปรกติและส าหรับทุกๆ จุด p S  แล้วเวกเตอร์สัมผัสกับ S  ที่ p S  เป็น
เวกเตอร์ความเร็ว  0 ของบางเส้นโค้งอิงพารามิเตอร์ที่หาอนุพันธ์ได้  : , S     ส าหรับ 0   

และ  0 p   

นิยาม 2.6  เซตของทุกๆ เวกเตอร์สัมผัสกับ S  ที่ p  จะเรียกว่า ระนาบสัมผัส S  ที่ p  และจะเขียนแทน
ด้วย  pT S  

 

 

รูปที่ 2.3 ระนาบสัมผัส 
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2.6  จีออเดซิก (Geodesic) 

 ให้  : ,a b M   เป็นเส้นโค้งที่หาอนุพันธ์ได้ทุกอันดับ C  บนพ้ืนผิว M  เส้นโค้ง   เรียกว่า 

จีออเดซิกบน M  ถ้า  x   ตั้งฉากกับปริภูมิสัมผัส  sT M


 หรือขนานกับเวกเตอร์หนึ่งหน่วยปกติ e  

(จะกล่าวถึงในหัวข้อต่อๆ ไป) ส าหรับแต่ละ  ,s a b  ถ้า  : ,a b M   เป็นจีออเดซิกบน M  แล้ว 

 
2

0
d

s
ds

  
 
หรือ    , 0s s     นั่นคือ  s  เป็นเส้นโค้งท่ีมีอัตราเร็วคงท่ี 

 

2.7  พื้นผิวของการหมุนรอบ (Surface of revolution) 

นิยาม 2.7  ให้ M เป็นพ้ืนผิวในปริภูมิแบบยุคลิด ที่เกิดจากการหมุนเส้นโค้งในระนาบ xz  รอบแกน z  
ให้   เป็นเส้นโค้งในระนาบ xz  ที่แทนด้วย  x f t  และ  z z t  เมื่อ t I  เป็นพารามิเตอร์ที่แทน

ความยาวเส้นโค้ง จะเรียก M  ว่าพ้ืนผิวของการหมุนรอบถ้ารูปแบบอิงพารามิเตอร์ของ M  คือ 

           2, cos , sin , , ,t f t f t z t t R       

เมื่อ t I  และ 0,2   

นิยาม 2.8  ส าหรับแต่ละจุด x  ซึ่ง x M  ให้ :xS M  เป็นเส้นโค้งเรียบใน M  ซึ่ง 

      ,sxS s t x x   ส าหรับแต่ละ s  ซ่ึง s  แล้ว เรียก xS  ว่าพาราเลล (parallel)  ที่ผ่าน x  

นิยาม 2.9  ส าหรับแต่ละจุด p  ซึ่ง p M  ให้ :p M   เป็นเส้นโค้งเรียบใน M  ซึ่ง 

      ,p s t p s p    ส าหรับแต่ละ s  ซึ่ง s  แล้วเรียก 
p  ว่าเมอริเดียน(meridian) ที่ผ่าน

จุด p  
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รูปที่ 2.4 พ้ืนผิวของการหมุนรอบ 

 

ตัวอย่างของพ้ืนผิวของการหมุนรอบ 

 

 

รูปที่ 2.5 ทรงกระบอก 

 

พ้ืนผิวที่เกิดจากการหมุนเส้นตรง  ,0,r t  รอบแกน z  มีรูปแบบอิงพารามิเตอร์เป็น  cos , sin ,r r t   

เรียกว่าทรงกระบอก (Cylinder) รูปที่ 2.5  

 

 

รูปที่ 2.6 กรวยกลมตรง 
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พ้ืนผิวที่เกิดจากการหมุนเส้นตรง  ,0,r r  รอบแกน z  มีรูปแบบอิงพารามิเตอร์เป็น  cos , sin ,t t t   

เรียกว่ากรวยกลมตรง(Cone) รูปที่ 2.6 

นอกจากนี้ยังสามารถสร้างพ้ืนผิวของการหมุนรอบแกน x  และ y  โดย 

พ้ืนผิวที่เกิดจากการหมุนเส้นโค้ง  x t  และ  z t  รอบแกน x  จะมีรูปแบบอิงพารามิเตอร์เป็น  

        , , cos , sint t t t        

พ้ืนผิวที่เกิดจากการหมุนเส้นโค้ง  x t  และ  y t  รอบแกน y  จะมีรูปแบบอิงพารามิเตอร์เป็น

        , cos , , sint t t t        

 

 

รูปที่ 2.7 ทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียว 

 

พ้ืนผิวที่เกิดจากการหมุนเส้นโค้ง  2,0,t t  รอบแกน x  มีรูปแบบอิงพารามิเตอร์เป็น  2 2, cos , sint t t   
เรียกว่าทรงไฮเพอร์โบลาแบบช้ินเดียว (hyperboloid of One Sheet) รูปที่ 2.7 
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รูปที่ 2.8 ทรงห่วงยาง 

 

พ้ืนผิวที่เกิดจากการหมุนวงกลม  1 cos ,sin ,0t t  รอบแกน y  มีรูปแบบอิงพารามิเตอร์เป็น

    1 cos cos ,sin , 1 cos sint t t    เรียกว่าทรงห่วงยาง (Torus) รูปที่ 2.8 

 

2.8  สมการของออยเลอร ์(Euler equation) 

 ให้  ,F y y  เป็นฟังก์ชันที่มีอนุพันธ์ย่อยอันดับที่สองและ  y f x  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์

ได้ โดยก าหนด 

     
    ,

b

a

I F y x y x dx 
    

 

และ 

   ,y a A y b B   

โดยการหาอนุพันธ์ของ I  จะได้ 

      

b

a

F F
I y y dx

y y
  

  
  

  
  

        

b b

a a

F F
ydx y dx

y y
 

 
 

    
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โดยการเทคนิคการหาปริพันธ์แบบแยกส่วนจะได้ว่า 

    
|

b b

b

a

a a

F F d F
I ydx y ydx

y y dx y
   

  
  

      

        

b b

a a

F d F
ydx ydx

y dx y
 

 
 

    

        
b

a

F d F
ydx

y dx y


  
  

  
     (1)

 
 

ถ้า 0I   แล้ว I  มีค่าสุดขีด และจากสมการ(1) จะได้ว่า 0I   ก็ต่อเมื่อ 0
F d F

y dx y

 
 

   
ซึ่ง

สามารถสรุปเป็นทฤษฎีบทได้ดังนี้ 

ทฤษฎีบท 2.1  ส าหรับฟังก์ชัน  ,F y y  ที่นิยามบนเซตของ y  ที่เป็นฟังก์ชันที่มีอนุพันธ์อันดับที่หนึ่งมี

ค่าสุดขีดบนฟังก์ชันที่ก าหนด แล้ว  ,F y y  จะต้องเป็นไปตามสมการของออยเลอร์ ซึ่งกล่าวว่า 

     
0y y

d
F F

dx
 

     
(2) 

 

2.9  ความยาวเส้นโค้งในพื้นผิวปรกติ 

 ในหัวข้อนี้จะค านวณหาความยาวเส้นโค้ง เริ่มด้วยการก าหนดส่วนโค้ง c  และให้จุดสองจุดที่
แตกต่างกัน ,a b  เป็นจุดบนเส้นโค้งท่ีก าหนดดังรูป 

 

รูปที่ 2.9 ความยาวเส้นโค้งในพ้ืนผิวปรกติ (i) 
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จะได้ว่ามีเวกเตอร์ที่มีขนาดเท่ากัน n  เวกเตอร์ ที่เชื่อมระยะทางจาก a  ไป b  

 

 

รูปที่ 2.10 ความยาวเส้นโค้งในพื้นผิวปรกติ (ii) 

 

โดยขนาดของเวกเตอร์แต่ละเวกเตอร์หาได้จากสูตรการหาเวกเตอร์ลัพธ์ ดังรูปที่ 2.11 

 

 

รูปที่ 2.11 ความยาวเส้นโค้งในพื้นผิวปรกติ (iii) 

 

เนื่องจาก    
   c t h c t

c t h c t h
h

 
  

 
และ b a

h t
n


  

 
เมื่อท าการแบ่งช่วงให้ได้ n  ที่มาก

ที่สุดนั่นคือ n  จะได้ว่า 0h   นั่นคือ    
   

 
0

lim
h

c t h c t
c t h c t t c t t

h

 
       

พิจารณา        c t h c t c t t c t t        จะได้ว่าความยาวในแต่ละช่วงคือ  c t t   

นั่นคือความยาวรวมของช่วง a  ไป b  คือ 
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         
1

lim
n b b

i i
a an

i

length ab c t t c t dt c t c t dt




           

นิยาม 2.10  ก าหนดส่วนโค้ง c  บนช่วง  ,a b  ฟังก์ชันความยาวส่วนโค้ง c  ก าหนดโดย 

       :
b

a
length ab L c c t c t dt     

ถ้ารูปแบบของพ้ืนผิวนิยามโดย 

    ,u t v t   

และ 

    , u vu t v t u v       

แล้วฟังก์ชันความยาวเส้นโค้ง   บนพื้นผิวคือ 

        :
b

a
L t t dt     

        
b

u v u v
a

u v u v dt           

     2 2 2
b

u u v v u v
a

u v v u dt               

ให้ 

, ,u u v v u vE G F            

จะได้ว่า 

    2 2 2
b

a
L u E v G u v Fdt          (3) 
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นิยาม 2.11  จากสมการ (3) โดยการแทน  du t dt  และ  dv t dt   นิพจน์
2 2 22ds Edu Fdudv Gdu    เรียกว่ารูปแบบมูลฐานแบบที่หนึ่ง (First fundamental form)  

ก าหนดรูปแบบอิงพารามิเตอร์ของพ้ืนผิวของการหมุนรอบคือ 

            1 2 1 2 1 2 1, cos , sin ,t t f t t f t t z t   

โดยการหาอนุพันธ์ย่อยเทียบ 1t  และ 2t  ได้ว่า 

            
1 1 2 1 2 1 2 1, cos , sin ,t t t f t t f t t z t     

          
2 1 2 1 2 1 2, sin , cos ,0t t t f t t f t t    

จาก 2 2 22ds Edu Fdudv Gdu    

โดย               
1 1

2 2 2 2 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1, , cos sint tE t t t t f t t f t t z t f t z t              

            
1 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , sin cos cos sin 0t tF t t t t f t t f t t f t t f t t          

          
2 2

2 2 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1, , sin cost tG t t t t f t t f t t f t       

จะได้ว่า 

      
2 2 22 2 2

1 1 1 1 2ds f t z t dt f t dt     

เรียกสมการนี้ว่า รูปแบบหลักมูลที่หนึ่งของพ้ืนผิวของการหมุน 

นิยาม2.12  ส าหรับเส้นโค้ง    ใดๆ บนพื้นผิวก าหนด  ,e u v  เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วยที่นิยามโดย 

 , u v

u v

e u v
 

 





 

เมื่อ u v   เป็นผลคูณเชิงเวกเตอร์ (Cross Product) ของ u  กับ v  และ u v   คือขนาดของ

เวกเตอร์ u v   แล้วจะเรียก  ,e u v  ว่าเวกเตอร์หนึ่งหน่วยปกติ(the unit normal vector) 

 

http://en.wikipedia.org/wiki/First_fundamental_form


18 

 

นิยาม 2.13  ก าหนดฟังก์ชัน ,L M  และ N  นิยามโดย 

   , : ,uuL u v e u v  ,    , : ,uvM u v e u v  ,    , : ,vvN u v e u v   

ทฤษฎีบท 2.2  ถ้า 2LN M  เป็นค่าบวก ณ จุด  0 0,u v  แล้วบริเวณในช่วงเล็กๆ ที่ล้อมรอบ 

 0 0,u v  จะถูกก าหนดขอบเขตโดยระนาบสัมผัส ณ จุด  0 0,u v  ดังรูป และถ้า 2LN M  มีค่าเป็น

ลบ ณ จุด  0 0,u v  แล้วจุด  0 0,u v  จะเป็นจุดอานม้า (saddle point) ดังรูปที่ 2.12 

 

 

รูปที่ 2.12 ลักษณะของพ้ืนผิวที่มีค่าความโค้งเป็นบวกและลบ 

 

ก าหนดเส้นโค้งอัตราเร็วหนึ่งหน่วย       ,t u t v t   เป็นเส้นบนพ้ืนผิว   แล้วจะได้ว่า  t  เป็น

เวกเตอร์สัมผัสหนึ่งหน่วย ณ จุด t  บน   และตั้งฉากกับเวกเตอร์หนึ่งหน่วยปกติ  ,e u v  ที่จุดเดียวกัน 

แล้วจะได้ว่าเวกเตอร์สามเวกเตอร์         , ,t e u t v t t    และ     ,e u t v t  เป็นเวกเตอร์ที่ตั้ง

ฉากซึ่งกันและกัน และเนื่องจาก     1t t     โดยการหาอนุพันธ์จะได้ว่า     0t t     นั่นคือ 

 t  ตั้งฉากกับ  t (รูปที2่.13) 

 

 

 

 

รูปที่ 2.13 สามเวกเตอร์ตั้งฉาก         , ,t e u t v t t    และ     ,e u t v t  

 t

 t

   e t t

 e t

 t


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ดังนั้นจาก         , ,t e u t v t t    และ     ,e u t v t  เป็นเวกเตอร์ที่ตั้งฉากซึ่งกันและกัน ถ้า 

         1 2 3, ,t C t C e u v C e u v t         

จะได้ว่า 

                 1 2 3, ,t t C t t C e u v t C e u v t t                     

เนื่องจาก           , , 0e u v t e u v t t          และ  
2

1t   

จะได้    1C t t     และในท านองเดียวกันจะได้    2 ,C t e u v   และ 

      3 ,C t e u v t      นั่นคือ 

                           , , , ,t t t t t e u v e u v t e u v t e u v t                       

และเนื่องจาก     0t t     จะได้ว่า 

                    , , , ,t t e u v e u v t e u v t e u v t               

โดยการแทน    , nt e u v K    และ       , gt e u v t K      สิ่งที่ได้คือ 

       , ,n gt K e u v K e u v t      

นิยาม2.14  ฟังก์ชัน  0nK t  และ  0gK t  จะเรียกว่าเป็นค่าความโค้งปกติ (normal curvature) และ

ค่าความโค้งจีออเดซิก (geodesic curvature) ของเส้นโค้ง   บนพ้ืนผิว   ณ จุด 0t  ถ้าฟังก์ชันทั้งสอง
นิยามโดย 

              ,n gK t t n t K t t n t t          

เมื่อ       , u v

u v

n t e u t v t
 

 


 


 คือเวกเตอร์หนึ่งหน่วยปกติ 
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ทฤษฎีบท 2.3  เส้นโค้งอัตราเร็วคงที่   เป็นจีออเดซิกบนพ้ืนผิว   ก็ต่อเมื่อ ค่าความโค้งจีออเดซิกมีค่า
เป็น 0 

พิสูจน์  ก าหนดเส้นโค้งอัตราเร็วคงท่ี   บนพื้นผิว   และค่าความโค้งจีออเดซิกนิยามโดย 

        gK t t n t t      

ถ้า  t  เป็นจีออเดซิก ตามนิยามจะได้ว่า  t  ขนานกับ  n t  จะได้ว่า   ท ามุมตั้งฉากกับ 

   n t t  นั่นคือท าให้        0t n t t      

ในท านองเดียวกัน ถ้าก าหนด        0t n t t      โดยที่   0t   จะได้ว่า  t  ท ามุมตั้งฉาก

กับ    n t t  และเนื่องจาก    ,t t c    จะได้ว่า    , 0t t    นั่นคือ    t t    

ท าให้  t  ขนานกับ       t n t a t   จะได้ว่า   ขนานกับ  n t            

 

2.10  สัญลักษณ์ครสิทอฟเฟิล (Christoffel symbols) 

 ก าหนด  1 2: , : , : , : , 1,2
i i ji u ij u uu u u v i         และ   , u v

u v

e u v
 

 





เป็นเวกเตอร์ตั้ง

ฉากหนึ่งหน่วย จาก  1 1 2 2 1 2 1 2( , ), ( , ), ( , )x u u x u u e u u  เป็นฐานหลักของ 3  แล้ว 
1 2( , )ijx u u  สามารถ

เขียนเป็นผลรวมเชิงเส้นของเวกเตอร์ฐานหลักท้ังสามได้ ดังนั้นมีฟังก์ชัน   , , , 1,2k

ij ijh i j k   ซึ่งท าให้ 

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

, , 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )k

ij ij k ij

i j k

u u u u x u u h u u e u u


     

เป็นจริง โดยที่ 

           11 12 21 22, , , , , , , ,uu uv vvh L u v e u v h h M u v e u v h N u v e u v             

เรียกสมการนี้ว่า สมการเกาส์ (Gauss equation) และฟังก์ชัน k

ij  เรียกว่าสัญลักษณ์คริสทอฟเฟิล 

นิยาม 2.15   : , 1,2ij i jg x x i j    

นิยาม 2,16   
1

:ij

ijg g


 โดยที่ ijg  แทนส่วนประกอบ  ,i j  ของอินเวอร์สของเมทริกซ์  
1

ijg

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ทฤษฎีบท 2.4  จะมีจ านวนนับ  , , 1,2i j k   ซ่ึงท าให้ 

 
1

, , ,

1

2

k kl

ij il j jl i ij l

l

g g g g     

เมื่อ 
,ij l ij

l

g g
u




 และ k

ij  อยู่ในรูป 
ijg  และอนุพันธ์ของ 

ijg  

พิสูจน์  จาก 

il i lg x x   

หาอนุพันธ์เทียบ j  จะได้ 

,il j ij l i ljg x x x x     

โดยสมการของเกาส์ จะได้ 

   

2 2

,

, , 1 , , 1

k k

il j ij k ij l i lj k lj

i j k i j k

g x h e x x x h e
 

   
            
   
   

   

2 2

, , 1 , , 1

k k

ij k l ij l lj k i lj i

i j k i j k

x x h e x x x h e x
 

            

   

2 2

, , 1 , , 1

k k

ij k l lj k i

i j k i j k

x x x x
 

        

ดังนั้น 

   
 

2

,

1

k k

il j ij kl lj lk

k

g g g


     

เนื่องจาก il i l l i lig x x x x g      จะได้ว่า 

   
 

2

,

1

k k

jl i ji kl li lk

k

g g g


   
 

ในท านองเดียวกันจะได้ว่า 
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 

2

,

1

k k

ji l jl ki il jk

k

g g g


     

จากนั้น จะได้ว่า 

 
     

2 2 2

, , ,

1 1 1

k k k k k k

il j jl i ij l ij kl lj lk ji kl li lk jl ki il jk

k k k

g g g g g g g g g
  

              

   
     

2 2 2

1 1 1

k k k k k k

ij lj kl ji li ki jl il jk

k k k

g g g
  

            

เนื่องจาก k k

ij ji    และ 
ij jix x  จะได้ว่า 

2

, , ,

1

2 k

il j jl i ij l ij lk

k

g g g g


     

คูณด้วย lmg  ตลอดสมการ และผลรวมแปรไปตาม l  นั่นคือ 

 
2 2

, , ,

1 1

2 k m lm

ij k il j jl i ij l

k l

g g g g
 

      

เมื่อ 

1,

0,

m

k

k m

k m



 


 

ดังนั้น 

 
1

, , ,

1

2

k kl

ij il j jl i ij l

l

g g g g     

ก าหนดเส้นโค้งจีออเดซิก 

           1 2,s t s t s   

โดยการหาอนุพันธ์เทียบตัวแปร s  จะได้ว่า 

                  1 1 2 1 2 1 2 2, ,s t s t s t s t s t s t s       
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      

2

1 2 1

1

,i i

i

t s t s t s



 

โดยการหาอนุพันธ์อันดับที่สองของ  s  เทียบตัวแปร s  จะได้ว่า 

                        
2

12 1 2 1 2 11 1 2 1 1 1 2 1, , ,s t s t s t s t s t s t s t s t s t s t s           

                       
2

21 1 2 1 2 22 1 2 2 2 1 2 2, , ,t s t s t s t s t s t s t s t s t s t s         

จากสมการเกาส์ 

                        
2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1

, , , , ,k

ij ij k ij

k

t s t s t s t s t s t s h t s t s e t s t s 


    

จะได้ว่า 

                        
2

11 1 2 11 1 2 1 1 2 11 1 2 1 2

1

, , , , ,k

k

k

t s t s t s t s t s t s h t s t s e t s t s 


    

                        
2

12 1 2 12 1 2 1 2 12 1 2 1 2

1

, , , , ,k

k

k

t s t s t s t s t s t s h t s t s e t s t s 


    

                        
2

21 1 2 21 1 2 1 2 21 1 2 1 2

1

, , , , ,k

k

k

t s t s t s t s t s t s h t s t s e t s t s 


    

                        
2

22 1 2 22 1 2 1 2 22 1 2 1 2

1

, , , , ,k

k

k

t s t s t s t s t s t s h t s t s e t s t s 


  
 

จะได้ว่า 

                         
2

11 1 2 1 1 2 11 1 2 1 2 1 2

1

, , , ,k

k

k

s t s t s t s t s h t s t s e t s t s t s t s 


       
 
  

 
                     

2
2

12 1 2 1 2 12 1 2 1 2 1

1

, , , ,k

k

k

t s t s t s t s h t s t s e t s t s t s


     
 
  

 
                       

2

21 1 2 1 2 21 1 2 1 2 1 2

1

, , , ,k

k

k

t s t s t s t s h t s t s e t s t s t s t s


      
 
  
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                     

2
2

22 1 2 1 2 22 1 2 1 2 2

1

, , , ,k

k

k

t s t s t s t s h t s t s e t s t s t s


     
 
  

 
      

2

1 2

1

,i i

i

t s t s t s


  

หรือ 

                      
2 2

1 2 1 2 1 2

1 , , 1

, , ,k

i i ij k i j

i i j k

s t s t s t s t s t s t s t s t s t s  
 

      

 

  
             

2

1 2 1 2

, 1

, ,ij i j

i j

h t s t s t s t s e t s t s


   

ถ้า   เป็นจีออเดซิกจะได้ว่า 0     และเนื่องจาก     1 2, 0e t s t s    นั่นคือ 

                    
2 2

1 2 1 2 1 2

1 , , 1

, , ,k

i i ij k i j

i i j k

t s t s t s t s t s t s t s t s t s    
 

 
         

 
   

 
             

2

1 2 1 2

, 1

, , 0ij i j

i j

h t s t s t s t s e t s t s 


      

 
                    

2 2

1 2 1 2 1 2

1 , , 1

, , , 0.k

i i ij k i j

i i j k

t s t s t s t s t s t s t s t s t s 
 

        

จะได้ 

               
2 2

1 2 1 2

1 , 1

, , 0k

k ij i j k

k i j

t s t s t s t s t s t s t s
 

 
     

 
   

สิ่งที่ตามมาจะได้เป็นบทแทรกดังต่อไปนี้ 
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บทแทรก 2.1  ให้       1 2,s t s t s   เป็นเส้นโค้งในปริภูมิ แล้ว   เป็นจีออเดซิกก็ต่อเมื่อ   
เป็นไปตามสมการ 

            
2

1 2

, 1

, 0, 1,2i

i jk j k

j k

t s t s t s t s t s i


     
 

ก าหนดรูปแบบอิงพารามิเตอร์ของพ้ืนผิวของการหมุนรอบ 

          , cos , sin ,t s s f t f t t     

จะได้ว่า 

 2

11 1g E f t    , 12 21 0g g F    ,  2

22g G f t   

โดยสัญลักษณ์คริสทอฟเฟิลจะได้ว่า 

    
 

    1 11 12

11 11,1 11,1 11,1 12,1 12,1 11,2 2

1 1 1
2

2 2 1
g g g g g g g g f t f t

f t
        

 
 

    
 

    1 11 12

22 21,2 21,2 22,1 22,2 22,2 22,2 2

1 1 1
2

2 2 1
g g g g g g g g f t f t

f t
        

 
 

    1 11 12

12 11,2 21,1 12,1 12,2 22,1 12,2

1
0

2
g g g g g g g g         

    1 11 12

21 21,1 11,2 21,1 22,1 12,2 21,2

1
0

2
g g g g g g g g         

    2 21 22

11 11,1 11,1 11,1 12,1 12,1 11,2

1
0

2
g g g g g g g g         

    2 21 22

22 21,2 21,2 22,1 22,2 22,2 22,2

1
0

2
g g g g g g g g         

    
 

 
2 21 22

12 11,2 21,1 12,1 12,2 22,1 12,2

1

2

f t
g g g g g g g g

f t


         

    
 

 
2 21 22

21 21,1 11,2 21,1 22,1 12,2 21,2

1

2

f t
g g g g g g g g

f t


         
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จาก บทแทรก 2.1 จะได้ว่า 

     
   

 

   

 
2 2

2 2
0

1 1

f t f t f t f t
t s t

f t f t


  
    

  
  (4) 

     
 

 

 

 
1

1

0
f t f t

s t t
f t f t

  
 

          (5) 

เรียกสมการนี้ว่าสมการจีออเดซิกของพ้ืนผิวของการหมุนรอบ 

จาก 

    
 

 

 
2 0

f t
s t

f t
 


   

 

          2 2 0f t s f t f t t     

 

        2 0d f t s    

ดังนั้นส าหรับ s  ใดๆ ซึ่ง  ,s a b  จะมีค่าคงที่   ซ่ึง 

   2f t s    

ส าหรับ s  ใดๆ ซึ่ง  ,s a b  ค่าคงที ่  เรียกว่าค่าคงที่แกลโร (Clairaut constant)ส าหรับจีออเดซิก

 s  

จากสมการจีออเดซิก (4) และ (5) สิ่งที่ได้ตามมาคือประพจน์ดังต่อไปนี้ 

ประพจน์ 1  [3,5] พาราเลลที่ผ่านจุด  0 0 0,p t   ในพ้ืนผิว M  เป็นจีออเดซิกก็ต่อเมื่อ  0 0f t   

พิสูจน์  ให้พาราเลลที่ผ่านจุด 0p  นิยามโดย 

   0t s t p และ    0s s p    

ส าหรับ s  ใดๆ ซึ่ง s  สมมติพาราเลลเป็นจีออเดซิก ดังนั้นพาราเลลเป็นไปตามสมการ (4) และ (5) 

จะได้      0 0 0f t s f t s   เนื่องจาก   0f t   ใน  0,  ใน M  ดังนั้น   0 0f t s   
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ในทางตรงข้าม สมมติ   0 0f t s   ดังนั้นพาราเลลเป็นไปตามสมการจีออเดซิก 

นั่นคือมีบางพาราเลลเป็นจีออเดซิกในพ้ืนผิว M  ก็ต่อเมื่อ   0 0f t s             

ประพจน์ 2  [3,5] ทุกๆเมอริเดียนในพ้ืนผิว M  เป็นจีออเดซิกและค่าคงที่แกลโรของเมอริเดียนเป็นศูนย์
เสมอ 

พิสูจน์  ให้ : M   เป็นรูปแบบอิงพารามิเตอร์ความยาวเส้นโค้งของเมอริเดียน ดังนั้นมีค่าคงที่ 

0 0,s    ซ่ึง 

   0 0,s s s    

ส าหรับ s  ใดๆ ซึ่ง s  จะได้    0t s s s    และ    0s    ดังนั้นจาก (4) และ (5) จะได้ว่า 

  เป็นไปตามสมการจีออเดซิกนั่นคือ เมอริเดียนใน M  เป็นจีออเดซิก และเนื่องจาก   0s    จะได้ 

0   นั่นคือ ค่าคงที่ของแกลโรของเมอริเดียนเป็นศูนย์             

ประพจน์ 3  [1,2,4] เส้นตรงเป็นจีออเดซิกที่สั้นที่สุด 

 

2.11  ทฤษฏีบทฮอพ-รีนอฟ (Hopf-Rinow Theorem) 

 ให้ M เป็นแมนิโฟล์แบบรีมันต์ที่ เชื่อมโยงอย่างบริบูรณ์ (complete connected 
Riemannian mannifold) ส าหรับแต่ละคู่ของจุด p  และ q  ที่อยู่บน M  แล้ว p  และ q  สามารถ
เชื่อมด้วยจีออเดซิกที่สั้นที่สุด และทุกๆ จีออเดซิกบน M  สามารถยืดออกไปได้ท้ังสองทิศทาง 

 

 

รูปที่ 2.14 จีออเดซิกที่เชื่อมจุด p  และ q  สามารถยืดออกไปได้ทั้งสองทิศทาง  
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2.12  คัทพอยท์และคัทโลกัส (Cut point and Cut locus) 

ให้  1,
|

a t
  เป็นจีออเดซิกอัตราเร็วหนึ่งหน่วยที่สั้นที่สุด ที่ออกมาจากจุด  : 0p   บนพื้นผิว

เชื่อมโยงสมบูรณ์ (complete connected surface) M  ถ้ามีทุกจ านวน 2t  ซึ่ง 2 1t t  และ ทุกๆ จี
ออเดซิกที่ยืดออก  20,

|
t

 ไม่เป็นจีออเดซิกที่สั้นที่สุดอีกต่อไป แล้วเรียก  1t ว่าคัทพอยท์ของ p  ตาม   

 คัทโลกัสของ p แทนด้วย 
pC เป็นเซตของทุกๆ คัทพอยท์ตามจีออเดซิกที่สั้นที่สุดที่ออกมาจาก p  

บทตั้งคลิงเกนเบิร์ก  (Klingenberg Lemma)ถ้าจุด p  และจุด q  เชื่อมด้วยสองจีออเดซิกที่สั้นที่สุด   
และ   แล้ว q  เป็นคัทพอยท์ของ p  ตาม   และ q  เป็นคัทพอยท์ของ p  ตาม   

พิสูจน์  ให้   และ  เป็นจีออเดซิกที่สั้นที่สุดที่เชื่อมจุด  0p t  และ  1q t   

 

 

รูปที่ 2.15 รูปประกอบการพิสูจน์บทตั้งคลิงเกนเบิร์ก (i) 

 

ต้องการแสดงว่า q เป็นคัทพอยท์ของ p  ตาม   

จะพิสูจน์แบบข้อขัดแย้ง โดยสมมติ q  ไม่เป็นคัทพอยท์ของ p  

ท าการยืดเส้นจากจุด  1q t ไปยังจุด  2t เป็นระยะทาง   

 

 

รูปที่ 2.16 รูปประกอบการพิสูจน์บทตั้งคลิงเกนเบิร์ก (ii) 
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ลากเส้น   จาก  2t  ไปยังจุดบน   โดยให้อยู่ในย่าน   รอบจุด  1t  

 

 

รูปที่ 2.17 รูปประกอบการพิสูจน์บทตั้งคลิงเกนเบิร์ก (iii) 

 

จากอสมการสามเหลี่ยมจะได้ว่า 

 2 l   

แต่เนื่องจาก 

   l l   

ดังนั้น 

            2l l l       

              l l l         

แสดงว่า เมื่อยืดเส้นจาก  1t  ไปถึง  2t  แล้ว เส้นที่เชื่อม  0  และ  2t  ไม่เป็นจีออเดซิกที่สั้น

ที่สุดอีกต่อไป แล้ว  1t  เป็นคัทพอยท์ของ  0t  ซึ่งขัดแย้งกับที่ก าหนดว่า  1t  ไม่เป็นคัทพอยท์

ของ  0t  

ในท านองเดียวกันสามารถพิสูจน์ได้ว่า  1t  เป็นคัทพอยท์ของ  0t  ตาม   

นั่นคือถ้ามีสองจีออเดซิกที่สั้นที่สุดเชื่อมจุดคู่เดียวกันแล้วจุดสองจุดนั้นจะเป็นคัทพอยท์ซึ่งกันและกัน    



 

 

บทท่ี 3 

วิธีการด าเนินงานวิจัย 
 

 เพ่ือที่จะศึกษาคัทโลกัส จึงจ าเป็นต้องอธิบายสมการจีออเดซิกของบางพ้ืนผิวของการหมุนรอบ 
โดยใช้ประโยชน์จากรูปแบบอิงพารามิเตอร์ของพ้ืนผิวนั้นๆ รวมทั้งค่าความโค้งปกติและค่าความโค้ง       
จีออเดซิกของเส้นบนพื้นผิว 

3.1  สมการจีออเดซิก 

3.1.1  สมการจีออเดซิกของทรงกระบอก 

 

 

รูปที่ 3.1 ทรงกระบอก 

 

รูปแบบอิงพารามิเตอร์ของทรงกระบอกนั้นเป็นไปตามสมการ 

     , cosx u v r v  

     , siny u v r v  

     ,z u v u  

โดยการจัดให้อยู่ในรูปแบบหลักมูลที่หนึ่งของพ้ืนผิวของการหมุน
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      
2 2 22 2 2

1 1 1 1 2ds f t z t dt f t dt     

เมื่อก าหนด  f u r  และ  z u u  

จะได้ว่า   0f u  และ   1z u   

นั่นคือ 

   
22 2 21ds du r dv   

เป็นรูปแบบหลักมูลที่หนึ่งของทรงกระบอก 

จะได้ว่าฟังก์ชั่นความยาวของทรงกระบอกคือ 

2 2 2s u r v dt    

ต่อมานิยามฟังก์ชัน  F x ด้วย 

  2 2 2F x u r v    

เพ่ือที่จะหาค่าขีดสุดของฟังก์ชัน จากสมการออยเลอร์ 

0y y

d
F F

dx
   

เมื่อก าหนด y v และ y v  จะได้ว่า 

0vF  และ
2

v

r v
F

F



  

จากสมการออยเลอร์จะได้ 

     

2

0
d r v

dx F


  

             

2r v

F



  

เมื่อ   เป็นค่าคงที่ใดๆ 
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ต่อมาเราจะพิจารณาสมการ 

 

2r v

F



  

 
 4 2 2 2 2 2 2 2r v F u r v       

 
4 2 2 2 2 2 2r v u r v      

 
4 2 2 2 2 2r v r v u      

  
 4 2 2 2 2 2r r v u     

 
 

2 2
2

4 2 2

u
v

r r






 


 

โดยการอินทริเกรตจะได้ว่า 

   
 

2

4 2 2
v du

r r









 

   
 

2

4 2 2
u

r r






  
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3.12  สมการจีออเดซิกของทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียว 

 

 

รูปที่ 3.2 ทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียว 

 

รูปแบบอิงพารามิเตอร์ของทรงไฮเพอร์โบลานั้นเป็นไปตามสมการ 

      2, 1 cos cosx u v a u v r v    

      2, 1 sin siny u v a u v r v    

     ,z u v bu  

โดยการจัดให้อยู่ในรูปแบบหลักมูลที่หนึ่งของพ้ืนผิวของการหมุน 

      
2 2 22 2 2

1 1 1 1 2ds f t z t dt f t dt     

เมื่อก าหนด   21f u a u   และ  z u bu  

จะได้ว่า  
21

au
f u

u
 


และ  z u b   

 

x

z

r v
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นั่นคือ 

 
2

2
2 2 2 2 2

2
1

1

au
ds b du a u dv

u

  
     
   

 

เป็นรูปแบบหลักมูลที่หนึ่งของทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียว 

จะได้ว่าฟังก์ชั่นความยาวของทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียวคือ 

 
2

2
2 2 2 2

2
1

1

au
s b u a u v dt

u

  
       
   

  

ต่อมานิยามฟังกช์ัน  F x ด้วย 

   
2

2
2 2 2 2

2
1

1

au
F x b u a u v

u

  
       
   

  

เพ่ือที่จะหาค่าขีดสุดของฟังก์ชัน จากสมการออยเลอร์ 

0y y

d
F F

dx
   

เมื่อก าหนด y v และ y v  จะได้ว่า 

0vF  และ  2 22 1
v

a u v
F

F



  

จากสมการออยเลอร์จะได้ 

 2 22 1
0

a u vd

dx F


  

 2 21a u v

F



  

เมื่อ   เป็นค่าคงที่ใดๆ 
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ต่อมาเราจะพิจารณาสมการ 

  
 2 21a u v

F



  

      
2

22
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
1 1

1

au
a u v F b u a u v

u
 

   
          
     

 

      
2

22
2 2 2 2 2 2 2 2

2
1 1

1

au
a u v b u a u v

u
 

  
        
   

 

   
2

22
4 2 2 2 2 2 2 2 2

2
1 1

1

au
a u v a u v b u

u
 

  
        
   

 

   
2

22
4 2 2 2 2 2 2 2

2
1 1

1

au
a u a u v b u

u
 

            
     

 

    
   

2

2 2 2 2

2 22
4 2 2 2

1

11 1

au
v b u

ua u a u





  
    
         

 

 

จาก 21r a u  จะได้ว่า
21

au
r u

u
 


 

    
 

2

2 2 2 2 2

4 2 2 2

1

1

au
v u b u

r r u




  
     
    

 

    
 

 2 2 2 2

4 2

1
v r b u

r r



   


 

    
   

2
2 2 2 2

4 2 2 2 2

1 r
v r b r

r r a r a




  
     

   
  

 

    
   

2
2 2 2

4 2 2 2 2

1
1

r
v b r

r r a r a




  
    

   
  
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   

2
2

4 2 2 2 2

1
1

r
v b r

r r a r a




  
    

   
  

 

โดยการอินทริเกรตจะได้ว่า 

2

2
1

r
u

a
   

    
   

2
2

4 2 2 2 2

1
1

r
v b dr

r r a r a




  
   

   
  

  

โดยการหาผลเฉลยด้วยโปรแกรม Mathematica จะได้ 

        
 

2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2 4 2

1
b r

ra r r
v r

b a b r r


 



 
 
 
 

    


    
2 2

2 2 2 2 1

2 2
sin ...

r r
b r F c

 
 

   


   
      

   
  

 

 

3.13  สมการจีออเดซิกของกรวยกลมตรง 

 

 

รูปที่ 3.3 กรวยกลมตรง 

 

1

h

x

z
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รูปแบบอิงพารามิเตอร์ของกรวยกลมตรงนั้นเป็นไปตามสมการ 

     
 , cos cos

h u
x u v v r v

h


   

     
 , sin sin

h u
y u v v r v

h


   

     ( , )z u v u  

โดยการจัดให้อยู่ในรูปแบบหลักมูลที่หนึ่งของพ้ืนผิวของการหมุน 

      
2 2 22 2 2

1 1 1 1 2ds f t z t dt f t dt     

เมื่อก าหนด  
h u

f u
h


  และ  z u u  

จะได้ว่า  
1

f u
h


  และ   1z u   

นั่นคือ 

2 2

2 2 21
1

h u
ds du dv

h h

     
           

 

เป็นรูปแบบหลักมูลที่หนึ่งของกรวยกลมตรง 

จะได้ว่าฟังก์ชั่นความยาวของกรวยกลมตรงแบบชิ้นเดียวคือ 

 
2

2 2

2 2

1
1

h u
s u v dt

h h

 
    

 
  

ต่อมานิยามฟังกช์ัน  F x ด้วย 

 
 

2

2 2

2 2

1
1

h u
F x u v

h h

 
    

   
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เพ่ือที่จะหาค่าขีดสุดของฟังก์ชัน จากสมการออยเลอร์ 

0y y

d
F F

dx
   

เมื่อก าหนด y v และ y v  จะได้ว่า 

0vF  และ  
2

2v

h u v
F

h F



  

จากสมการออยเลอร์จะได้ 

     

 
2

2
0

h u vd

dx h F


  

     

 
2

2

h u v

h F



  

เมื่อ   เป็นค่าคงที่ใดๆ 

ต่อมาเราจะพิจารณาสมการ 

 
4 2

2

4 2

h u v

h F



  

   

 

 

4

2

4
2

2

2 2

2 2

1
1

h u
v

h

h u
u v

h h







 

   
 

 

     
   

4 2

2 2 2 2

4 2 2

1
1

h u h u
v u v

h h h


   
         

 

   
   

4 2

2 2 2 2 2

4 2 2

1
1

h u h u
v v u

h h h
 

   
     

 
 

   
   

4 2

2 2 2 2

4 2 2

1
1

h u h u
v u

h h h
 

    
         

 



39 

 

     
   

2

2
2 2

4 2

2

4 2

1
1 u

h
v

h u h u

h h





 
 

  
  

 
 
 

 

จาก h u
r

h


 จะได้ว่า 1

r u
h


  เมื่อน าไปแทนในสมการ 

   

2

2
2 2

4 2

2

4 2

1
1 u

h
v

h u h u

h h





 
 

  
  

 
 
 

 จะได ้

     
 

2
2

2

2 2

4 2 2

u
u

h
v

r r




 
 

  


 

     
 
 

2 2 2

2 2

4 2 2

r r h
v

r r




 
 


 

     
 

 

2

2 2 2

4 2 2

1 h
v r

r r





 


 

โดยการอินทริเกรตจะได้ว่า 

        1u h r   

          

 
 

2

2 2

11 h
v dr

r r








  

โดยการหาผลเฉลยด้วยโปรแกรม Mathematica จะได้ 

 
2 2 2

2 2

2 2

1
log 2 log

h r i
i r

r r
v c

 






     
    

  
  

    
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3.1.4  สมการจีออเดซิกของทรงห่วงยาง 

 

 

รูปที่ 3.4 ทรงห่วงยาง 

 

รูปแบบอิงพารามิเตอร์ของทรงห่วงยางนั้นเป็นไปตามสมการ 

       , cos cosx u v a b u v   

       , cos siny u v a b u v   

     , sinz u v b u  

โดยการจัดให้อยู่ในรูปแบบหลักมูลที่หนึ่งของพ้ืนผิวของการหมุน 

      
2 2 22 2 2

1 1 1 1 2ds f t z t dt f t dt     

เมื่อก าหนด    cosf u a b u   และ   sinz u u  

จะได้ว่า   sinf u b u   และ   cosz u b u   

นั่นคือ 

      
2 2 22 sin cos cosds b u b u du a b u dv     
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เป็นรูปแบบหลักมูลที่หนึ่งของพาราโบลอยแบบชิ้นเดียว 

จะได้ว่าฟังก์ชั่นความยาวของพาราโบลอยแบบชิ้นเดียวคือ 

 
22 2 2coss b u a b u v dt     

ต่อมานิยามฟังห์ชัน  F x ด้วย 

   
22 2 2cosF x b u a b u v     

เพ่ือที่จะหาค่าขีดสุดของฟังก์ชัน จากสมการออยเลอร์ 

0y y

d
F F

dx
   

เมื่อก าหนด y v และ y v  จะได้ว่า 

0vF  และ  
2

cos
v

a b u v
F

F



  

จากสมการออยเลอร์จะได้ 

     

 
2

cos
0

a b u vd

dx F


  

     

 
2

cosa b u v

F



  

เมื่อ   เป็นค่าคงที่ใดๆ 

ต่อมาเราจะพิจารณาสมการ  
2

cosa b u v

F



  

      4 22 2 2 2 2 2 2cos cosa b u v F b u a b u v         

     
4 22 2 2 2 2 2cos cosa b u v b u a b u v        

   
4 22 2 2 2 2 2cos cosa b u v a b u v b u        
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    4 22 2 2 2 2cos cosa b u a b u v b u       

    
    

2 2 2
2 2

4 22cos cos

b u
v

a b u a b u







 

  
 

ก าหนด cosr a b u   หรือ 1cos
r a

u
b

 
 จะได้ว่า 

2

1

1

u r

r a
b

b


 

 
  
 

 

    

 

2 2 2
2 2

24 2 2

1

b r
v

r r r a

b







 

   
       

        

2 2 2
2

24 2 2 2

b r
v

r r b r a






 

  
 

        

2 2 2
2

22 2 2 2

b r
v

r r b r a






 

  
 

โดยการอินทริเกรตจะได้ว่า 

   
    

2 2 2

22 2 2 2

b r
v dr

r r b r a








  
 , 1cos

r a
u

b

 
  

และโดยการหาผลเฉลยด้วยโปรแกรม Mathematica จะได้ 

  
 

  

 

  

 

  
2

2

1
2 2

2 2 2

a a r r b a r a a b r
v r a b a r

a b a b a r a b a r a b a r

     
    

     
 

             
  

 

  

2 2
1

2 2 2 2 2 2
sin

22

b a ra b
F c

a b a rr r a a ar b r


  
   

         
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3.2  ค่าความโค้งจีออเดซิก และค่าความโค้งปกติ 

 ในหัวข้อนี้จะท าการหาค่าความโค้งจีออเดซิกและค่าความโค้งปกติของเส้นโค้งบนบางพ้ืนผิวของ
การหมุนรอบโดยการพิจารณาจากรูปแบบอิงพารามิเตอร์ของพื้นผิวนั้นๆ 

3.2.1  ทรงกระบอกกลม 

 ต่อไปจะเป็นการค านวณหาค่าความโค้งปกติและค่าความโค้งจีออเดซิกของเส้นตรง (เมอริเดียน) 
 1,0,t   บนรูปทรง ทรงกระบอก  cos ,sin ,u u v   

ในการค านวณค่าความโค้งปกติค่าความโค้งจีออเดซิกของเส้นตรงจะเริ่มด้วยการหาค่า   และ   

 

 

0,0,1

0,0,0





 

 
 

เนื่องจาก 

      sin ,cos ,0u u u    

      0,0,1v   

จะได้ว่า 

cos 0 sin 0 sin cos
, ,

0 1 0 1 0 0
u v

u u u u
 

  
   

 
 cos ,sin ,0u u  

เนื่องจาก   เป็นเส้นกราฟที่อยู่บน   โดยความสัมพันธ์    จะได้ว่า 

   1,0, cos ,sin ,t u u v  

นั่นคือ 0,u v t   จะได้ว่า  

   1,0,0u v

u v

n t
 

 


 

  
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   
0 0 1 1 0

, ,
0 0 1 0 1 0

t
n t t

 
   

 
 0,1,0  

ในการหาค่าความโค้งปกติ nk  ค านวณได้จากสูตร nk n   เนื่องจาก  0,0,0   จะได้ว่า 

nk    0,0,0 1,0,0 1    

ในขณะเดียวกันในการหาค่าความโค้งจีออเดซิก gk  ค านวณได้จากสูตร       gk t n t t      

จะได้ว่า 

gk    0,0,0 0,1,0 0    

ต่อไปจะเป็นการค านวณหาค่าความโค้งปกติและค่าความโค้งจีออเดซิกของวงกลม (พาราเลล)
 cos ,sin ,1t t   บนรูปทรง ทรงกระบอก  cos ,sin ,u u v   

ในการค านวณค่าความโค้งปกติและค่าความโค้งปกติของวงกลม จะเริ่มด้วยการหาค่า  และ   

 

 

sin ,cos ,0

cos , sin ,0

t t

t t





  

   
 

เนื่องจาก 

 sin ,cos ,0u u u    

 0,0,1v   

จะได้ว่า 

cos 0 sin 0 sin cos
, ,

0 1 0 1 0 0
u v

u u u u
 

  
   

 
 cos ,sin ,0u u  

เนื่องจาก   เป็นเส้นกราฟที่อยู่บน   โดยความสัมพันธ์    จะได้ว่า 

   cos ,sin ,1 cos ,sin ,t t u u v  

นั่นคือ , 1u t v   
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จะได้ว่า 

   cos ,sin ,0u v

u v

n t t t
 

 


 



 

และ 

   
sin 0 cos 0 cos sin

, ,
cos 0 sin 0 sin cos

t t t t
n t t

t t t t


 
   

  
 0,0,1  

ในการหาค่าความโค้งปกติ nk ค านวณได้จากสูตร nk n   เนื่องจาก  cos , sin ,0t t     จะได้ว่า 

nk     2 2cos , sin ,0 cos ,sin ,0 cos sin 1t t t t t t          

ในขณะเดียวกันในการหาค่าความโค้งจีออเดซิก gk ค านวณได้จากสูตร       gk t n t t     จะได้ว่า
 

gk    cos , sin ,0 0,0,1 cos sin sin cos 0t t t t t t         

 

ต่อมาจะพิจารณาฮีลิกซ์ (Helix)  cos ,sin ,t t t   บนทรงกระบอกกลม  cos ,sin ,u u v   

เนื่องจาก 

 

 

sin ,cos ,1

cos , sin ,0

t t

t t





  

   
 

เนื่องจาก   เป็นเส้นกราฟที่อยู่บน   โดยความสัมพันธ์    จะได้ว่า 

   cos ,sin , cos ,sin ,t t t u u v  

นั่นคือ u t v   จะได้ 

   cos ,sin ,0u v

u v

n t t t
 

 


 


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และเนื่องจาก  

   
sin 0 cos 0 cos sin

, ,
cos 1 sin 1 sin cos

t t t t
n t t

t t t t


 
   

  
 sin , cos ,1t t   

ในการหาค่าความโค้งปกติ nk ค านวณได้จากสูตร nk n  เนื่องจาก  cos , sin ,0t t     จะได้ว่า 

nk     2 2cos , sin ,0 cos ,sin ,0 cos sin 1t t t t t t          

ในขณะเดียวกันในการหาค่าความโค้งจีออเดซิก gk ค านวณได้จากสูตร       gk t n t t     จะได้ว่า
 

gk    cos , sin ,0 sin , cos ,1 cos sin sin cos 0t t t t t t t t          

 

3.2.2  ทรงไฮเพอร์โบลาแบบช้ินเดียว 

 ต่อไปนี้จะเป็นการค านวณหาค่าความโค้งปกติและค่าความโค้งจีออเดซิกของพาราเลล

 2 21 cos , 1 sin ,a t a t a     บนทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียว

 2 21 cos , 1 sin ,u v u v u     

ในการค านวณค่าความโค้งปกติค่าความโค้งจีออเดซิกของพาราเลลจะเริ่มด้วยการหาค่า  และ   

 

 

2 2

2 2

1 sin , 1 cos ,0

1 cos , 1 sin ,0

a t a t

a t a t





    

     

 

เนื่องจาก 

    
2 2

2 cos 2 sin
, ,1

2 1 2 1
u

u v u v

u u


 
  

    

     2 21 sin , 1 cos ,0v u v u v      
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จะได้ว่า 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

sin cos cos sin
1 1

1 1 1 1, ,

1 cos 0 1 sin 0 1 sin 1 cos

u v

u v u v u v u v

u u u u

u v u v u v u v

 

 
 

      
 

      
  

   2 21 cos , 1 sin ,u v u v u      

เนื่องจาก   เป็นเส้นกราฟที่อยู่บน   โดยความสัมพันธ์    จะได้ว่า 

   2 2 2 21 cos , 1 sin , 1 cos , 1 sin ,a t a t a u v u v u      

นั่นคือ ,u a v t   จะได้ว่า 

 
   

   

 
    

2 2

2 2 2 2 2

1 cos , 1 sin ,

1 cos 1 sin

u t v t

u t v t

a t a t a
n t

a t a t a

 

 

   
 

      

        
2 2

2 2 2

1 1
cos , sin ,

1 2 1 2 1 2

a a a
t t

a a a

  
   
    

 

จะได้ว่า 

   

2 2

2 2 2 2

2 2

1 1
sin cos

,1 2 1 2 1 2 1 2

1 cos 0 1 sin 0

a a a a
t t

n t t a a a a

a t a t



  
  

      

   

  

  

2 2

2 2

2 2

1 1
cos sin

, 2 1 2

1 sin 1 cos

a a
t t

a a

a t a t

 
 
 

   
  

      

 22 2

2 2 2

11 1
cos , sin ,

1 2 1 2 1 2

aa a a a
t t

a a a

  
    
      

ในการหาค่าความโค้งปกติ nk ค านวณได้จากสูตร nk n  เนื่องจาก 

 2 21 cos , 1 sin ,0a t a t       จะได้ว่า 
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nk  
 22 2

2 2

2 2 2

11 1
1 cos , 1 sin ,0 cos , sin ,

1 2 1 2 1 2

aa a a a
a t a t t t

a a a

  
         
    

 

    
 

22 2
2 2

2 2 2

11 1
cos sin

1 2 1 2 1 2

a aa a
a t a t

a a a

 
  

  
 

ในขณะเดียวกันในการหาค่าความโค้งจีออเดซิก gk ค านวณได้จากสูตร       gk t n t t    
 

จะได้ว่า 

gk
 22 2

2 2

2 2 2

11 1
cos sin

1 2 1 2 1 2

a aa a
a t a t

a a a

 
  

  
 

 

ต่อไปจะเป็นการค านวณหาค่าความโค้งปกติและค่าความโค้งจีออเดซิกของเมอริเดียน  21 ,0,t t    

บนทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียว  2 21 cos , 1 sin ,u v u v u   
 

ในการค านวณค่าความโค้งปกติค่าความโค้งจีออเดซิกของเมอริเดียนจะเริ่มด้วยการหาค่า  และ   

   

2

2

2 22

2 2 2 2 2

,0,1
1

1
1 11

,0,0 ,0,0 ,0,0
1 1 1 1 1

t

t

t
t t

t tt

t t t t t





 
   

 

 
                

        
    

 

 

เนื่องจาก 

    
2 2

2 cos 2 sin
, ,1

2 1 2 1
u

u v u v

u u


 
  

    

     2 21 sin , 1 cos ,0v u v u v      

 



49 

 

จะได้ว่า 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

sin cos cos sin
1 1

1 1 1 1, ,

1 cos 0 1 sin 0 1 sin 1 cos

u v

u v u v u v u v

u u u u

u v u v u v u v

 

 
 

      
 

      
  

   2 21 cos , 1 sin ,u v u v u      

เนื่องจาก   เป็นเส้นกราฟที่อยู่บน   โดยความสัมพันธ์    จะได้ว่า 

   2 2 21 ,0, 1 cos , 1 sin ,t t u v u v u     

นั่นคือ , 0u t v   

จะได้ว่า 

 
   

   

 
 

2
2

22 2

1 ,0, 1
,0,

1 21

u t v t

u t v t

t t t
n t t

tt t

 

 

   
    

       

และ 

   

2 2

2 2

2 2

1 1
0

0 1 2 1 2, ,
0 1

1 0
1 1

t t
t

t t tn t t
t t

t t



  
 
     
 
   

2 2

2 2

1
0, ,0

1 1 2

t t

t t

 
  
     

ในการหาค่าความโค้งปกติ nk ค านวณได้จากสูตร nk n  เนื่องจาก 
 2 2

1
,0,0

1 1
a

t t

 
  
  
 

 

จะได้ว่า 

nk
   

2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1
,0,0 ,0,

1 1 1 2 1 2 1 1

t t
t

t t t t t t

        
         

 

ในขณะเดียวกันในการหาค่าความโค้งจีออเดซิก gk ค านวณได้จากสูตร       gk t n t t    
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จะได้ว่า 

gk
 

2 2

2 2 2 2

1 1
,0,0 0, ,0 0

1 1 1 1 2

t t

t t t t

        
       

 

 

3.2.3  กรวยกลมตรง 

ต่อไปจะเป็นการค านวณหาค่าความโค้งปกติและค่าความโค้งจีออเดซิกของเมอริเดียน

,0,
h t

t
h


 

  
 

 บนรูปทรงกรวยกลม cos , sin ,
h v h v

u u v
h h


     

     
    

 

ในการค านวณค่าความโค้งปกติค่าความโค้งจีออเดซิกของเมอริเดียนจะเริ่มด้วยการหาค่า   และ   

 

1
,0,1

0,0,0

h




 
   

 

   

เนื่องจาก 

    
sin , cos ,0u

h v h v
u u

h h


     
     

      

    
1 1

cos , sin ,1v u u
h h


  

  
   

จะได้ว่า 

 

cos 0 sin 0 sin cos
, ,

0 1 0 1 0 0

u v

h v h v h v h v
u u u u

h h h h 

           
         

          
 
 

 

  
cos , sin ,0

h v h v
u u

h h

     
     

      

 

เนื่องจาก   เป็นเส้นกราฟที่อยู่บน   โดยความสัมพันธ์    จะได้ว่า 
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,0, cos , sin ,
h t h v h v

t u u v
h h h

        
       

        

นั่นคือ 0,u v t   จะได้ว่า 

   
2

,0,0

1,0,0

0 0

u v

u v

h v

h
n t

h v

h

 

 

 
   

  
  

  
 

 

และ
 

   
1 1

0 1 0
, ,

0 0
1 0 1 0

t
n t t h h

  
   
 
 
 

1
0, ,0

h

 
  
 

 

ในการหาค่าความโค้งปกติ nk  ค านวณได้จากสูตร nk n   เนื่องจาก  0,0,0   จะได้ว่า 

nk    0,0,0 1,0,0 0    

ในขณะเดียวกันในการหาค่าความโค้งจีออเดซิก gk  ค านวณได้จากสูตร       gk t n t t      

จะได้ว่า 

gk  
1

0,0,0 0, ,0 0
h

 
   

   

ต่อไปจะเป็นการค านวณหาค่าความโค้งปกติและค่าความโค้งจีออเดซิกของพาราเลล

cos , sin ,
h a h a

t t a
h h


  

  
 

 บนรูปทรงกรวยกลม cos , sin ,
h v h v

u u v
h h


     

     
    

 

ในการค านวณค่าความโค้งปกติค่าความโค้งจีออเดซิกของพาราเลลจะเริ่มด้วยการหาค่า  และ   

sin , cos ,0

cos , sin ,0

h a h a
t t

h h

h a h a
t t

h h





  
   

 

  
    

 
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เนื่องจาก 

    
sin , cos ,0u

h v h v
u u

h h


     
     

      

    
1 1

cos , sin ,1v u u
h h


  

  
   

จะได้ว่า 

cos 0 sin 0 sin cos

, ,
1 1 1 1

sin 1 cos 1 cos sin

u v

h v h v h v h v
u u u u

h h h h

u u u u
h h h h

 

           
         

          
    
 
   

          
2

cos , sin ,
h v h v h v

u u
h h h

      
     

      

เนื่องจาก   เป็นเส้นกราฟที่อยู่บน   โดยความสัมพันธ์    จะได้ว่า 

cos , sin , cos , sin ,
h a h a h v h v

t t a u u v
h h h h

         
       

        

นั่นคือ ,u t v a   จะได้ว่า 

 
2

2 2

2
2

1
cos , sin , cos ,sin ,

1
1

u v

u v

h a h a h a
t t t t

h h h h
n t

h a h a
hh h

 

 

        
             

  
         

   
 

และ 
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    2 2 2 2 2 2

sin 1 cos 1 cos sin

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

, ,

cos 0 sin 0 sin cos

t t t t

h h
n t t h h h h h h

h a h a h a h a
t t t t

h h h h



 
 
      

   
 

   
   
   

      

     

2 2 2

2 2 2 2 2 2

cos sin cos sin
, , , ,

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

h a h a h a
t t h a t h a t h ah h h

h h h h h h
h h h h h h

     
     
    
   

        
   

 

ในการหาค่าความโค้งปกติ nk ค านวณได้จากสูตร nk n  เนื่องจาก cos , sin ,0
h a h a

t t
h h


  

    
 

 

จะได้ว่า 

nk
 

2 2

1
cos ,sin ,

cos , sin ,0
1 1

1 1

t t
h ah a h a h

t t
h h

h
h h

 
      

     
 

 
 

ในขณะเดียวกันในการหาค่าความโค้งจีออเดซิก gk ค านวณได้จากสูตร       gk t n t t    
 

จะได้ว่า 

gk
       

2 2 2 2

2 2 2 2

cos sin
cos , sin ,0 , ,

1 1 1 1
1 1 1 1

h a t h a t h a h ah a h a
t t

h h
h h h h

h h h h

 
             
  

    
   

 

3.2.4  ทรงห่วงยาง 

 ต่อไปจะเป็นการค านวณหาค่าความโค้งปกติและค่าความโค้งจีออเดซิกของเมอริเดียน
 2cos ,2sin ,0t t   บนทรงห่วงยาง     1 cos cos , 1 cos sin ,sinu v u v u     

ในการค านวณค่าความโค้งปกติและค่าความโค้งจีออเดซิกของเมอริเดียน จะเริ่มด้วยการหาค่า และ  

 

 

2sin ,2cos ,0

2cos , 2sin ,0

t t

t t





  

   
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เนื่องจาก 

     sin cos , sin sin ,cosu u v u v u     

        1 cos sin , 1 cos cos ,0v u v u v      

จะได้ว่า 

     

sin sin cos sin cos cos
,

1 cos cos 0 1 cos sin 0
u v

u v u u v u

u v u v
 

  
         

       

sin cos sin sin
,

1 cos sin 1 cos cos

u v u v

u v u v

 
     

         1 cos cos sin , 1 cos sin cos , 1 cos sinu v u u v u u u       

เนื่องจาก   เป็นเส้นกราฟที่อยู่บน   โดยความสัมพันธ์    จะได้ว่า 

      2cos ,2sin ,0 1 cos cos , 1 cos sin ,sint t u v u v u    

นั่นคือ 0,u v t  จะได้ว่า 

 
 

 
2

0,sin ,0
0,1,0

0 sin 0

u v

u v

t
n t

t

 

 


  

  
 

จะได้ว่า 

   
1 0 0 0 0 1

, ,
2cos 0 2sin 0 2sin 2cos

n t t
t t t t


 

   
  

 0,0,2sin t  

ในการหาค่าความโค้งปกติ nk ค านวณได้จากสูตร nk n  เนื่องจาก  2cos , 2sin ,0t t     จะได้

ว่า 

nk  
 cos , sin , 1

2cos , 2sin ,0
2

t t
t t

  
   

2 22 2 2
cos sin 0

2 2 2
t t     

ในขณะเดียวกันในการหาค่าความโค้งจีออเดซิก gk ค านวณได้จากสูตร       gk t n t t    
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จะได้ว่า 

gk    2cos , 2sin ,0 0,0,2sin 0t t t      

 ต่อไปจะเป็นการค านวณหาค่าความโค้งปกติและค่าความโค้งจีออเดซิกของ พาราเลล
 0,1 cos ,sint t    บนทรงห่วงยาง     1 cos cos , 1 cos sin ,sinu v u v u     

ในการค านวณค่าความโค้งปกติและค่าความโค้งจีออเดซิกของพาราเลล จะเริ่มด้วยการหาค่า และ  

 

 

0, sin ,cos

0, cos , sin

t t

t t





  

   
 

เนื่องจาก 

     sin cos , sin sin ,cosu u v u v u     

        1 cos sin , 1 cos cos ,0v u v u v      

จะได้ว่า 

             

sin sin cos sin cos cos
,

1 cos cos 0 1 cos sin 0
u v

u v u u v u

u v u v
 

  
     

 

      

sin cos sin sin
,

1 cos sin 1 cos cos

u v u v

u v u v

 
   

 

                           1 cos cos sin , 1 cos sin cos , 1 cos sinu v u u v u u u       

เนื่องจาก   เป็นเส้นกราฟที่อยู่บน   โดยความสัมพันธ์    จะได้ว่า 

      0,1 cos ,sin 1 cos cos , 1 cos sin ,sint t u v u v u     

นั่นคือ ,
2

u v t


   จะได้ว่า 

 
    

   
2 2 2

0, 1 cos cos , 1 cos sin

1 cos sin cos

u v

u v

t t t t
n t

t t t

 

 

  
 

  
 0,cos , sint t 
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จะได้ว่า
 

   
cos sin 0 sin 0 cos

, ,
sin cos 0 cos 0 sin

t t t t
n t t

t t t t


    
   

  
 1,0,0 

 

ในการหาค่าความโค้งปกติ nk ค านวณได้จากสูตร nk n  เนื่องจาก  0, cos , sint t    จะได้ว่า 

nk    0, cos , sin 0,cos , sint t t t     2 2cos sin 1t t    

ในขณะเดียวกันในการหาค่าความโค้งจีออเดซิก gk ค านวณได้จากสูตร       gk t n t t    
 

จะได้ว่า 

gk    0, cos , sin 1,0,0 0t t      



 

 

บทท่ี 4 

ผลการวิจัยและการอภิปรายผล 

 

       จากการค านวณในบทที่  3 และ ทฏษฎีบทในบทที่ 2 เราสามารถสรุปเป็นทฤษฎีบทและบท
แทรกต่างๆ ได้ดังต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 4.1  ไม่มีคัทพอยท์ของจุดใดๆ ในระนาบ 

พิสูจน์  สมมติให้  : 0,0p   เป็นจุดในระนาบ P  สมมติมีคัทพอยท์ q  ของ p  บนจีออเดซิกที่สั้นที่สุด 

  ซึ่งเชื่อมระหว่าง  0p   และ  1q t  ในระนาบนั่นคือส าหรับทุกๆ จ านวน 2 1t t  ส าหรับ

ทุกๆ การยืดออกของจีออเดซิก  20,
|

t
  ได้ว่า การยืดออกของจีออเดซิกไม่สั้นที่สุดอีกต่อไป 

 

 

รูปที่ 4.1 จีออเดซิกบนระนาบ 

 

นี่คือข้อขัดแย้งกับประพจน์ 3  เนื่องจากจีออเดซิกในระนาบคือเส้นตรงและเส้นตรงเป็นเป็นจีออเดซิกที่
สั้นที่สุด 

ดังนั้นไม่มีคัทพอยท์ของจุดใดๆ ในระนาบ              
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ทฤษฎีบท 4.2  ให้ M  เป็นพ้ืนผิวเชื่อมโยงเชิงเดียวสมบูรณ์มี p  เป็นจุดบน M  คัทโลกัส pC  ของ 

p M  มีสมบัติเฉพาะที่ (locally) เป็นทรี (tree) นั่นคือ ไม่มีวงจร (cycle) 

พิสูจน์  สมมติคัทโลกัส pC  ของ p M  เป็นวงจรใน M  จากทฤษฏีบทของชอร์ดอง (Jardan 

theorem)เนื่องจากมีวงจร ดังนั้นมีบริเวณท่ีอยู่ข้างในวงจรที่มี pC เป็นขอบให้ x  เป็นจุดที่อยู่ข้างใน pC  

 

 

รูปที่ 4.2 รูปประกอบการพิสูจน์ทฤษฎีบท 4.2 (i) 

 

เนื่องจาก M  เป็นพ้ืนผิวเชื่อมโยงสมบูรณ์ ดังนั้นโดยทฤษฏีบทของฮอพ-รีนอฟ มีจีออเดซิก ที่สั้นที่สุด

 ,
|

p x
  ที่เชื่อม p  และ x  ให้   ตัด pC  ที่ q  พบว่า  ,

|
p x

  เป็นจีออเดซิกที่ยืดออกของ  ,
|

p q
  

 

 

รูปที่ 4.3 รูปประกอบการพิสูจน์ทฤษฎีบท 4.2 (ii) 

 

เนื่องจาก pq C  ดังนั้น q  เป็นคทัพอยท์ แล้ว  ,x
|

p
  ซึ่งเป็นการยืดออกของจีออเดซิก  ,

|
p q

  ไม่สั้น

ที่สุดอีกต่อไปนี่คือข้อขัดแย้ง ที่กล่าวข้างต้นว่า  ,
|

p x
  เป็นจีออเดซิกที่สั้นที่สุด 
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ดังนั้นคัทโลกัส pC  ของ p M  เมื่อ M  เป็นพ้ืนผิวเชื่อมโยงเชิงเดียวสมบูรณ์ ไม่เป็นวงจรเมื่อ

พิจารณาเฉพาะที ่                 

ทฤษฎีบท 4.3  คัทโลกัส ณ จุด ใดๆ บนทรงกระบอกกลมคือ เมอริเดียนที่อยู่ตรงข้ามจุดนั้น 

พิสูจน์  ให้ p  เป็นจุดบนทรงกระบอกกลม M  ซึ่ง ( ) : 0p   ให้ : { | ( ) }p q M q      เป็น    

เมอริเดียนตรงข้าม p  

ต้องการพิสูจน์ว่า p pC   

 ให้ pq  และมีจีออเดซิกที่สั้นที่สุด   ที่เชื่อม p  และ q  เนื่องจากบนทรงกระบอกกลมมี

สมบัติสมมาตรเมื่อเทียบกับระนาบที่มี p  และ p  อยู่บนระนาบ ดังนั้นจะมีจีออเดซิก   ที่เป็นการ

สะท้อนของ   เมื่อเทียบกับ p  เนื่องจาก    และ ( ) ( )l l   ดังนั้นโดยบทตั้งคลิงเกนเบิร์ก q

เป็นคัทพอยท์ของ p  นั่นคือ p pC   

 ในทางตรงกันข้าม สมมติ q  เป็นคัทพอยท์ของ p  และ pq   ให้ 0 ( )q    เนื่องจาก 

q  เป็นคัทพอยท์ของ p  ดังนั้นจะมีจีออเดซิกที่สั้นที่สุด   ที่เชื่อม p  และ q  ในที่นี้ : (0)p   และ

1: ( )q t  ส าหรับทุกจ านวน 2t  ซึ่ง 2 1t t  และส าหรับทุกๆ จีออเดซิกที่ยืดออก  20,
|

t
  ไม่เป็นจีออเด

ซิกที่สั้นที่สุดอีกต่อไปนี่คือข้อขัดแย้ง  เนื่องจากทรงกระบอกสมานสัณฐานกับระนาบและจีออเดซิกใน
ระนาบคือเส้นตรงและเส้นตรงเป็นเป็นจีออเดซิกที่สั้นที่สุดนั่นคือ p pC             

 

 

รูปที่ 4.4 คัทโลกัสบนทรงกระบอกกลม 
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บทแทรก 4.4  ถ้า pC  เป็นคัทโลกัสบนทรงกระบอกกลมใดๆ จะได้ว่า pC  เป็นจีออเดซิก 

พิสูจน์  จาก ทฤษฎีบท 4.3 ท าให้ทราบว่าคัทโลกัสของทรงกระบอกกลมคือเมอริเดียน และในหัวข้อ 
3.2.1ท าให้ทราบว่าเมอริเดียนของทรงกระบอกกลมมีค่าความโค้งจีออเดซิกเป็น 0 และจากทฤษฎีบท 2.3 
ซึ่งบอกค่าความโค้งจีออเดซิกของเส้นบนพ้ืนผิวเป็น 0 ก็ต่อเมื่อเส้นนั้นเป็นจีออเดซิกซึ่งจะสามารถสรุปได้
ว่าคัทโลกัสของทรงกระบอกกลมเป็นจีออเดซิก              

ทฤษฎีบท 4.5  คัทโลกัสของจุดใดๆ บนทรงห่วงยางตรง คือ เมอริเดียนตรงข้ามจุดนั้นยูเนียนกับพารา
เลลตรงข้ามจุดนั้น 

พิสูจน์  ให้ p เป็นจุดบนทรงห่วงยางตรง M  ซึ่ง ( ( ), ( )) : (0,0)p p    และ : , 1,..., 4ip p i    ให้

q  เป็นจุดบนทรงห่วงยางตรง M  ซึ่ง ( ) ( )q q     เป็นเมอริเดียนและพาราเลลที่อยู่ตรงข้าม p

ตามล าดับ  

 ต้องการพิสูจน์ว่า ( ) ( )pC       

 ให้ q เป็นจุดบนทรงห่วงยางตรง M  ซึ่ง ( ) ,0 ( ) 2q q       เนื่องจาก M  เป็นพ้ืนผิว
สมบูรณ์ ดังนั้นมีจีออเดซิกที่สั้นที่สุด   ที่เชื่อม 

1p  และ q  เนื่องจากบนทรงห่วงยางตรงมีสมบัติ

สมมาตรเมื่อเทียบกับพาราเลล    ดังนั้นมีจีออเดซิก   ที่เชื่อม 
4p  และ q  นั่นคือ q  เป็นคัท

พอยท์ของ p  ตาม   ถ้าพิจารณาตามจีออเดซิกที่สั้นที่สุดที่เชื่อม 
2p  และ q  หรือ 3p  และ q  ยังคง

ได้ผลเช่นเดียวกัน  สามารถพิสูจน์ได้ในท านองเดียวกัน ถ้าเลือก ( ) ,0 ( ) 2q q       นี่คือการ

พิสูจน์ {( , ) | ( ) ( )} pM C         

 ในทางตรงกันข้าม สมมติ q  เป็นคัทพอยท์ของ p  และ {( , ) | }q M           
ให้ 0 ( ) 2q    และ 0 ( ) 2q    เนื่องจาก q  เป็นคัทพอยท์ของ p ดังนั้นจะมีจีออเดซิกที่สั้น
ที่สุด   ที่เชื่อม p  และ q  ในที่นี ้ (0)p   และ 

1( )q    ส าหรับทุกจ านวน 2  ซึ่ง 2 1   และ

ส าหรับทุกๆ จีออเดซิกที่ยืดออก  20,
|


  ไม่เป็นจีออเดซิกที่สั้นที่สุดอีกต่อไปนี่คือข้อขัดแย้ง  เนื่องจากทรง

ห่วงยางตรงสมานสัณฐานกับระนาบและจีออเดซิกในระนาบคือเส้นตรงและเส้นตรงเป็นเป็นจีออเดซิกที่
สั้นที่สุดนั่นคือ {( , ) | ( ) ( )}pC M                     
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รูปที่ 4.5 คัทโลกัสบนทรงห่วงยาง 

 

บทแทรก 4.6  ถ้า pC  เป็นคัทโลกัสบนทรงห่วงยางใดๆ จะได้ว่า pC  เป็นจีออเดซิก 

พิสูจน์  จาก ทฤษฎีบท 4.5 ท าให้ทราบว่าคัทโลกัสบนทรงห่วงยางคือเมอริเดียนและพาราเลล ซึ่งใน
หัวข้อ 3.2.4 ท าให้ทราบว่าเมอริเดียนและพาราเลล ของทรงห่วงยางมีค่าความโค้งจีออเดซิกเป็น 0 และ
จากโดยทฤษฎีบท 2.3 ซึ่งบอกค่าความโค้งจีออเดซิกของเส้นบนพ้ืนผิวเป็น 0 ก็ต่อเมื่อเส้นนั้นเป็นจีออเด
ซิกซึ่งจะสามารถสรุปได้ว่าคัทโลกัสของทรงห่วงยางเป็นจีออเดซิก            

ทฤษฎีบท 4.7  ไม่มีคัทโลกัสของจุดยอดบนกรวยกลมตรง 

พิสูจน์  เนื่องจากจีออเดซิกที่ออกมาจากจุดยอดของกรวยกลมตรงคือเมอริเดียน  โดยเมอริเดียนบนกรวย
กลมตรงคือเส้นตรง และจากประพจน์ 2 และ 3 เส้นตรงเป็นจีออเดซิกที่สั้นที่สุด  ทุกๆ จีออเดซิกที่ยืด
ออกตามเส้นตรงเป็นจีออเดซิกที่สั้นที่สุดเสมอ ดังนั้น ไม่มีคัทโลกัสของจุดยอดบนกรวยกลมตรง         

 

 

รูปที่ 4.6 ไม่มีคัทโลกัสของจุดยอดบนกรวยกลมตรง 
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ทฤษฎีบท 4.8  เมอริเดียนที่อยู่ตรงข้ามจุดใดๆ บนกรวยกลมตรง เป็นคัทโลกัส เมื่อจุดนั้นไม่ใช่จุดยอด 

พิสูจน์  ในท านองเดียวกับทฤษฎีบท 4.3 เนื่องจากกรวยกลมตรงมีสมบัติสมมาตรเมื่อเทียบกับระนาบที่ที่
มี p  และ p อยู่บนระนาบและ กรวยกลมตรงสมานสัณฐานกับระนาบ           

 

 

รูปที่ 4.7 คัทโลกัสบนกรวยกลมตรง 

 

บทแทรก 4.9  ถ้า pC  เป็นคัทโลกัสบนทรงกรวยกลมตรงใดๆ จะได้ว่า pC  เป็นจีออเดซิก 

พิสูจน์  จาก ทฤษฎีบท 4.5 ท าให้ทราบว่าคัทโลกัสบนทรงกรวยกลมตรงคือเมอริเดียน ซึ่งในหัวข้อ 3.2.3
ท าให้ทราบว่าเมอริเดียนของทรงกรวยกลมตรงมีค่าความโค้งจีออเดซิกเป็น 0 และจากทฤษฎีบท 2.3 ซ่ึง
บอกค่าความโค้งจีออเดซิกของเส้นบนพื้นผิวเป็น 0 ก็ต่อเมื่อเส้นนั้นเป็นจีออเดซิกซึ่งจะสามารถสรุปได้
ว่าคัทโลกัสบนทรงกรวยกลมตรงเป็นจีออเดซิก              

บทแทรก 4.10  ไม่มีพาราเลลบนกรวยกลมตรงที่เป็นจีออเดซิก 

พิสูจน์  เนื่องจากในหัวข้อ 3.2.3 เราได้แสดงว่าพาราเลลใดๆ บนกรวยกลมตรงมีค่าความโค้งจีออเดซิกไม่
เท่ากับ 0 ดังนั้น โดยทฤษฎีบท 2.3 ซึ่งบอกค่าความโค้งจีออเดซิกของเส้นบนพื้นผิวเป็น 0 ก็ต่อเมื่อเส้นนั้น
เป็นจีออเดซิก ท าให้ได้ว่า พาราเลลบนกรวยกลมตรงไม่เป็นจีออเดซิก            
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บทแทรก 4.11  ก าหนดรูปแบบอิงพารามิเตอร์ของทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียวคือ 

 2 21 cos , 1 sin ,u v u v u     

พาราเลลบนทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียวที่เป็นจีออเดซิก มีเพียงเส้นเดียว คือพาราเลลบนระนาบ 0u   

พิสูจน์  เนื่องจากในหัวข้อ 3.2.2 เราได้แสดงว่าพาราเลลใดๆ บนทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียวมีค่าความ
โค้งจีออเดซิกเป็นค่าคงที่ ซึ่งค่าคงที่นั้นขึ้นอยู่กับต าแหน่งของพาราเลล ณ  แกน z  ในกรณีที่ 0z   ค่า
ความโค้งจีออเดซิกนั้นจะมีค่าเป็น 0 ดังนั้น โดยทฤษฎีบท 2.3 ซึ่งค่าความโค้งจีออเดซิกของเส้นบนพ้ืนผิว
เป็น 0 ก็ต่อเมื่อเส้นนั้นเป็นจีออเดซิก ท าให้ได้ว่า พาราเลลบนระนาบ 0u   บนทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้น
เดียวเป็นจีออเดซิก                 

นอกจากนี้เมื่อพิจารณา ณ จุด p  บนพาราเลล 0u   บนทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียว จะพบว่า
นอกจากจุดที่อยู่ตรงข้ามจุด  p  ไม่มีคัทพอยท์ของจุด p  เนื่องจากทุกเส้นจีออเดซิกที่ยืดออกยังคงเป็นจี
ออเดซิกที่สั้นที่สุด ดังรูปที่ 4.9 

 

 

รูปที่ 4.9 พาราเลล 0u   
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ทฤษฎีบท 4.12  เมอริเดียนที่อยู่ตรงข้ามจุดใดๆบนทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียวเป็นคัทโลกัสของจุดๆ
นั้น 

พิสูจน์  ในท านองเดียวกับทฤษฎีบท 4.3 เนื่องจากทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียวมีสมบัติสมมาตรเมื่อ
เทียบกับระนาบที่ที่มี p  และ p  อยู่บนระนาบและ ทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียวสมานสัณฐานกับ

ระนาบ                   

 

 

รูปที่ 4.8 คัทโลกัสบนทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียว 
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p q 

คทัโลกสั ของจดุ  



 

 

บทท่ี 5 

สรุปผลการวิจัยและข้อเสนอแนะ 
 

5.1  สรุปผลการวิจัย 
ในงานวิจัยนี้ผู้วิจัยได้แสดงการพิสูจน์ว่าไม่มีคัทพอยท์ของจุดใด ๆ บนระนาบ ส าหรับจุดใด ๆ บน

ทรงกระบอกกลม คัทโลกัสคือ เมอริเดียนที่อยู่ตรงข้ามจุดนั้น ส าหรับจุดใดๆ บนทรงห่วงยางตรงคัทโลกัส
คือ เมอริเดียนตรงข้ามจุดนั้นยูเนียนกับพาราเลลตรงข้ามจุดนั้น และ ไม่มีคัทโลกัสของจุดยอดบนกรวย
กลมตรง ส าหรับจุดใดๆ บนกรวยกลมตรงเมื่อจุดนั้นไม่ใช่จุดยอดคัทโลกัสคือ เมอริเดียนที่อยู่ตรงข้ามจุด
นั้น และ ส าหรับจุดใด ๆ บนทรงไฮเพอร์โบลาแบบชิ้นเดียว คัทโลกัสคือ เมอริเดียนที่อยู่ตรงข้ามจุดนั้น
นอกจากนีย้ังทราบว่าคัทโลกัสบนพ้ืนผิวต่างๆ ที่ศึกษามานั้นเป็นจีออเดซิก 

และจะสามารถสรุปเป็นตารางได้ดังต่อไปนี้ 

 

พ้ืนผิว สมการจีออเดซิก คัทโลกัส ค่าความโค้งจีออเด
ซิกของคัทโลกัส 

ทรงกระบอก 
 

2

4 2 2
v u

r r







 เมอริเดียนตรงข้าม 0 

กรวยกลมตรง 

 

 
 

2

2 2

11 h
v dr

r r








  , 1u h r   

เมอริเดียนตรงข้ามท่ีไม่
รวมจุดยอด 

0 

ทรงไฮเพอร์โบลา 
   

2
2

4 2 2 2 2

1
1

r
v b dr

r r a r a




  
   

   
  

  
เมอริเดียนตรงข้าม 

 

0 

ทรงห่วงยาง  
 

2

2 2

11 h
v dr

r r










 

พาราเลลและเมอริเดยีน
ตรงข้าม 

0  

รูปท่ี 5.1 คัทโลกัสบนทรงกระบอก กรวยกลมตรง ทรงไฮเพอร์โบลา และ ทรงห่วงยาง
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5.2  ข้อความคาดการณ์ (conjecture) 
จากการศึกษาพบว่าเมื่อก าหนดจุดบนพ้ืนผิวของการหมุนรอบที่สมานสัณฐานกับระนาบแล้ว 

คัทโลกัส คือ เมอริเดียนตรงข้ามจุดนั้น ยูเนียนกับบางพาราเลลที่ค่าความโค้งจีออเดซิกเป็นศูนย์ ดังนั้น
ผู้วิจัยจึงขอเสนอข้อความคาดการณ์ดังนี้ 

ถ้า pC  เป็นคัทโลกัสของจุด p  บนพ้ืนผิวของการหมุนรอบที่สมานสัณฐานกับระนาบแล้วจะได้

ว่า pC  เป็นจีออเดซิกบนพื้นผิวนั้น 
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 คทัโลกสั 
pC  ของจุด p  ใดๆบนพืน้ผิว M  นิยามโดยเซตของทุกคทัพอยท์ q  เมื่อพิจารณาบนเส้นโค้ง   

ท่ีเป็นจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสุดบนพืน้ผิวท่ีมี p  เป็นจุดเร่ิมต้น ในงานวิจัยนีผู้้ วิจัยต้องการน าเสนอสมบัติบางประการ

ของคทัโลกสับนทรงกระบอกกลม ทรงห่วงยางตรง และกรวยกลมตรง ซึง่เป็นพืน้ผิวของการหมนุรอบท่ีสมานสณัฐาน

กบัระนาบ 

Abstract 

 The cut locus pC  of any point p  on a surface M  is defined  as the set of all the cut points q  

along a minimal geodesic   emanating from p  on the surface. In this research, we would like to present 

some properties of cut locus on a circular cylinder, a flat torus and a right circular cone, which is a 

surface of revolution homeomorphic to a plane. 
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บทน า 

 ปวงกาเร(Poincare) เป็นคนแรกท่ีน าเสนอทฤษฏีเก่ียวกับคทัโลกัสบนแมนิโฟลด์แบบรีมนัต์(Riemannian 

manifold) หลงัจากการน าเสนอของปวงกาเร ได้มีงานวิจัยของ ไมเออร์ (Myer) ไวท์เฮด(Whitehead) และฮีบดา

(Hebda) แต่เป็นเร่ืองยากมากท่ีจะพิจารณาโครงสร้างของคทัโลกัสบนแมนนิโฟล์ หลงัจาก อีเลอราท (Elerath) ได้

น าเสนอโครงสร้างของคทัโลกสัของพาราโบลอยด์(paraboloid) และไฮเปอร์โบลอยด์แบบสองแผ่น (hyperboloid of 

two sheet) แล้ว ซินแคลร์ร่วมกบัทานากะ(R. Sinclair and M. Tanaka) และ อิโตะร่วมกบัคิโยฮาระ(J. Itoh and 

K.Kiyohara) ได้น าเสนอคทัโลกสับนทรงรีทัง้แบบแบนข้าง(prolate) และแบบแบนขัว้(oblate) จากงานวิจยับนพืน้ผิว

ก าลงัสอง(quadratic surfaces) ดงักล่าวนีผู้้ วิจยัจึงสนใจท่ีจะศกึษาสมบตัิบางประการของคทัโลกสับนทรงกระบอก

กลมทรงห่วงยางตรง และกรวยกลมตรง ซึง่เป็นพืน้ผิวของการหมุนรอบ(surface of revolution) ท่ีสมานสณัฐาน

(Homeomorphic) กบัระนาบ(plane) 

พืน้ผิวของการหมุนรอบ 

 พืน้ผิวของการหมนุรอบ(surface of revolution) M  เป็นพืน้ผิวในปริภมูิแบบยคุลิด (Euclidian space) ท่ี

เกิดจากการหมนุเส้นโค้งในระนาบ xz  รอบแกน z  ให้   เป็นเส้นโค้งในระนาบ xz  ท่ีแทนด้วย  x t  และ 

 z t  เม่ือ t I  เป็นพารามิเตอร์ท่ีแทนความยาวเส้นโค้ง ดงันัน้ 2 2 1    เรียก   วา่ เส้นโค้งก่อก าเนิด 

(generating curve) พืน้ผิวของการหมนุรอบในรูปแบบอิงพารามิเตอร์คือ 

           2, cos , sin , , ,t t t t t R          

เม่ือ t I  และ 0,2   เรียก    วา่เมอริเดียน(meridian) และ t  คือพาราเลล (parallel)  

 

Figure 1 Surface of revolution 
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 บนเมอริเดียนแตล่ะเมอริเดียน   มีคา่คงท่ีในขณะท่ี t  มีคา่ไมค่งท่ี บนพาราเลลแต่ละพาราเลล t  มีค่าคงท่ี 

ในขณะท่ี   มีค่าไม่คงท่ี ในกรณีท่ีพืน้ผิวของการหมนุรรอบสมมาตรรอบระนาบ xy  เรียกพาราเลลบนระนาบ xy  

ว่าอีเควเตอร์(equator) แทนด้วย 0t   และ 0 2    (Figure 1) โดยทัว่ไปแล้วเรียกเส้นโค้งก่อก าเนิด   ว่า 

0 เมอริเดียน และ เมอริเดียนตรงข้าม 0 เมอริเดียน คือ   เมอริเดียนแทนด้วย   

ทรงกระบอกกลม (Circular cylinder) เกิดจากการหมนุเส้นตรงท่ีขนานกบัแกน zและผ่านจุด  ,0,0r  โดย

หมนุรอบแกน z รูปแบบอิงพารามิเตอร์ของทรงกระบอกกลม คือ 

   , cos , sin , , ,0 2t r r t t I          

เรียก   วา่เมอริเดียน และ t  คือ พาราเลล 

ทรงห่วงยาง (torus) เป็นรูปทรงท่ีเกิดจากการหมนุวงกลมท่ีมีรัศมี r  ศนูย์กลางอยู่ท่ี  ,0,0R ในระนาบ xz โดย

หมนุรอบแกน z รูปแบบอิงพารามิเตอร์ของทรงห่วงยาง คือ 

      , cos cos , cos sin , sin ,0 2 ,0 2R r R r r                   

เรียก r วา่รัศมีรอง(minor radian) และเรียก R  วา่ รัศมีหลกั บนทรงห่วงยาง คือเมอริเดียน และ   คือพาราเลล 

กรวยกลมตรง (right circular cone) เป็นพืน้ผิวของการหมนุรอบ ท่ีเกิดจากการหมนุเส้น z x  ในระนาบ xz  
รอบแกน z  รูปแบบอิงพารามิเตอร์ของทรงกรวยกลมตรงคือ 

   , cos , sin , , ,0 2 .t t t t t I          

เรียก   ว่าเมอริเดียน และ t  คือ พาราเลล เน่ืองจากเส้น z x  ผ่านจุดก าเนิด เมื่อหมนุเส้น z x  รอบแกน z  

จุดก าเนิดจะเป็นจุดตรึงของกรวยกลมเรียกจุดตรึงนีว้่าจุดยอด (apexหรือ vertex) เน่ืองจากแกนของกรวยขนานกบั

แกนหมนุจงึเรียกวา่กรวยกลมตรง มิฉะนัน้เรียกวา่กรวยเอียง(oblique cone) 

เม่ือพิจารณาพาราเลลของทรงกระบอกกลม ทรงห่วงยาง และกรวยกลมตรง จะพบวา่ รัศมีของพาราเลลของ

ทรงกระบอกกลมมีค่าคงท่ี ในขณะท่ีรัศมีของพาราเลลของทรงห่วงยางและกรวยกลมตรงมีค่าไม่คงท่ี ถ้าให้  m t

เป็นรัศมีของพาราเลล แล้ว   0m t   โดย   0m t   เม่ือพิจารณา ณ จุดยอดและ จุดยอดนีเ้ป็นจุดบนพืน้ผิวท่ีหา

อนพุนัธ์ไมไ่ด้ 
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ทรงกระบอกกลม ทรงห่วงยาง และกรวยกลมตรง เป็นพืน้ผิวของการหมนุรอบท่ีสมานสณัฐานกบัระนาบ ซึง่

สามารถเห็นได้อย่างชดัเจนเม่ือพิจารณาจากรูป (Figure 2) 

 

Figure 2 Right circular cylinder, torus and right circular cone homeomorphism to a plane 

ทฤษฏีที่เก่ียวข้อง 

จีออเดซิก 

 ให้  : ,a b M   เป็นเส้นโค้งท่ีหาอนพุนัธ์ได้ทกุอนัดบั C
  บนพืน้ผิว M  เส้นโค้ง   เรียกวา่ จีออเดซิก

บน M  ถ้า  x   ตัง้ฉากกบัปริภูมิสมัผสั  s
T M
  ส าหรับแต่ละ  ,s a b  ถ้า  : ,a b M   เป็นจีออเดซิก

บน M  แล้ว  
2

0
d

s
ds

  
 
หรือ    , 0s s     นัน่คือ  s  เป็นเส้นโค้งท่ีมีอตัราเร็วคงท่ี 

 ส าหรับแตล่ะจดุ x  ซึง่ x M ให้ :xS R M เป็นเส้นโค้งเรียบใน M  ซึง่       ,sxS s t x x   

ส าหรับแตล่ะ s  ซึง่ s R  แล้ว เรียก xS  วา่พาราเลลท่ีผ่าน x  

 ส าหรับแตล่ะจดุ p ซึง่ p M ให้ :p R M  เป็นเส้นโค้งเรียบใน M ซึง่       ,p s t p s p    

ส าหรับแตล่ะ s ซึง่ s R แล้วเรียก p วา่เมอริเดียนท่ีผ่านจดุ p  

เมอริเดียนตรงข้ามจดุ p คือ       ,p s t p s p      

 

ประพจน์ 1 พาราเลลท่ีผ่านจุด  0 0 0,p t   บนพืน้ผิว M  เป็นจีออเดซิกก็ต่อเมื่อ  0 0m t   (K. Shiohama  

et al., 2003; M.P. Docarmo, 1992) 
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ประพจน์ 2 ทุกเมอริเดียนในพืน้ผิว M เป็นจีออเดซิกและค่าคงท่ีแกลโรลต์ของเมอริเดียนเป็นศูนย์เสมอ  (K. 

Shiohama  et al., 2003; M.P. Docarmo, 1992) 

ประพจน์ 3 เส้นตรงเป็นจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสดุ (A. Pressley, 2012; B. O'Neill, 2006; M.P. Docarmo, 1976) 

บทแทรก 1 ให้ p  เป็นจุดใดๆบนพืน้ผิว M  และ T  เป็นเวกเตอร์สมัผสัหนึ่งหน่วยกบัพืน้ผิว M  ท่ี p  แล้วมี 

เพียงหนึ่งเดียวท่ีเป็นจีออเดซิกอตัราเร็วหนึ่งหน่วย ซึ่งผ่าน p  ด้วยความเร็ว T    (A. Pressley, 2012; K. 

Shiohama  et al., 2003; M.P. Docarmo, 1992) 

บทแทรก 2 ระหว่างพืน้ผิวสองพืน้ผิวท่ีสมานสณัฐานซึง่กนัและกนั  จีออเดซิกบนพืน้ผิวหนึ่งเป็นจีออเดซิกบนอีก

พืน้ผิวหนึง่ (A. Pressley, 2012; K. Shiohama  et al., 2003; M.P. Docarmo, 1992) 

คัทพอยท์และคัทโลกัส 

ให้  1,
|

a t
  เป็นจีออเดซิกอตัราเร็วหนึ่งหน่วยท่ีสัน้ท่ีสดุ ท่ีออกมาจากจุด  : 0p   บนพืน้ผิวเช่ือมโยง

สมบูรณ์(complete connected surface) M  ถ้ามีทุกจ านวน 2t  ซึง่ 2 1t t  และ ทุกๆ จีออเดซิกท่ียืดออก  20,
|

t


ไมเ่ป็นจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสดุอีกตอ่ไป แล้วเรียก  1t  วา่คทัพอยท์ของ p  ตาม   

 คทัโลกสัของ p  คือ เซตของทุกๆ คทัพอยท์ตามจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสดุท่ีออกมาจาก p และแทนคทัโลกสัของ

จดุ p  ด้วย pC  

บทตัง้คลิงเกนเบิร์ก (Klingenberg Lemma) ถ้า  1t  เป็นคทัพอยท์ของ  0p   ตาม   แล้วมีสองจีออเด

ซิกท่ีสัน้ท่ีสดุ   และ   ท่ี ออกมาจาก p  ไปยงั  1t  ซึง่    l l   (K. Shiohama  et al., 2003; M.P. 

Docarmo, 1992)  

ผลการวิจัย 

ทฤษฎีบท 1 ไมม่ีคทัพอยท์ของจดุใดๆ ในระนาบ 

พสูิจน์ สมมติให้  : 0,0p   เป็นจดุในระนาบ P  สมมติมีคทัพอยท์ q  ของ p  บนจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสดุ   ซึง่เช่ือม

ระหวา่ง  0p   และ  1q t  ในระนาบนัน่คือส าหรับทุกๆ จ านวน 2 1t t  ส าหรับทุกๆ การยืดออกของจีออ

เดซิก  20,
|

t
  ได้วา่ การยืดออกของจีออเดซิกไมส่ัน้ท่ีสดุอีกตอ่ไป 

น่ีคือข้อขดัแย้งกบัประพจน์ 3  เน่ืองจากจีออเดซิกในระนาบคือเส้นตรงและเส้นตรงเป็นจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสดุ 
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ดงันัน้ไมม่ีคทัพอยท์ของจดุใดๆ ในระนาบ  

ทฤษฎีบท 2 ให้ M เป็นพืน้ผิวเช่ือมโยงเชิงเดียวสมบูรณ์มี p  เป็นจุดบน M  คทัโลกสั 
pC  ของ p M  มีสมบตัิ

เฉพาะท่ี (locally) เป็นทรี (tree) นัน่คือ ไมม่ีวงจร (cycle) 

พสูิจน์ สมมติคทัโลกสั 
pC  ของ p M  เป็นวงจรใน M  จากทฤษฏีบทของชอร์ดอง (Jardan theorem) เน่ืองจาก

มีวงจร ดงันัน้มีบริเวณท่ีอยู่ข้างในวงจรท่ีมี 
pC  เป็นขอบให้ x  เป็นจดุท่ีอยู่ ข้างใน 

pC  

เน่ืองจาก M  เป็นพืน้ผิวเช่ือมโยงสมบรูณ์ ดงันัน้โดยทฤษฏีบทของฮอฟ-รีนอฟ (Hopf-Rinow Theorem) มีจีออเดซิก 

ท่ีสัน้ท่ีสดุ  ,
|

p x
  ท่ีเช่ือม p  และ x  ให้   ตดั pC  ท่ี q  พบวา่  ,

|
p x

  เป็นจีออเดซิกท่ียืดออกของ  ,
|

p q
  

เน่ืองจาก 
pq C  ดงันัน้ q  เป็นคทัพอยท์ แล้ว  ,x

|
p

  ซึง่เป็นการยืดออกของจีออเดซิก  ,
|

p q
  ไมส่ัน้ท่ีสดุอีกตอ่ไป 

น่ีคือข้อขดัแย้ง ท่ีกลา่วข้างต้นวา่  ,
|

p x
  เป็นจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสดุ 

ดงันัน้คทัโลกสั pC  ของ p M  เม่ือ M  เป็นพืน้ผิวเช่ือมโยงเชิงเดียวสมบรูณ์ ไมเ่ป็นวงจรเม่ือพิจารณาเฉพาะท่ี  

ทฤษฎีบท 3 คทัโลกสั ณ จดุ ใดๆ บนทรงกระบอกกลมคือ เมอริเดียนท่ีอยู่ตรงข้ามจดุนัน้ 

พิสูจน์ ให้ p  เป็นจุดบนทรงกระบอกกลม M  ซึง่ ( ) : 0p  ให้ : { | ( ) }p q M q      เป็นเมอริเดียนตรง

ข้าม p  

ต้องการพิสจูน์วา่ p pC   

 ให้ pq   และมีจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสดุ   ท่ีเช่ือม p  และ q  เน่ืองจากบนทรงกระบอกกลมมีสมบตัิสมมาตร

เมื่อเทียบกบัระนาบท่ีมี p  และ p  อยู่บนระนาบ ดงันัน้จะมีจีออเดซิก   ท่ีเป็นการสะท้อนของ   เมื่อเทียบกบั 

p  เน่ืองจาก    และ ( ) ( )l l   ดงันัน้โดยบทตัง้คลิงเกนเบิร์ก q  เป็นคทัพอยท์ของ p  นัน่คือ p pC   

 ในทางตรงกนัข้าม สมมติ q  เป็นคทัพอยท์ของ p  และ pq   ให้ 0 ( )q    เน่ืองจาก q  เป็นคทั

พอยท์ของ p  ดงันัน้จะมีจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสดุ   ท่ีเช่ือม p  และ q  ในท่ีนี ้ : (0)p   และ 
1: ( )q t  ส าหรับทุก

จ านวน 2t  ซึง่ 2 1t t  และส าหรับทกุๆ จีออเดซิกท่ียืดออก  20,
|

t
  ไมเ่ป็นจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสดุอีกตอ่ไปน่ีคือข้อขดัแย้ง  

เน่ืองจากทรงกระบอกสมานสณัฐานกบัระนาบโดยบทแทรก 2 และจีออเดซิกในระนาบคือเส้นตรงและเส้นตรงเป็น

เป็นจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสดุนัน่คือ  p pC   
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ทฤษฎีบท 4 คทัโลกสัของจุดใดๆ บนทรงห่วงยางตรง คือ เมอริเดียนตรงข้ามจุดนัน้ยูเนียนกบัพาราเลลตรงข้ามจุด

นัน้ 

พิสูจน์ ให้ p เป็นจุดบนทรงห่วงยางตรง M ซึ่ง ( ( ), ( )) : (0,0)p p   และ : , 1,..., 4ip p i    ให้ q เป็นจุด

บนทรงห่วงยางตรง M ซึง่ ( ) ( )q q     เป็นเมอริเดียนและพาราเลลท่ีอยู่ตรงข้าม p ตามล าดบั  

 ต้องการพิสจูน์วา่ ( ) ( )pC       

 ให้ q  เป็นจุดบนทรงห่วงยางตรง M  ซึง่ ( ) ,0 ( ) 2q q       เน่ืองจาก M  เป็นพืน้ผิวสมบูรณ์ 

ดงันัน้มีจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสุด   ท่ีเช่ือม 1p  และ q  เน่ืองจากบนทรงห่วงยางตรงมีสมบัติสมมาตรเมื่อเทียบกับ       

พาราเลล    ดงันัน้มีจีออเดซิก   ท่ีเช่ือม 4p  และ q  นัน่คือ q  เป็นคทัพอยท์ของ p  ตาม   ถ้าพิจารณา

ตามจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสุดท่ีเช่ือม 
2p และ q หรือ 3p และ q  ยังคงได้ผลเช่นเดียวกัน  สามารถพิสูจน์ได้ในท านอง

เดียวกนั ถ้าเลือก ( ) ,0 ( ) 2q q       น่ีคือการพิสจูน์ {( , ) | ( ) ( )} pM C         

 ในทางตรงกันข้าม สมมติ q  เป็นคัทพอยท์ของ p  และ {( , ) | }q M           ให้ 

0 ( ) 2q    และ 0 ( ) 2q    เน่ืองจาก q  เป็นคทัพอยท์ของ p  ดงันัน้จะมีจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสดุ  ท่ี

เช่ือม p  และ q  ในท่ีนี ้ (0)p   และ 
1( )q    ส าหรับทุกจ านวน 2  ซึง่ 2 1   และส าหรับทุกๆ จีออเดซิก

ท่ียืดออก  20,
|


  ไม่เป็นจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสุดอีกต่อไปน่ีคือข้อขัดแย้ง  เน่ืองจากทรงห่วงยางตรงสมานสณัฐานกับ

ระนาบโดยบทแทรก 2 และจีออเดซิกในระนาบคือเส้นตรงและเส้นตรงเป็นเป็นจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสุดนั่นคือ 

{( , ) | ( ) ( )}pC M         

ทฤษฎีบท 5 ไมม่ีคทัโลกสัของจดุยอดบนกรวยกลมตรง 

พสูิจน์ เน่ืองจากจีออเดซิกท่ีออกมาจากจุดยอดของกรวยกลมตรงคือเมอริเดียน โดยเมอริเดียนบนกรวยกลมตรงคือ

เส้นตรง และจากประพจน์  2 และ 3 เส้นตรงเป็นจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสดุ ทุกๆ จีออเดซิกท่ียืดออกตามเส้นตรงเป็นจีออเด

ซิกท่ีสัน้ท่ีสดุเสมอ ดงันัน้ ไมม่ีคทัโลกสัของจดุยอดบนกรวยกลมตรง  

ทฤษฎีบท 6 เมอริเดียนท่ีอยู่ตรงข้ามจดุใดๆ บนกรวยกลมตรง เป็นคทัโลกัส เม่ือจดุนัน้ไมใ่ช่จดุยอด 

พสูิจน์ ในท านองเดียวกบัทฤษฎีบท 3 เน่ืองจากกรวยกลมตรงมีสมบตัิสมมาตรเมื่อเทียบกบัระนาบท่ีท่ีมี p  และ p

อยู่บนระนาบและ กรวยกลมตรงสมานสณัฐานกบัระนาบ  
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สรุปผลการวิจัย 

ในงานวิจัยนีผู้้ วิจัยได้แสดงการพิสูจน์ว่าไม่มีคัทพอยท์ของจุดใด ๆ บนระนาบ ส าหรับจุดใด ๆ บน

ทรงกระบอกกลมคทัโลกสัคือ เมอริเดียนท่ีอยู่ตรงข้ามจดุนัน้ส าหรับจดุใดๆบนทรงห่วงยางตรงคทัโลกสัคือ เมอริเดียน

ตรงข้ามจดุนัน้ยเูนียนกบัพาราเลลตรงข้ามจดุนัน้   และ ไม่มีคทัโลกสัของจุดยอดบนกรวยกลมตรงส าหรับจุดใดๆ บน

กรวยกลมตรงเม่ือจดุนัน้ไมใ่ช่จดุยอดคทัโลกสัคือ เมอริเดียนท่ีอยู่ตรงข้ามจดุนัน้ 

ส าหรับขัน้ตอนต่อไปในงานวิจยันี ้คือการสร้างโปรแกรมคอมพิวเตอร์เพ่ือค านวณหาคทัโลกสั ซึง่อาจน าไป

ประยกุต์ในการควบคมุการเคลื่อนท่ีของขีปนาวธุการวางแผนการผ่าตดั  เป็นต้น 

 เน่ืองจากมีคทัพอยท์บนพืน้ผิว ดงันัน้มีสองจีออเดซิกท่ีสัน้ท่ีสุดและเน่ืองจากมีสองวิถีท่ีแตกต่างกันแต่สัน้

ท่ีสดุทัง้คู ่ จงึอาจเป็นสาเหตท่ีุท าให้ขีปนาวธุเคลื่อนที่ผิดทิศได้ 

ในทางการแพทย์การผ่าตดัแผลเล็กจะท าให้ผู้ เข้ารับการผ่าตดัฟืน้ตวัได้เร็ว และ การผ่าตดัตามจีออเดซิกจะ

ท าให้แผลเล็ก เน่ืองจากอวยัวะต่าง ๆ ในร่างกายของเรามีลกัษณะคล้ายทรงกระบอกและกรวยตัดปลาย การศกึษา

คทัโลกสับนพืน้ผิวเหลา่นีจ้งึเป็นอีกทางเลือกเพ่ือเป็นข้อมลูให้แพทย์ในการวางแผนการผ่าตดั   

กิตตกิรรมประกาศ 

 ขอขอบคณุสถาบนัเทคโนโลยีพระจอมเกล้าเจ้าคณุทหารลาดกระบงั ท่ีให้การสนับสนุนอปุกรณ์และสถานท่ี

ในการท าวิจยั ตลอดจนคา่ใช้จ่ายในการน าเสนอผลงานวิจยั 
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ประวัติผู้เขียน 
 

ชื่อ-นามสกุล  นายพิพัฒน์พงษ์ จันทร์ศรี 
วัน เดือน เกิด  29 สิงหาคม 2533 
ที่อยู่ปัจจุบัน  บ้านเลขท่ี 64 หมู่ 4 อ าเภอเมืองสรวง จังหวัดร้อยเอ็ด 45220 
ประวัติการศึกษา  (2555) วิทยาศาสตรบัณฑิต สาขา คณิตศาสตร์ประยุกต์ เกรดเฉลี่ย 2.73  
   (สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกล้าเจ้าคุณทหารลาดกระบัง) 
ผลงานวิชาการ สมบัติบางประการของคัทโลกัสบนบางพ้ืนผิวที่สมานสัณฐานกับระนาบ การ

ประชุมวิชาการนานาชาติ ครั้งที่ 11 มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์ วิทยาเขต
ก าแพงแสน ระหว่างวันที่ 8-9 ธันวาคม 2557 
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